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L 

Neue  Constnictionen  der  Perspective. 


Von 

Ludwig  Leib. 


In  Folgendem  werden  2 Sätze  angegeben,  mittelst  deren  sich 
aene  Constnictionen  perspektivischer  Bilder  ausführen  lassen. 

L Satz:  „Wird  ein  Punkt  im  Raume  von  2 Projectionscentren 
«aas  auf  1 Ebene  projicirt,  so  liegen  seine  beiden  Projectionen  auf 
»1  geraden  Linie  mit  dem  Punkte,  in  welchem  die  Verbindungslinie 
-4er  zwei  Curven  die  Ebene  schneidet,  dem  sogenannten  Kern- 
..punkt“  *). 

Denn  nennen  wir  die  Ebene  iß,,  die  Projectionen  des  Punktes 
P,  von  den  Centren  O,  und  O,  aus  Pu  und  Pu  — der  erste  Index 
bezeichne  die  Projectionsebene , der  zweite  das  Centrum  — , und 
nennen  wir  ferner  den  Kernpunkt  Klf , so  ist  durch  die  Strahlen 
°iP*P>  i nnd  OsP0  Pu  eine  Ebene  bestimmt,  welcher  auch  die  Gerade 

O, 0,  angebört;  der  Schwerpunkt  der  Geraden  0,0,  in  iß,  liegt  also 
in  der  Sparlinie  der  Ebene  0,0, P,  in  iß,,  d.  h.  JST„  liegt  auf  PuPir 

Zweitens  besteht  bekanntlich  folgender  Satz:  Wird  ein  Punkt 

P,  von  einem  Centrum  O,  aus  auf  2 Ebenen  iß,  und  iß,  projicirt, 
and  wird  dann  iß,  durch  Drehung  um  seine  Spurgerade  mit  iß„  ss 
in  Ebene  iß,  gelegt,  so  liegen  die  beiden  Projectionen  Pi  i und  P*i 
wf  einer  geraden  Linie  mit  dem  Collineationscentrum  *). 


1)  Hauck.  neue  Constr.  der  Persp.  u.  Photogramraetrie  im  95.  Jahrgang 
«.  Journals  f.  reine  u.  angew.  Mathematik. 

2)  Desargues. 

Arth.  d.  Math.  a.  Phjrs.  2.  Reih«.  T.  XI. 
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Wir  bezeichnen  dasselbe  mit  ^12  * sodaRs  die  Indices  die  zwei 
Ebenen  angeben,  und  zwar  der  erste  derselben  das  zugehörige 
Centrnm. 


Construiren  wir  noch  die  Projection  des  Punktes  P6  von  02 
auf  ^2,  und  bringen  0,02  in  Ä21  auch  mit  s^s  zum  Schnitt,  so 
folgt  aus  Satz  I.,  dass  auch  Ar21,  P21  und  P&  auf  einer  geraden  Linie 
liegen.  (Fig.  1.) 

Fassen  wir  *s«  auf  als  Projection  des  Punktes  ö2  von  0,  auf 
s4$2,  und  A'j2  als  Projection  desselben  Punktes  von  demselben  Cen- 
trum auf  so  folgt  aus  Satz  II.,  dass  C12,  A’21  und  A'1S  auf  1 Ge- 
raden liegen.  Construiren  wir  noch  aus  Ot  für  und  s4$2  das  Col- 
lineationsccntrum,  C21 , und  betrachten  wir  A21  als  Projection  des 
Ot  von  auf  A'l2  als  Proj.  des  O,  von  Ot  auf  , so  folgt 
auf  gleiche  Weise,  dass  C2I,  A21  und  A'I2  auf  einer  Geraden  liegen. 
Es  besteht  also  die  Beziehung: 

III.  Satz:  „Die  beiden  Kernpunkte  und  die  beiden  Collineations- 
„centren  für  zwei  gegebene  Projectiousebenen  und  ihre  zugehörigen 
„Centreu  liegen  auf  einer  Geraden“. 

Die  Geraden  KuPn  Pu  und  A'2,  Pn  /’22  sind  aufzufassen  als  die 
Spurlinien  der  Ebene  OlOiP0  in  und  ^2.  Es  folgt  daraus  die 
4te  Beziehung,  dass  ArJS/>11/,12  und  Ar21  P21 / 22  sich  auf  *;J  schneidon. 
Der  Schnittpunkt  heisse 

Die  angegebenen  Beziehungen  sind  ersichtlich  in  (Fig.  1)  die 
eine  parallele  Perspective  des  Systems  vorstellt.  In  (Fig.  2)  ist 
in  gedreht  und  es  liegt  dann  auf  1 Geraden: 


1)  A,2A?1("1262i 

2)  AW’JS 

4)  *1 


3)  KtlPnPn 
5)  Cjj  Pu  Pa 


Ausserdem  liegt  der  Schnitt  von  KitPu  und  A’21/22  auf  «. 


Construction  des  persp.  Grundrisses. 

Obige  Beziehungen  lassen  sich  zur  Construction  des  persp.  Grund- 
risses verwerten,  wenn  wir  durch  das  Centrum  Oj  senkrecht  zur  ge- 
gebenen Projcctionsebcne  eine  Ebene  s$2  derart  legen,  dass  $2 
auch  senkrecht  zur  Ebene  Ci  des  gegebenen  geometrischen  Grund- 
risses ist.  Die  Spur  von  Ci  sei  in  S|$|,  as  in  PQ  sei  ein 
Punkt  der  Ebene  Ci,  die  wir  um  a2  in  s4$2  gedreht  haben  (Fig.  3.) 
Wir  nehmen  nun  ein  zu  s4>2  gehöriges  Centrum  0 2 au,  und  zwar  im 
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Unendlichen  in  der  Richtung  der  Linie  o*,  so  erhalten  wir  den  Kern- 
punkt A',,  in  dem  Punkt  Ox  selbst,  während  A'lt  im  Unendlichen 
in  Richtung  von  ax  liegt.  Die  Projection  des  P0  von  Ot  auf 
Pn,  erhalten  wir  (s.  Fig.  3.)  indem  wir  von  P0  auf  a8  ein  Lot  fällen. 
Ziehen  wir  nun  A'21Plt,  bringen  diese  Linie  in  S3  mit  ss  zum  Schnitt, 
und  legen  durch  S3  zu  ax  eine  Parallele,  so  liegt  auf  derselben  Pn< 
da  diese  Linie  die  Richtung  zum  Kernpunkt  A'1S  anzeigt,  und  mithin 
die  4te  oben  abgeleitete  Beziehung  stattfindet.  Wir  haben  also  für 
*n  einen  geom.  Ort. 

Einen  zweiten  finden  wir  folgendermassen: 

Unter  derselben  Bezei  chnung  wie  bei  der  voraugcgangenen  Con- 
struction  nehmen  wir  03  im  Unendlichen  in  Richtung  von  a3  an, 
nicht,  wie  vorher,  von  ax.  Kxi  ist  daun  der  Hauptpunkt,  d,  h.  der 
Fusspunkt  des  von  Ox  auf  gefällten  Lotes.  Pu  ist  der  Fuss- 
punkt des  von  P0  auf  ax  gefällten  Lotes.  Nach  Satz  (1)  liegt  auf 
der  Linie  KxiPxi  auch  der  Punkt  Pu,  und  wir  haben  mithin  einen 
zweiten  Ort  für  die  gesuchte  Projection.  In  Fig.  (4)  ist  die  Con- 
struction  ausgeführt,  nachdem  (£  um  ax  in  gedreht  ist. 

Denken  wir  eine  Ebene  durch  P0  senkrecht  ax  gelegt,  so 

lässt  sich  auch  Satz  (2)  anwenden,  wenn  wir  s^8  mit  Ox  um  *3  in  tyx 
drehen;  das  in  Sßj  gedrehte  Centrum  Ox  fällt  dann  mit  dem  Colli- 
neationscentrum  CrJ2  zusammen.  Gleichzeitig  muss  auch  P0  gedreht 
werden  um  die  Spurlinio  der  durch  P0  senkrecht  zu  gelegteu 
Ebene,  sodass  P0  die  Lago  P annimmt,  CxiP  ist  dann  1 Ort  für  P ii 
nach  Satz  (2).  In  Fig.  (5)  ist  (5  um  ax  in  gedroht  und  P wird 
aus  P0  erhalten,  indem  durch  P0  1 Lot  auf  ax  gefällt  und  dessen 
Länge  auf  ax  abgetragen  wird,  oder  einfacher,  indem  durch  P0  unter 
45°  zu  ax  eine  Linie  gezogen  wird. 

Satz  (2)  ergiebt  noch  einen  andern  Ort  für  Pu-  Nehmen  wir 
nämlich  an,  dass  s4$x  und  (£  die  Ebenen  wären,  auf  die  P0  von  Ox 
aus  projicirt  wird,  und  drehen  (£  mit  P#  um  ax  in  und  gleich- 
zeitig O,  um  eine  durch  X parallel  ax  gelegte  Linie  in  so  nimmt 

die  Lage  an,  wie  in  Fig.  (6)  angegeben,  und  die  Linie  ClSP0  ist 
ein  Ort  für  Plx. 

Bei  der  zuletzt  angegebenen  Construction  muss  der  geometr. 
Grundriss  auf  demselben  Blatt  wie  die  auszuführende  Zeichnung  liegen, 
während  bei  den  drei  andern  geometrischen  Oertern  Pu  nur  die 
Punktreihen  auf  ax  oder  a8  erforderlich  sind,  die  auf  einem  beson- 
dern  Grundriss  gefunden  werden  können.  Von  den  sechs  Combi- 
nationen  aus  den  vier  Oertern,  — denn  zur  Bestimmung  von  Pu  sind 
stets  2 der  letzteren  nötig  — scheiden  also  3 aus,  und  es  bleiben 

)• 
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noch  die  3 in  Fig.  (7),  (8)  und  (9)  dargestellten  Constructioncn.  Da 
die  Lösung  Fig.  (7  und  8)  drei  Hilfslinien  erfordert,  Fig.  (9)  deren 
aber  nur  2 für  die  Projection  jedes  Punktes,  so  ist  letztere  vorzu- 
ziehen.  Wir  wenden  sie  an  in  der  Aufgabe,  ein  regelmässiges  Acht- 
eck in  Perspective  zu  setzen  (vgl.  Fig.  10  a und  b). 

Constr.  des  persp.  Grundrisses  aus  den  Linien 

desselben. 

Wir  projicircu  die  einzelnen  Linien  des  geometrischen  Grund- 
risses auf  Sei  g0  eine  Gerado  der  Grundrissebene  l£,  welche  a x 
in  £*,  a*  in  <Ss  schneide.  Die  Projection  von  Oi  aus,  gu  hat  mit  $r0 
Punkt  gemeinsam  und  um  <?,  zu  erhalten,  haben  wir  nur  noch 
einen  zweiten  Punkt  von  g0  zu  projicireu. 

Wir  wählen  hierzu  6’,,  construiren  gt  also  aus  den  2 Spur- 
punkten.  Die  Projection  des  St  vou  Ox  auf  ^ erhalten  wir,  wenn 
wir  Oy  mit  S2  verbinden  und  diese  Linie  mit  ss  zum  Schuitt  bringen 
in  A.  ASy  ist  danu  gv 

Diese  Construction  erfordert,  abgesehen  von  den  notwendigen 
Verlängerungen  der  Gruudrisslinion  bis  zum  Schnitt  mit  o,  und  </j>, 
für  jede  Grade  nur  eine  Constructionsliuie,  welche  auch  noch  in  der 
Nebenfigur  des  gegebenen  Grundrisses  ausgeführt  werden  kann.  In 
Fig.  (lla/b)  ist  diese  Coustruction  zur  perspectivischen  Darstellung 
eines  Quadrates  benutzt.  In  Fig.  (Ha)  ist  «,  und  ausgezeichnet 
und  die  Spurpunkte  coustruirt;  dieso  sind  auf  ax  uud  a2  der  Fig. 
(11b)  übertragen,  welche  letztere  die  in  die  Zeichenebene  gedrehten 
Ebenen  und  darstellt.  Von  dem  Collineatiouscentum  6’1S  aus 
wird  die  Puuktreihc  auf  a a nach  ss  projicirt  und  entsprechende  Punkto 
von  ny  uud  *3  verbunden.  Die  Projection  der  Punktreihe  nach 
kann  auch  in  der  Hilfsfigur  vollzogen  werden,  wie  die  punktirten 
Linien  andeuten. 

Tritt  der  Fall  ein,  dass  der  auf  liegende  Puukt  von  gt  ausser- 
halb der  Zeicheuebcue  fällt,  so  wird  die  gebräuchliche  Coustructiou 
mit  Spur-  und  Fluchtpunkt  anzuwendeu  sein.  Dasselbe  gilt  für  den 
Fall,  dass  die  Punkte  auf  a,  zu  weit  entfernt  sind. 


Constr.  des  persp.  Bildes  aus  dem  Grundriss. 

Ist  der  perspectivische  Grundriss  construirt,  so  erhalten  wir  für 
die  Punkte  des  Objectes  selbst  Oertor,  wenn  wir  durch  die  entspre- 
chenden Gruudrisspunkte  Verticaie  legen.  Es  ist  noch  ein  zweiter 
Ort  der  Punkte  zu  bestimmen. 
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Im  Folgendem  ist  die  Aufgabe  behandelt,  ein  durch  Grundriss 
und  Aufriss  gegebenes  Haus  in  Perspective  zu  setzen.  Wir  con- 
struiren  nach  einer  der  oben  angegebenen  Methoden  den  pcrspectivi- 
schen  Grundriss*  aus  dem  geometrischen  und  errichten  in  seinen 
Punkten  Lote.  Mir  bilden  auf  gleiche  Art  das  perspect.  Bild  des 
Aufrisses  von  O,  auf  ^3,  und  construiren  aus  diesem  die  perspectivi- 
schen  Bilder  der  parallelen  Strahlen,  welche  den  geometrischen  Auf- 
riss erzeugt  haben;  hierzu  genügt  offenbar  der  Fluchtpunkt  F des 
zur  Aufrissebene  senkrechten  Parallelstrahlenbüschels.  Um  die  Oon- 
struction  zu  vereinfachen,  legen  wir  di©  Aufrissebene  durch  02,  so 
dass  die  Perspective  des  Aufrisses  in  die  Spurlinie  b der  Aufriss- 
ebene in  fällt,  und  haben  demnach  folgende  Coustruction: 

Wir  zeichnen  zunächst  den  perspectivischen  Grundriss  und 
nehmen  hierbei  die  Grundrissebene  im  Horizont  an,  sodass  der 
Grundriss  in  dio  Linie  a,  fällt.  In  den  so  erhaltenen  Punkten  er- 
richten wir  auf  a,  Lote.  Aus  der  Hilfsfigur  übertragen  wir  nach  der 
Hauptfigur  die  Linie  b und  projiciren  von  dem  gleichfalls  in  die 
Figur  eingetragenen  Centrum  O,  die  Aufrisspunkte  auf  b.  Aus  den 
2 Hilfsfiguren  wird  der  Fluchtpunkt  F,  sowie  die  zwei  Punktreihen 
auf  «j  und  b übertragen,  und  wir  erhalten  dann  die  Projection  des 
Hauses  als  Schnitt  entsprechender  Strahlen  des  Strahlenbüschels  Fb 
und  des  Parallelstrahlenbüschels  auf  o,.  Die  3 Figuren  können 
auch  in  eine  vereinigt  werden,  wenn  Ebene  @ um  ax  und  Ebene 
Oxb  um  b in  gedreht  gedacht  wird. 


Axonometrische  Construction. 

Die  angegebene  Construction  führt  uns  zur  axonometrischen  Be- 
handlung unserer'  Aufgabe.  Wir  denken  jeden  Punkt  des  Objects 
bestimmt  durch  seine  Coordinaten  in  einem  rechtwinkligen,  räum- 
lichen Coordinatensystem , dessen  Mittelpunkt  A0,  dessen  Axen  *#, 
y0l  zq  seien,  und  projiciren  das  System  von  O,  auf  ^3,.  Die  Pro- 
jectionen  seien  A , ar,  y,  z.  Ein  Punkt  *o.  der  fm  Coordinatensystem 
durch  die  Coordinatenendpunkte  X0 , r0,  Z0  gegeben  ist,  ist  es  in 
der  Projection  durch  die  Projectionen  Af,  F,  Z.  Es  sind  zunächst 
die  Axen  zu  projiciren,  und  dann  die  auf  ihnen  liegenden  Punkt- 
reihen. Zur  Vereinfachung  der  Construction  legen  wir  die  20axe  in 
g sodass  y0  une  x9  bei  verticalem  horizontal  sind.  Die  Pro- 
jectionen  x und  y werden  nach  der  pb  angegebenen  Construction 
hcrgestellt  aus  Spur-  und  Fluchtpunkten.  In  Fig.  (12  a)  ist  die 
zoi/9  ebene  dargestellt  mit  der  Projection  des  Punktes  Ox  auf  die- 
selbe. Parallele  durch  01  zu  x0  und  y*  ergeben  die  Fluchtpunkte 
Fx  und  Fy,  welche  in  die  Ausführungsfigur  (12  b)  auf  den  Horizont 
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übertragen  werden.  AFX  und  AFy  ergeben  die  x und  y axe,  s3  ist 
zaxe.  Die  Punktreihen  der  x und  yaxe  erhalten  wir  aus  denen  der 
x0  und  y0axo  mittelst  Satz  (2).  Wir  drehen  (5  mit  x0  und  y0  um 
a,  und  Ox  um  seinen  Horizont  in  (£  und  erhalten  dadurch  von 
dem  wir  die  Punktreihe  der  umgeklappten  r0  und  y0  auf  x und  y 
projiciren  (vgl.  Fig.  12b). 


Aus  2 gegebenen  Centralpr ojectionen  eine  dritte 

zu  finden. 

Ein  Punkt  P9  sei  von  einem  Centrum  Ox  auf  Ebene  <J3,  im 
Punkte  Pu  und  von  02  auf  in  P22  projicirt  — wir  wählen  die 
Indices  wieder  derart , dass  der  erste  Index  die  Ebene  , der 
zweite  das  Centrum  augiebt  — ; es  ist  von  einem  Centrum  03 
auf  eine  Ebene  die  Projection  Pn  zu  finden.  Wir  verfahren  der- 
art, dass  wir  zunächst  für  die  Projectionen  von  03  auf  und  s}32, 
Pi3  und  jP23,  in  jeder  der  Ebenen  einen  geom.  Ort  darstellen,  und 
dann  denselben  nach  ^3a  von  03  aus  projiciren , wodurch  wir  zwei 
Orte  für  erhalten  und  damit  diesen  Punkt  selbst. 

Wie  vorher  gezeigt,  liegen  P\iP\z^iz  auf  einer  Geraden;  wir 
erhalten  also  einen  Ort  für  P,3,  wenn  wir  üC13  construiron,  und 
PxxKxl  ziehen;  ebenso  ergiebt  A23P22  einen  Ort  für  /23. 

Der  Schnitt  von  ^3,  und  ^3,  heisse  #3,  von  ^3,  und  ty3  *2,  von 
^32  und  $3  der  Schnitt  von  *2  und  PXXKX3  sei  S2,  von  i22A23  mit 
sei  Sx.  Dann  ist  S2  ein  Punkt  der  nun  zu  construirenden  Pro- 
jection von  A,*.s  in  ^33,  ebenso  Sx  ein  Punkt  der  Projection  von 
Pn A'23  auf  P3.  Wir  habeu  demnach  nur  noch  von  einem  Punkt 
von  PXXKX3  resp.  P^KS3  die  Projection  in  *J33  zu  bestimmen,  und 
je  nach  der  Wahl  desselben  erhalten  wir  verschiedene  Constructionen. 

. I.  Die  einfachste  Construction  tritt  ein.  wenn  wir  A'13  und  A',3 
hierzu  wählen;  es  ist  die  im  95.  Band  des  Journ.  f.  r.  u.  angw. 
Math,  angegebene  in  der  Abhandl.:  Hauck,  neue  Constr.  der  Persp. 
und  Photogr.  Die  Projectionen  von  A13  und  Ki3  auf  ^3a  siud  die 
Kernpuukte  und  A32  und  werden  gleichzeitig  mit  den  ersten  beiden 
Kernpunkten  gefunden,  wie  folgende  Constr.  der  Kernpunkte  zeigt. 

Fig.  (13)  stelle  die  Projection  der  Ebenen  $ßj  und  ^33  auf  eine 
zu  «2  senkrechte  Ebene  dar.  Ot  und  03  seien  die  Orthogoualprojec- 
tionen  der  Centren  Ox  und  03,  so  sind  $i13  und  S?3,  die  Kernpunkt- 
projectioncn.  Sind  hx  und  h3  die  Höhen  der  Centren  über  der 
Zeichenebene,  so  erhalten  wir  das  in  letztere  geklappte  Trapez 
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0x03O2O3,  wenn  wir  iu  Ox  und  03  auf  0X03  Lote  von  der  Länge 
resp.  h3  errichten,  und  die  Endpunkte  Ox  und  03  verbinden.  Er- 
richten wir  dann  in  $13  uud  $?31  Lote  auf  OtO 3,  die  0±o 3 in  KJ3 
und  Km  schneiden,  so  sind  fi,3A'13  und  /if31$l'3,  die  Entfernungen  der 
Kernpunkte  von  der  Zeichenebene.  Wir  klappen  nun  $3  in  ^3, 
(Fig.  14),  ziehen  iu  ^3  senkrecht  zu  cino  Linie,  welche  den 
Schnitt  a der  Zeichenebene  der  Fig.  (13)  vorstello,  und  in  den  Ent- 
fernungen $lsÄ,g  und  von  derselben  Parallele.  In  der  Ent- 

fernung der  Kernpunkte  von  *«,  die  sich  aus  Fig.  (13)  ergiebt^ 
ziehen  wir  zu  **  Parallele,  welche  die  zuerst  zu  a gezogenen  Pa- 
rallelen in  A',3  und  A^,  treffen. 

Aus  der  Eigenschaft,  dass  Cl3C3lK13K31  auf  einer  Geraden  liegen, 
ergiebt  sich  folgende  Modification:  in  den  Entfernungen  hx  und  h3 
vom  Schnitt  a ziehe  Parallele,  Fig.  (14),  und  trage  auf  denselben 
von  *2  aus  die  Punkte  ^13  und  Qi  auf,  deren  Entfernungen  vou 
jj  sich  aus  Fig.  (13)  ergeben.  Die  Schnitte  von  6’1SC31  mit  den 
Parallelen  zu  s2  sind  dann  die  Kernpunkte. 

Sind  umgekehrt  die  Kernpunkte  bekannt,  so  erhält  man  die 
Collineationscentren  aus  dem  Schnitte  von  K31Kl3  mit  den  Horizont- 
linien von  0j  und  03.  Man  bedarf  also  nicht  mehr  eine  Hilfsligur 
für  die  Construction  der  Collineationscentren. 

II.  Wie  schon  erwähnt,  können  wir  P1XK13  resp.  P2iK23  auch 
dadurch  auf  P3  projiciren,  dass  wir  nicht  den  Kernpunkt,  sondern 
irgend  einen  andern  Punkt  der  Linie  auf  s4$3  projiciren,  uud  dies 
wird  besonders  dann  angebracht  sein,  wenn  A3|  und  K32  nicht  mehr 
auf  dem  Zeichenblatte  liogen. 

Nehmen  wir  hierzu  einen  beliebigen  Punkt  ltVA  von  ani 

dessen  Projection  /?31  von  03  auf  ^$3  zu  construiren  wäre,  so  wäre 
i?3,  S?  die  Projection  von  KX3PXX  in  p*  und  mithin  1 Ort  für  Pn. 

Um  nun  aus  Rl3— R3X  zu  finden,  benutzen  wir  Satz  2,  indem 
wir  C3|  mit  RX3  verbinden.  Einen  zweiten  Ort  finden  wir  aus  der 
Hilfsfigur  (13),  indem  wir  den  daraus  ersichtlichen  Abstand  des  i?3l 
von  s2  als  Parallele  r3i  zu  s2  in  die  Ausführungsfigur  eintragen. 
Der  Schnitt  dieser  Parallelen  mit  C3XRX3  ist  J7sa . Um  immer  die- 
selbe Linie  r31  zu  erhalten,  ziehen  wir  im  Abstand  des  RX3  vou 
eine  Parallele  rl3  zu  s2,  und  wählen  von  allen  Linien  PUKX3  stets 
den  auf  r,3  liegenden  Punkt.  Dasselbe  wird  für  ^2  und  ^3  durch- 
geführt. 

Wir  nehmen  RXi  im  Unendlichen  an;  R3l  liegt  daun  auf  einer 
Parallelen  r31  zu  s2  die  (Fig.  13)  gefunden  wird,  indem  man  durch 
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03  zu  <J3,  eine  parallelo  Ebene  legt.  Es  ergicbt  sich  also  folgende 
Construction : 

Nimm  die  ortbognale  Projection  der  Ebenen  und  ^33  und 
der  Centren  Ox  und  03  auf  eine  zu  st  senkrechte  Ebene  an,1  Fig. 
(13),  und  construire  daraus,  wie  in  Fig.  (13/14)  angegeben  ist,  den 
Kernpunkt  Kn  und  noch  C3l.  Ist  Pxx  die  Projection  des  P0  von 
0,  auf  ^3l?  so  zieh  und  briuge  diese  Linie  in  S2  mit 

zum  Schnitt.  Nachdem  P3  in  Ebene  tyx  gedreht  ist,  und  r3,  aus 
Fig.  (13)  in  die  Ausführuugsligur  (14)  übertragen  ist,  zieh  durch 
CS|  zu  A'j 3 /^i i eine  Parallelo,  welche  Linie  C3|J?13  vorstellt,  so  ist 
nach  Satz  2 ihr  Schnitt  mit  r31  der  Punkt  7*S1,  und  die  Linie  JisxSt 
ist  ein  Ort  für  Ps 3.  Einen  zweiten  Ort  erhalten  wir,  wenn  wir  Ebene 
<J3a  um  in  $3  drehen  und  auf  gleiche  Art  verfahren. 

Wcrdon  mehr  Punkte  auf  diese  Art  nach  $3  projicirt,  so  ent- 
stehen bei  AT,S  und  Strahleubüschel  mit  parallelen  Strahlen;  sie 
schneiden  also  parallele  Linien  in  ähnlichen  Puuktreihen;  mithin 
sind  die  auf  r3,  und  s2  entstehenden  Punktreihen  ähnlich.  Ziehen 
wir  zu  ss  eine  Parallele  ^3t,  die  von  Äl5  denselben  Abstand  hat  wie 
r31  von  C9X , so  ist  die  auf  ^3|  durch  Büschel  Ä',3  entsprechende 
Punktreihe  congruent  der  auf  r3l  durch  Qi  entstehenden , und  es 
ist  demnach  nicht  nötig,  das  Büschel  C31  zu  zeichnen,  sondern  nur, 
die  Punktreihe  p3X  nach  r3l  zu  übertragen  (Fig.  16).  Die  Pro- 
jection jedes  Punktes  P0  bedarf  dann  nur  4 Hilfslilnien. 
Dies  ist  besonders  dann  von  Vorteil,  wenn  die  2 gegebenen  Pro- 
jectionen  mit  den  Strahlenbüscheln  PXXKX3  und  i22A23  auf  1 beson- 
dern  Blatte  gezeichnet  sind.  — [Es  ist  klar,  dass  die  2 Punktreihen 
auf  s3  und  r3l  perspectivisch  liegen,  und  dass  der  Mittelpunkt  der 
Projection  der  Kernpunkt  KiX  ist  (vgl.  Fig.  11),  sodass  diese  Constr. 
auf  die  erste  zurückzuführen  ist.  Wir  führen  sie  an  einem  Bei- 
spiele durch: 

Aufg.:  Ein  Haus  ist  in  Längsriss  und  Aufriss  gegeben,  die 
Perspective  für  eine  Ebene  mnd  ein  Contrum  03  zu  construiren 
(Fig.  16). 

Wir  klappen  wieder  die  Ebenen  und  ^ß3  der  gegebenen  Pro- 
jectionen  in  $3.  construiren  aus  der  Hilfsfigur  (15)  die  Kernpunkte 
AT,3  und  Ä23,  ferner  631,  C33  und  r3!,  r3l  und  finden  daraus  die  Ab- 
stände der  r3!  und  r32  von  C'3|  resp.  C32,  sodass  wir  nach  Eintragung 
der  Linien  r3l  und  r32  in  Fig.  (16)  auch  die  Parallelen  p3 x und  ;?32 
in  dieser  ziehen  können.  Indem  wir  A',3  mit  den  Punkten  des  Auf- 
risses verbinden,  erhalten  wir  die  Punktreihen  *2  und  p8X\  ebenso 
aus  A2,  und  dem  Längsriss  die  Punktreihen  sx  und  p32.  Die  Punkt- 
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reihen  p3l  resp.  p3i  werden  nach  r3!  resp.  r3,  übertragen,  darauf 
zagehörige  Pnnkte  von  und  r31,  ebenso  von  *,  und  r32  verbunden. 
Die  Schnittpunkte  entsprechender  Verbindungslinien  geben  dann  die 
perspectivischo  Ansicht.  Die  Linien  st  und  bleiben  vorläufig  un- 
berücksichtigt 

Wir  können  die  Linien  p3l  und  p32  auch  auf  der  andern  Seite 
von  2f,3resp.  K23  annehmon,  je  nach  dem  vorhandenen  Platze,  müssen 
dann  aber  die  Punktreihen  bei  der  Uebertragung  nach  st  resp.  » t 
umkchren,  sodass  nur  der  Punkt  auf  C3lK13  seine  Lage  auf  dieser 
Linie  behält.  Fällt  «t  und  a2  nicht  in  die  Zeichenebene,  so  können 
wir  diese  Constr.  mit  der  ersten  vereinigen  und  das  perspect.  Bild 
ans  Asl  und  r31  resp.  K32  und  r3i  construiren. 


III.  3te  Construction.  Wir  legen  durch  03  eine  Ebene 
parallel  $3,  die  '4*j  in  *j3,  $2  in  *23  schneidet,  und  projiciren  von 
P„Ä,3  und  P22A23  die  auf  tl3  resp.  tS3  liegenden  Punkte,  die  in  $3 
ins  Unendliche  fallen.  Wir  erhalten  dann  folgende  Construction  zu 
der  wieder  Fig.  (13  und  14)  benutzt  ist.  Suche,  wie  vorher,  die 
Kernpunkte  JKl3  und  *23  und  ferner  die  Linien  tl3  und  *21  und  drehe 
Vi  um  und  $2  um  «|  mit  den  Linien  tl3  und  t23  in  Ebene  ^3. 
Bringe  P\\KX3  in  S2  mit  und  in  mit  tl3  zum  Schnitt  und  zieh 

^13^31  80  liegt  nach  Satz  2 r3l  auf  dieser  Linie,  im  Unendlichen. 
Eine  Parallele  hierzu  durch  b2  ist  also  ein  Ort  für  P J3  Ein  zweiter 
ergiebt  sich  aus  und  $3. 

In  Fig.  (17)  ist  diese  Construction  an  1 Beispiel  durchgeführt; 
es  ist  dort  auf  Grund-  und  Aufriss  die  perspect.  Ansicht  herge- 
stellt, nachdem  ^ und  ty2  *13  und  **3  um  a8  resp.  in  Ebene 
%<3  gedreht  sind.  Die  Punktreihe  auf  t23  fällt  in  einen  Punkt  zu- 
sammen , da  K23  ein  Punkt  der  Linie  wird.  Das  Strahlenbüschel 
von  C32  aus  fällt  mithin  weg,  und  das  von  *,  ausgehende  Strahlen- 
büschel wird  ein  paralleles.  Die  6 Coustructionslinien  eines  Punktes 
fallen  demnach  in  5 zusammen.  Im  Fall  der  Frontansicht  geht  auch 
das  Strahlen büschel  Ci3  in  1 Linie  über,  sodass  auch  das  zweite 
Strahlenbüschel  s2  parallel  wird  und  jeder  Punkt  durch  4 Construc- 
tionslinien  gefunden  wird.  — Es  ist  klar,  dass  dieso  Construction 
identisch  ist  mit  der  p 6 gegebenen  Construction. 

4te  Construction.  Wir  projiciren  von  PnKl3  den  in  a3 
liegenden  Punkt  nach  P3  und  erhalten  für  diese  Projection  einen 
geom.  Ort  in  der  Proj.  » der  Linie  *3  auf  ?3,  einen  zweiten  mit 
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Hilfe  von  C'3|.  Wir  erhalten  dann  folgeude  Construetiou : Klappe 
und  wieder  in  '1J3  und  trag  die  Punkte  Kx aK2SC3X  C3J , sowie 
die  Linie  * aus  der  Hilfsfigur  (18)  in  die  Ausführungsfigur  (19)  ein. 
Zieh  SyC’a,  und  verbind  den  Schnitt  dieser  Linie  mit  e mit  dem 
Punkte  So,  so  ergiebt  dies  einen  geometrischen  Ort  für  7 33,  der  an- 
dero  ergiebt  sich  wieder  aus  $2  und  '-P3. 

In  Fig.  15,  16  ist  mit  dieser  Coustructiou  die  Aufgabe  gelöst, 
aus  Aufriss  und  Längsriss  ist  die  perspcctivische  Ansicht  eines 
Hauses  zu  finden. 

Die  Construction  ist  folgenderraassen  vereinfacht:  Verschieb 
eine  der  Ebenen  oder  solange  parallel  sich  selbst,  bis  *3  mit 
s in  Bezug  auf  auf  03  symmetrisch  liegt.  Dann  werden  die  Punkt- 
reihen auf  ä3  und  s congruent,  mau  hat  also  nicht  nötig,  das  Strah- 
lenbüschel  C3X  zu  zeichnen,  sondern  überträgt  mittelst  eines  Papier- 
streifens die  Punktreihe  von  *3  nach  s und  verfährt  dann  wie  oben. 

In  Fig.  16  sind  in  die  Strahlenbüschel  A’,3  und  A23  Parallele  ein- 
gczeichnet,  s2  und  auf  denen  die  Punkte  erzeugt  werden. 
Jeder  Punkt  bedarf  hierbei  nur  4 Constructionslinien. 

V.  5to  Construction.  Wir  legen  durch  Ox  und  02  eine 
Ebene  parallel  «8,  die  in  <j,  ^2  in  /2,  'ß3  in  f3  treffe,  ziehen 
wieder  wie  vorher  die  Linien  P,  | A , 8 und  P»2K2 3,  fassen  dieselben 
aber  diesmal  auf  als  Projectionen  der  Linie  O8P0  von  Ox  auf  P, 
und  von  02  auf  P2.  Von  dem  Schnittpunkt  7’,,  von  tx  und  Px  j AT, 3 
coustruiren  wir  dio  Projection  2*sl  von  Ox  auf  U3  uud  ebenso  von 
dem  Schnittpuukt  722  von  t2  mit  P22 7T23  die  Projection  732  von  02 
auf  ^ß3,  und  zwar  wieder  mit  Hilfe  der  Collineatiouscentren  Cxl  und 

S2  und  sind  dann  die  Projectionen  der  Linie  P0O3 

von  Ö,  und  von  02  auf  ; wir  können  also  73,  &>  ansehen  als  Spur 
der  Ebene  P0OxO3  in  $3  uud  also  auch  als  Projection  der  Linie 
P0O|  von  Oz  auf  Ebenso  ist  T32SX  die  Projection  der  Linie 
P0O2  von  03  auf  'J$3.  Beide  Linien  stellen  also  einen  geom.  Ort 
für  7*33  dar,  und  ihr  Schnittpuukt  ist  P&  selbst.  In  Fig.  18  uud  20 
ist  die  Construction  durchgeführt,  wie  bisher  unter  der  Annahme, 
dass  die  dritte  der  Projectionsebenen  der  Spurgeraden  der  beiden 
andern  parallel  ist. 

VI.  Hieraus  folgt  eine  Coustructiou  des  perspectivischen  Bildes 
durch  Projection  der  geradlinigen  Begrenzung  des  Objectes  nicht  der 
Picken  desselben  (Fig.  18  und  21),  denn  statt  der  Linie  O3P0  können 
wir  eine  beliebige  Linie  gQ  auf  diese  Art  projiciren.  Die  gegebenen 
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Projectionen  derselben  von  Ox  auf  und  von  02  auf  ^J2  seien  gx 
und  deren  Schnitte  mit  *2  resp.  *,  seien  S2  und  Sx.  Wir  con- 
struiren  von  dem  auf  tx  liegenden  Punkte  Txx  der  Linie  gx  diePro- 
jeetion  *8.  von  Ox  auf  % mit  Hilfe  von  C]s,  denn  wir  wissen,  dass 
Ts,  auf  f3  liegt.  Ebenso  finden  wir  mit  C23  die  Projectiou  T32  auf 
<3.  Tji und  T32S,  sind  dann  die  Projectionen  der  Linie  g0  von 
Ox  und  Ot  auf  ^ß3,  ihr  Schnitt  S ist  also  der  Spurpunkt  von  g0  in 
also  ein  Punkt  von  gs.  Als  zweiten  Punkt  wählen  wir  die  Pro- 
jection  des  in  Ebene  txt2  liegenden  Punktes  G0  von  g0.  Die  Pro- 
jection  desselben  von  Ox  auf  $3  ist  T3l,  von  02  auf  % ist  es  ?W 
Construiren  wir  also  die  Kernpunkte  in  ^33,  üf3l  und  und  ver- 
binden mit  73| , Agg  mit  2^2 , so  ist  nach  Satz  1 der  Schnitt 
dieser  Linien  der  Punkt  £,  in  welchem  G0  von  03  auf  ?3  projicirt 
ist,  und  die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  S giebt  die  ver- 
langte Projection  g3.  Zur  Projectiou  einer  Linie  sind  hiernach  6 
Constructionslinien  erforderlich. 


7te  Co nstruction.  Um  aus  2 Projectionen  eines  Punktes 
eine  dritte  zu  finden,  benutzten  wir  bisher  die  Kernpunkte  und  die 
Collineafionscentren;  wir  werden  aber  im  Folgenden  zeigen,  dass 
wir  die  dritte  Projection  auch  ohne  Kernpunkte  nur  mit  Hilfe  dor 
Collineationspunkte  zeichnen  können. 

Aus  der  Construction  des  Collineationscentrums  C13  folgt  (Fig. 
22a),  dass  die  Linie  0|CJ3  auf  s2  senkrecht  steht  und  den  Winkel 
der  2 Ebenen  ^ und  halbirt.  Jede  durch  CX3  gehende  Linie  der 
Ebene  kann  daher  angesehen  werden  als  die  Projection  einer  zu 
0,C,3  parallelen  Linie  mit  dem  Fluchtpunkt  6T,3.  Px  x Cx 3 ist  daher 
zu  betrachten  als  die  Projection  der  durch  F0  parallel  der  Winkel- 
halbirenden  gezogenen  Geraden,  dieselbe  heisse  a0.  Die  durch  a0 
und  Ot  bestimmte  Ebene  schneide  ^ in  ax , ‘4L  in  a2,  $3  in  a3;  die 
durch  a,  und  02  gehende  Ebene  treffe  <4$,  in  al2,  ty2  in  «22,  'ß3  in 
flj,,  die  durch  oq  und  03  gehende  in  a13,  3L  in  a23,  $3  in  «33. 
Da  die  drei  Ebenen  sämtlich  durch  a0  gehen,  so  gehen  ihre  Spuren 
in  einer  der  3 Projectionsebenen  durch  den  Spurpuukt  von  a0  in 
dieser  Ebene,  es  schneiden  sich  also  u.  A.  a2I,  a32,  a33  in  einem 
Punkte.  Ist  also  «3!  und  a32  construirt,  so  ist  von  ein  Punkt 
bekannt  Die  Ebene  ana21a31  enthält  die  durch  O,  zu  a0  gezogene 
Parallele,  die  ‘4J|  in  6j3,  ?ß3  in  CX3  treffe;  Ebene  al2a22a32  enthält 
die  durch  Ot  zu  a0  gezogene  Parallele,  welche  ‘4L  in  C22,  "fi3  in  C’S3 
treffe;  Ebene  a,3a23a33  endlich  enthält  die  durch  03  zu  «0  gelegte 
Parallele,  deren  Schnitt  mit  ^?3  C31  sei.  Es  ist  klar,  dass  dann  die 
so  gefundenen  Punkte  nichts  anders  als  dio  Colliueationscentren 
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siud,  und  dass  überdies  bei  Drehung  der  Ebene  in  SJ<3  die  Punkte 
C',3  und  CW  zusammenfallen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  ??3 
der  Spurgeradeu  «3  parallel  ist,  ist  in  Fig.  22 a das  ganze  System  in 
orthogonaler  Projectiou  auf  eine  zu  allen  3 Projeetionsebencn  senk- 
rechte vierte  Ebene  dargestellt.  Wird  das  Ebenensystem  längs  s$ 
aufgeschnitten  und  wie  V2  in  gedreht,  so  können  dieso  Col- 
lineat'ionsccntren  aus  Fig.  22  a in  die  so  entstehende  Fig.  22  b über- 
tragen werden.  *9t  dann  dio  Linie  «n,  a8,  geht  durch  C’|3' 

und  durch  den  Schnitt  von  a,,  und  *2.  Ebenso  ist  P22C2S,  die  Linie 
a22,  und  a32  ist  Verbiudungsliuie  von  C2,  mit  dem  Schnitte  von  a22 
und  Der  so  gefundene  Schnittpunkt  von  a31  mit  a82  ist  ein  Punkt 
von  033  und  wir  erhalten  hieraus  a38  selbst  durch  Verbinden  mit 
Punkt  C\ j.  a33  ist  dann  ein  geometrischer  Ort  für  i33.  Legen  wir 
durch  PQ  eine  zweite  Linie  60,  welcho  zur  Winkelhalbireudeuder  Ebenen 
V2  und  ^p3  parallel  ist,  und  verfahren  mit  b0  wie  vorher  mit  a0, 
indem  wir  auch  durch  b0  3 Ebenen  legen,  so  erhalten  wir  hieraus 
einen  zweiten  Ort  für  P33  und  damit  diesen  Punkt  selbst.  Die  an- 
gegebene Construction  ist  in  Fig.  22  b ausgeführt.  Zur  Projectiou 
jedes  Punktes  sind  8 Constructionslinieu  erforderlich;  da  Cx%  und 
C’I3',  ebenso  C33  und  C23'  zusammen  fallen. 


Beisp.  Aus  Grund-  und  Aufriss  eine  perspectivische  Ansicht 
zu  construiren  (Fig.  23).  ^ sei  Aufrissebene,  1?,  Grundrissebene,  <p3 
sei  die  dritte  Ebene  uud  03  das  zugehörige  Centrum.  In  Fig.  23  b 
ist  ^ und  in  gedreht.  a0  ist  der  mit  a bezeichueten  Linie 

parallel.  Die  Ebene  durch  Ox  und  Oq  ist  in  unserm  Falle  hori- 
zontal, sodass  das  von  Pu  auf  «2  gefällte  Lot  die  Linie  a,,  und 
seine  Verlängerung  n3,  vorstellt.  Die  durch  02  und  a0  gelegte  Ebene 
steht  auf  $2  senkrecht;  a23  ist  also  dio  durch  PiS  zu  a gezogene 
Parallele,  das  im  Schnitt  von  *,  mit  a.,t  errichtete  Lot  auf  #,  ist 
die  Spur  «32.  Verbinden  wir  den  Schnitt  von  a3l  uud  aS3  mit  dem 
aus  der  Hilfsfigur  gefundenen  6’3I,  so  ergiebt  diese  Linie  einen  Ort 
für  P33. 

Wir  nehmen  jetzt  durch  P0  eine  Linie  b au,  die  und  den 
Winkel  von  s$2  und  $3  halbirt,  und  legen  die  Ebenen  Oxb0  uud  O2b0. 
Die  Richtung  der  Spurgeradeu  jeder  hierzu  parallelen  Fbeuo  in  ^ 
und  finden  wir  folgendermassen.  Wir  denken  die  Ebene  dadurch 
entstanden,  dass  eine  Linie,  die  senkrecht  ist  und  den  Winkel 
von  und  $3  halbirt,  sich  auf  1 Lot  zur  Ebene  bewegt.  Die 
Spur  in  erhalten  wir,  indem  wir  1 Ebene  (£  in  A senkrecht 
gelegt  denken.  AB  sei  deren  Spur  in  '$2;  AC  ist  dann  die  in 
um  AB  gelegte  Spur  von  Ebene  in  (£;  wir  erhalten  daraus  die 
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Spur  von  Oxb0  in  indem  wir  AD  von  A aus  auf  (*3)  übertragen 
und  in  dem  so  erhaltenen  Punkte  (/))  ein  Lot  ( D)E  gleich  BC  er- 
richten, so  ist  AE  die  Richtung  von  in,  und  eine  Parallele  dazu 
durch  P,,  ist  blt  selbst.  Die  Richtung  von  b3l  erhalten  wir  folgen- 
dermassen: 

In  D errichten  wir  auf  j3  in  ein  Lot  (vgl.  Fig.  23  b)  das  »v  in 
G trifft.  In  G wiederum  in  ein  Lot  auf  sx  von  der  Länge  GH 
gleich  PC*,  fällen  dann  in  von  D auf  ein  Lot  DF,  so  ist  HP 
die  Richtung  von  b3l . baa  und  b3a  erhalten  wir,  wenn  wir  von  Paa 
auf  ein  Lot  fällen,  das  bn  ist,  und  in  dessen  Fusspunkt  in  ty3 
auf  *1  ein  Lot  b32  errichten.  Der  Schnitt  von  £31  mit  632  wird 
mit  C22  zerbunden,  uud  dadurch  ein  zweiter  Ort  für  ^33  erhalten. 
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II. 

Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen  gewisser 
zusammengesetzter  Functionen. 


Von 

Franz  Rogel. 


Bezeichnet  f(x)  eine  mit  der  Veränderlichen  verschwindende 
Function,  deren  Differentialquotieuten  von  x — 0 bis  * *=»  y end- 
lich und  stetig  bleiben,  so  wird  auch  der  nte  Differentialquoticnt 
einer  beliebigen  ruten  Fotenz  dieser  Function  f(x)  — abkürzungs- 
weise f geschrieben,  — zufolge  der  Formel 


D"  fm  — 7i ! 


. . . -j-nA  ■=»  n 

« -j-  ß -}-  . • • ”|~  A — » 

zwischen  und  an  diesen  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 

Da  i nicht  grösser  als  n sein  kann,  so  wird  in  dem  Falle 

n m 

i stets  unter  m liegen  und  fw_M  ein  gemeinschaftlicher  Factor  der 
Glieder  obiger  Summe. 

Es  folgt  hieraus 

7 l<w»  (1) 
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Diese  Eigenschaft  bildet  die  Grundlage  eines  einfachen  Ver- 
fahrens die  Null  werte  der  höheren  Ableitungen  solcher  zusammen- 
gesetzter Functionen  F ’ welche  von  j(a;)  abhangen,  direct,  d.  h.  ohne 
vorherige  Berechnung  der  Differentialquotienten  zu  bestimmen,  wenn 
für  F eine  Potenz-Reihen-Entwicklung 

F(y)  - 2 Ag*9  (2) 

möglich  und  bekannt  ist. 

Wird  nämlich  y durch  f(ar)  ersetzt,  so  kommt 

F(f(x))  - 2 Ag(\)9  und 

9— 0 

£ AgJD"f*  (3) 

9=0 

gütig  jedoch  nur  für  solche  x,  für  welche  die  rechtsseitige  Reihe 
convergirt,  also  für  * = 0.  Denn  nach  (1)  verschwinden  in  diesem 
Falle  alle  Differentialquotienten  vom  (n-f-l)ten  augefangen,  auch 
kaun  wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  der  Reihe  in  (2)  keines 
der  nachfolgenden  Glieder  unter  der  Form  O.co  erscheinen;  die 
Reihe  in  (3)  hat  daher  einen  endlichen  Wert.  Es  gilt  somit 

9=-n 

D"F(  f),=0-  2 AgD"(\)9x=Q  (4) 

9— 1 

wo  g eine  ganze,  positive  Zal  bezeichnet. 

Eine  weitere  Anwendung  des  in  (1)  ausgesprochenen  Satzes  bilden 
Ableitungen  von  Identitäten  (Vergl.  d.  Verfassers  gleich- 
namigen Aufsatz,  Archiv  2.  R.  S.  209  T.  X.  1891.) 

Eine  unabhängige  Darstellungsweise  dieser  Null  werte,  wie 
sie  bei  den  Reihenentwicklungen  von  Mac  Laurin,  Lagrango  und 
Bürmann  gewünscht  wird,  ist  nur  denkbar,  wenn  sich  sowol  die 
Coefficientcn  Agi  als  auch  die  Nullwerte  der  höheren  Ableitungen 
der  Potenzen  der  Function  „ftar)“  independent  darstellen  lassen. 

Das  letztere  ist  bei  den  wenigen  nachfolgenden  einfachen  Func- 
tionen der  Fall. 

» 

a)  Dn  (log  Hpc)m  = (—  l)”-m  m ! C 

n—m 

n 

wo  C den  »-»»ten  Facultäten-Coefficienten , gebildet  aus  den 
n — in 

Elementen  1 , 2,  ...  n — 1 vorstellt. 
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n 

b)  Z>"(l0gl—  xjm0  — (— 1)“«!  C 

n — m 


#*-h 


n 


«"  • 2 r—ft — 1 /‘>u.\ 

c)  Dn(B\üax)02^=  (— 1)  2 (— l)r^  ^ J (2  p—2r)* 

wenn  n gerade  ist,  sonst  =0 


n— 1 

2 r=P 

/^(sinaa-)2“*1  =»  (-1)  2~2u an  2 (— l)r 

r= 0 

wenn  « ungerade  ist,  sonst  =0 

d)  Von  Functionen  <p(:r),  welche  für  * = 0 nicht  verschwinden, 
können  neue,  für  x «=*  0 verschwindende  f(a*)  am  einfachsten  abge- 
leitet werden,  wenn  von  ihnen  — ausgedrückt  in  Reihonform  — 

alle  Glieder  mit  Exponenten  ^ 0 abgezogen , oder  wenn  sie  mit 

einer  entsprechend  hohen  Poten  von  x multiplicirt  werden. 


p eine  positive  Zal 
m eine  ganze  Zal 


Auf  diesen  Fall  lassen  sich  alle  rationalen  Brüche,  deren  Nenrer 
sich  in  Wurzel factoren  zerlegen  lassen,  zurückführen. 


e) 


DH(,eax{ehx—€^x)\m 


k — 1 
= X (— 1>* 


( a 


k)+ck* 


Für  a =»  h = 1,  c = 0 ist 

fc-m-1  , v m 

Dn(ex  - l)#m  = 2 (—1)*  ( ) (m — k)n  — E 
k- 0 W n 


(6) 


Eine  allgemeinere  Function  dieser  Art  ist: 
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k — r j)  x k=*r 
y — Z hke  Z hjc  = 0 

1 k~  1 


(6) 


Ist  r>2,  so  lässt  sich  der  Nullwert  nicht  mehr  indepen- 
dent, sondern  nur  combinato risch  darstellen;  es  ist 


DHV*m 


k~*r 
Z ctk 
* = 1 


in 


ofj,  erg,  ...  «r  — 0,  1,  2, 


7» 


ec)  bei  geradem  r und  /i*  = (— l)*“1  ist  die  Bedingung  in  (6) 
erfüllt. 

(k==1‘  , ( — x^o#fo4+..,/fc=*r  \n 

ß”e"  (,i(r1]  <v)  = m + ->) 

ß)  Derselben  Bedingung  genügt  auch 

* - (-»  G-i) 


tö1)"  (- (71))" 

I 2 x u 7 — x x . ü- V 2?  (< 


y 

amy 


, , —\Z 

Uj  l «2  . ...  k=l 


f)  D2r  (X  COS  (ix) 2»0  = (— l)r-u(2ft)  ! ^gV)22u— 2p+1  fl2r-2/i  ^ 

r=^  1 /2„\ 

X ^ ^ (2^-2r)2r-2M 

r=0  x r / 

Z)2p+1  (a;  cosjr*)2.u0  = 0 


Z>2p+1  (x  COS  ax )2t*  1 ^ 
v—ii 


(—1)  2 22.u— 2pfl(2j^)l  ^2^t)  a2,’~2u  r ‘^'^^^^~1)(2i[A — 2r)2p“2,ci 


D2v  (*cosa#)2^  + iQ=  o 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Ueihe,  T.  XI. 
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g) 


D"  (a?erarC8i“-r)",0  = ml  Dn~me 


rm  arcsia* 


k=n — in  —2 


m\(  ) 77  (r2»«2-}-^2) 

&= 0,  2,4... 


n — vi  gerade 


L = 7t — in — 2 


in 


/ \ k=u  — m — * 

! m 77  (r*»«8-ffc*) 

W A*=»l, 3, 5 ... 


n — m u n g c r a d e 


h)  Das  Lagrange’sche  System  liefert  die  Entwicklung 

/14-Vl  — 4x\,n  . r:~*QC  tu  /»»  — r — l\ 

* “ ) “1  + rf<-1)r4  r-l  >' 


woraus 


, /m  n — 1 ) \ 
D"»o  = ( — l)"m(n  1)!  ^ m J 


wofür  sich  durch  unmittelbares  Potenzircn  noch  ein  anderer  Aus- 
druck  ergiebt;  es  ist 


r=tn  fm\  2 

y = 2-m  £ L)(l-4x) 

r=0  V > 


1 ^ / //|\ 

77»y0  = 2-,n  ^ (r  ) D"(1  — 4*)o 

= (— l)«2-«“,n7i!  2 (;)  (2 
aus  dom  Vergleich  beider  Ausdrücke  entsteht  dio  Identität 

2~  (')© (”:_1) 

h')  Ebenso  wird  gefunden 

■ t5*)'  ->+;:<  'CtiT1)- 

/m  4-  2n  — 1 \ 

77»'2/0  = w(n-l)l  ^ n_1  ) 


(7) 
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1 — Vl  —4xV 


Dn  (*m  y)o  = D*  \ ^ ^ D*~m  y0 

_ r»  n ! /2n  — m — 1 \ m.n\  /2n  — r?i  — 1 \ 

n — m \ n — m — 1/  n — in  \ n ) 


Nun  ist  wieder 


/I  — Vl— 4ir\m  Ä r=vi 
{ — — ■ ) =2-»  s 


und 


/I  — Vl  — 4ar\m  r=m 

D"  ( ^ ) = (— 1)»22”-»«  n!  2 (— l)r 

r=l 

woraus  sich  durch  Vergleich  die  Identität  ergiebt 


rM-l)r  (m)  f ^ ) = (— 1)«2-*»+«  — C2n  m ^ 

r= 1 / \J  n—m  \ » J 


(S) 


Durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  (7)  und  (8) 
entstehen  noch  die  weiteren  Identitäten 


„ (_!),,  _ÜL  /2n-«»— 1\ 

n -m  \ n ) 

+:(■::?■)  <» 


r=2 


w — 1 
2 


r=l,  3,  5,  ... 


C)fi) 

\n / 

m /ra — w — 1\ 

+ .-(  —i  ) <10> 


i)  Genügen  die  Coefficienten  p,  q der  triuoraischen  Gleichung 

y*-\-py-\-q  = 0 


der  Bedingung 


?V8>o 

4 ^ 27  ^ 


(«) 


so  giebt  es  nur  eine  einzige  reelle  Wurzel,  nämlich 


2* 
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V I 


V-  i+Fe+'Sy+i^i-  i/(o'+(5'i 


Das  Lagrang’scho  Theorem  ermöglicht  abermals  die  Entwicklung 
einer  beliebigen  Potenz  ym  dieser  Wurzel  in  eine  convergeute  Reihe. 

Wenn  obige  Gleichung  geschrieben  wird 


y = 

_ q __  r 

V V 

und 

1 

_ <1  " _ 

V “ *> 

r 

gesetzt  wird,  so  ist 

y = 

z-k~x(—  y)3 

somit 

oo  xr 

yin  Q 2_^_m  2 ( — l)r  * 

r=“2  rl 


-tn 


,r”®  1 /3 r + m — IN 

+"  r ( 7-1  ) *‘  + 

r=l  N ' 


m 


= (—  *|Äc)m  -f- m 2 - (— jr)Sr+w52rfm 

r— 1 r ' ' i 

Convergcnzbodiugung  ist 

ki<s|/gy  w 

Es  ist  nun 


[V-?+i/(;)'+(i)‘+|/-*- 


r=^co 

= (— ga;)m  + l»  ^ (— l)3r+m 
r=»l 


arJrlm 


(11) 


Hat  die  kubische  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  so  ist  die  uu 
merisch  kleinste  in  Rechnung  zu  bringen. 

Schliesslich  ist 
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Dx»y<r 


0,  n < m,  oder  wenn  n — m kein  Vielfaches  der 

Zal  3 ist 

( — l)m2.w!,  n “=  m 


(— l)3r+m  ™ (3r-j-ro)I  tf2r+m  r _ j , wenn  n 


m 


durch  3 teilbar  ist. 


Wird  q als  Veränderliche  betrachtet,  so  ist 


!0,  n < m,  oder  wenn  n — m ungerado  ist 
( — l)mx  ml , n ==•  m 

( — 1)  3'+m  ™ (2r -{- m)  ! 1^jB8r+m 

j)  Die  geforderten  Eigenschaften  werden  auch  Summen  und 
Combinatiouen  der  genannten  Functionen  mit  oder  ohne  Wieder- 
olung  zur  zweiten  Classo  besitzen. 

Combinationen  zu  einer  höheren  Classe  werden  im  allgemeinen 
eine  independente  Darstellung  der  Nullwerte  nicht  zulassen. 

Die  Ableitungen  der  Potenzen  von  Functionen  haben  in  der 
Analysis  eine  besondere  Wichtigkeit  erlangt 

Die  Reihen  von  Lagrange,  Laplace  und  Bürmann  stützen 
sich  auf  dieselben  und  R.  Hoppe  (Theorie  d.  ind.  Darst.der  höheren 
Diffcrentialquotienten , Leipzig  1845)  macht  die  independenten  Dar- 
stellungen von  ihnen  abhängig. 

In  den  nun  folgenden  Anwendungen  sollen  daher  vor  allem  an- 
deren die  Potenzen  complicirterer  Functionen  Berücksichtigung  finden, 


Hierbei  bedeute 

f(s)  = f 

eine  mit  x zugleich  verschwindende  Fuuction  von  der  Beschaffenheit, 
dass  die  Nu  11  werte  der  höheren  Ableitungen  ihrer  Potenzen  sich 
independont  darstellen  lassen,  also  eine  der  unter  a)  bis  j)  ge- 
nannten Abhängigkeiten. 


1)  .F(f(je))  — tgwx  (m  eine  positive  ganze  Zal) 

rn 

= sinwx(l  — sin2*)  2 


Mit  Benutzung  der  Abkürzung 
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tnr  — ( Dn  sinrx)0 

wofür  in  (c)  die  Formeln  gegeben  wurden,  ist 


tgmx 


H-  2 -1 

21  \ “ I sin2*+ma5 

k=0  ' * 


und  nach  Satz  (4) 


Du  tgw  x0 


n — m 


••=0  I \ k J 


(12) 


wo  unter 


n — in 


das  „grösste  Gauze“  E verstehen  ist. 


2)  secmx 


ifc~Ü  N k y 


k=  I ? 


D«secw,x0 


= ÜYH-2-A 

t-i  v y 


*n 


2k 


(13) 


3)  1 — xeotx  = 

i=2  (— 1)‘  SiU"+2ie,  „ * < * < + * 

*=o  (kyy 


« — 2 1 


I J 

/)"(!  — zeoU)0  = 1)* 


2k  + '2 


t-b  ■ (*+i) 


Andererseits  ist 


k=X> 


(14) 


1 — xeotx  «£  — - ßk(2x)2k , — Tr  < x < + ^ 

/fc=l  (J/c)! 


wo  /?,  — 
bedeuten;  ferner 


30’ 


ZJo  *=  , ...  die  B e r n 0 u 1 1 i ’sclien  Zalcu 

J 42  ’ 
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D"  (1 — x cota;)0 


2"  Bn 
2’ 


0, 


n gerade 
n ungerade 


die  Gleichstellung  beider  Ergebnisse  ergiebt  für  diese  Zalen  den 
iudepeud enteil  Ausdruck 


Bn 


1_ 

02»» 
w . O 


l:=n — 1 

* (-0* 

ji=o 


(15) 


Durch  Erheben  der  Reihe  für  1—  a-cotz  zur  mten  Potenz  entsteht 


w 


siu2m+2rx 


wobei  abkürzungsweise 


gesetzt,  und  die  Zal  r aus  m ungleichen  oder  gleichen  Zalen 
. . . der  Zeigerreihe  0,  1,  2,  3.  . . . auf  alle  verschiedenen 
Arten  zusammenzusetzeu  ist.  Es  ist  dann 


D”{ \-  xcotx)mQ  = ö w w ! 2 


Cfn 


,/i-HW  ,/2+fw 
“r(  1 ) \ 2 ) 


°0  “I“  “f"  tt2  • • • — r 


(16) 


Ein  vollkommen  independenter  Ausdruck  wird  später  gegeben 
werden. 


4. 


x 

COS  X 


lc=x>  sin-* Ha: 


7t  71 

“4  <'x<k  2 


(Aus  d.  Sammlung  mathemat.  Formeln  v.  Laska) 

h—oo  E/iX‘2h+l  n n 

~~  X~lr  hf\  (2ä)!  ’ 2<x<2 

Der  Vergleich  der  Nullwerte  der  2/i-f- 1 teil  Ableitungen  beider  Reihen 
ergiebt  für  die  Euler’schen  Zalen  die  independeute  Formel 


Digitized  by  Google 


24 


Rogel:  Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen 


En 


(17) 


5. 


Ein  allgemeines  Verfahren  zurdirecten  Bestimmung 
der  Nu  11  werte  höherer  Ableitungen  der  Potenzen  von 
Funetionen  tiiesst  aus  der  Betrachtung  des  vorigen  Beispiels  (3). 

Lässt  sich  die  vorgelegte  Function  F(x)  nach  einor  Function 
„f(x)u  entwickeln 

F(x ) =»  Z arf(#)r 

r=o 

so  gilt  nach  dem  polynomischen  Lehrsätze 


mf  Z Z -0°O  rtl<X|  a*a* 


*=0 


«0! 


Cf 


1 


wo  für  die  m,  der  Bedingung 

«o  + «i  + «*  + •••=*■ 

genügenden  Zaleu  «0,  orj,  «s,  ...  alle  ungleichen  und  gleichen 
positiven  Worte  zu  setzen  sind. 

Dio  Nullwerte  der  höheren  Ableitungen  stellen  sich  hiernach 
als  endliche  Reihen  dar. 


Eine  Entwicklung  dieser  Art  ist  bekanntlich  die  von  Bürmann, 
in  welcher 

a* 

und  a-0  ciu  Anfangswert  ist,  welchor  modf(x)  zum  Verschwinden 
bringt.  Nach  den  über  gemachten  Voraussetzungen  ist  hier 


0 


Damit  sich  dieso  Cocfflcienten  unabhängig  bestimmen,  muss 
f(x)  so  gewält  werden,  dass  die  Nullwerte  der  Ableitungen  von 

fe ) ebenfalls  independent  darstellbar  siud;  selbstverständlich 

muss  dasselbe  auch  bei  ErF{x) 0 eintreffen.  Dio  Auswal  wird  daher 
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eine  sehr  beschränkte  sein.  Dieses  Verfahren  kann  auch  mit  Vorteil 
zur  Ableitung  von  Identitäten  verwendet  werden. 

Sei  z.  B. 


F(x)  — 22 

so  ist 

F‘(x)  — 22 

ferner 

2* 

f(*)  “ CÄ*(6*_  T) 

daher 

2 eAz 

und 

2 . , eJ'k*(e* 

a*  =»  . Dk  1 k - 

k ! 2*~ 

Sei 

eAkx(er_  l)k  = z 

. . 3 
SO  ist  xjt_l 

von  der  Form  a:— j—  A222-{-  • 

licher  Ableitungen  sind  endlich,  somit  ist 

ßä-ä3o  - ß2*-2*»-* . -jLj  = (*-l) ! ß*->  -J_x 

1 


2=0 


2=0 


daher 


J3*"1  3=i 


. /2i— 2\ 

=o 


-_I2N  Da'2*o 


folglich  mit  Benutzung  der  in  e)  bereits  ermittelten  D2*  2z0 

_2k— 2 


Qk 


mithin  ist 


o r 2k— 2 /ZA 

(2t-2)ür+fe  — (t)^+*— 1 +-••• 

(z.  \ 2k— 2 /1c\ 

fc_i)“+i  +(-»)*(*) 

&=00 


’ZA 2k  - 2' 

kXkh 


k=CO  / -2  \k 

18  - »f , “ Ui?=ü)  ’ K = 0) 

Eine  n malige  Differentiation  ergiebt  für  x =>  0 


k=n  x2 k 


kZL1akD"  >)* 


0,  « < 2 


2=0 


2,  » 


2 


«k£ 


"Ifx  «“*(«*  -1)‘ 


2=0 
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Den  Fall  » = 2 ausgeschlossen,  gilt  auch 


k= 


n 


*2* 


Du  £ ah  ',.chnx  ( rx IV*  — o 

£__j  cMx(cx  — 1)*  J'  — U 

weil  die  Nullworte  der  « ersten  Ableitungen  von 


c,mx  (ex — 1)»*  sowie 


r2Jt 


für  x *=  0 verschwinden. 


CA*X(CX_ 


Nach  vollzogener  Multiplicatiou  ist 
k=^  n 

D»  £ akx2k  ch(u-k)x  (cx  — 1)M~*  = 0 
lc=  1 


(■?•: ) 


& — n /M\  

s ^ c*  — 1)h-< 

k—  1 


x—J 


k= 
. 2? 


+ (“ä *)(*+!  n-k)»-*-  + ... 

...  +(-l)"-t(’‘7iW-fc  »+2)-a+  (-l)-Hl  X 
X ("j  *)(»-*.  A+l)"-“ 

+ (- 1)"-*  (’*“*)  (,T~-k . hy  -*  ) = u 


Sei 


^lr».p  - rP  r-lP+  (“)  r-/ f . . . 

• • • +(—  l)'"-*  ) > — m-f  1 +(—1)’“  ^ ) r — mr 

so  ist  die  unter  dem  Summcuzcichcn  stehende  Summe 


(1B') 


und 


ak 


11 — k , n — 2fc 
A 

(A+l)(n-fc) 

2 2k— 2 

(2k  - 2)1  fc 
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Identität  schreibt  sich  dann  mit  Auslassung  des  gemeinsamen 
Factors  4 


kZn  { n\ 

U) 


\ 2& — 2 ?t  — k,  7i — 2& 

nX  A A = 0 


(18) 


(A+l)*  (*+!)(«-*) 


Für  7i  = 0 ist 


X fer*-  ("7*)  +...  +( C7*>-») 


(19) 


6. 


X X 
2 “ 2 COt  2 


ÄÄ+lf: 

h 

Aus  der  Theorie  der  Facultäteu-Cocfficienten  6r  ist  bekannt,  dass 

k 


h 

(-l)kC 


Dk 


r v V*  k 

\e'-l)  o “ 


folglich 
Dxnz0m  — * 


-?(;)»-  !(A)'GT!. 

(")  (--)  <—> 1 " (Ä)'. 

7t  r=m  /m\ 

s (— 2)M,)  C , » «erad 

v X)  ~—i\  \r/M_m-[-r 


r—  0 

7. 

Durch  unmittelbares  Potentireu  von 

— 27r  <d  x -f-  27t 


(20) 


2 COt  2 “fj  (2r) ! 


-x2r 


(21) 


entsteht  ein  Resultat  von  der  Form 
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x2m  £ x2 p 

p =0,1,2...  2p 


und 


0,  n < 2m  oder  ungerade 


n!  ß 
n — 2»» 


m 


n gerade 


tn 


Hierin  bedeuten  iß  combinatorische  Aggregate  bezüglich  der  Ber- 


noulli’schen  Zalen  Br  homogen  vom  Grade  m. 

2 

Für  die  $8  vom  Grade  zwei  hat  Euler  auf  sehr  mühsamem 
V 

Wege  einfache  Beziehungen  gefundeu  (Inst.  Calc.  diff.  P.  II.  cap.  5) 

Klügel  giebt  in  seinem  Wörterbuche  zwei  Methoden  au,  welche 
dieselben  sehr  rasch  finden  lehrt.  Sie  stützen  sich  darauf,  dass 

a)  der  Differontialquoticnt  y von  y — cotx  durch  y,  und 

b)  die  Cotnngentc  eines  Bogens  durch  diejenige  des  halben 
ausgedrückt  werden  kann. 


In  beiden  Fällen  entstehen  nach  Einsetzung  der  gleichwertigen 
Reihen  Gleichungen , welcho  nach  dem  Satze  der  „unbestimmten 
Goefticieuten“  die  Euler’scheu  Formeln  liefern. 


m 

Beziehungen  zwischen  den  Co effi ci en teil  ß. 

P 

Das  geuaunto  Formel-System  lässt  sich  sehr  erweitern. 
Der  Ausgangspunkt  dieser  Entwicklung  ist  die  Fuuction 


2P 


Es  ist 


y'  = — 1—  2/*  uud 


cotx  - 


8. 
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Durch  wiederholtes  Differentiiren  und  Einsetzung  niedrigerer  Ab- 
leitangen durch  bereits  gefundene  Ausdrücke  kann  irgend  eine  Potenz 
linear  durch  die  Differentialquotientcn , deren  Index  m ist, 
aasgedrückt  werden. 


Es  ist 


y = Jcotg,  y'  — ■ —\~y*  oder 


= _ i_ 


l — y' ; ferner 

2 yy‘  =*  — y\  d.  h.  — l2y  (i  — r) 

y3  = — h/+ty" 


— y"  oder 


ebenso  findet  sich 


4 1 . y'  y 

y - & + 3 — ~c 


W 


y 


5 _ 


5 


ir 


42  y 24^"  + « 


y_ 

24 


hieraas  kann  auf  das  allgemeine  Bildungsgesetz 
271  271  277  2 71 

y-"  = a-f-  a y'-}-  a / . . . -f-  a y(2"~0  (23) 

1 3 2n— 1 

2n-|-l  2n-fl  27i-|-l 

y2»»+i  =3  a y. j_  a y"  . . . a (24) 

0 2 2 n 

geschlossen  werden.  Dasselbe  lässt  sich  mittelst  der  Bemerkung 
Terificiren,  dass  eine  gerade  Potenz  der  Reihe  für  y nur  gerade 
positive  Potenzen  von  a-,  und  eine  ungerade  Potenz  dieser  Reihe 
unr  ungerade  Potenzen  von  x enthält;  dass  ferner  dio  geraden 
Ableitungen  derselben  Reihe  nur  ungerade,  und  die  ungeraden 
Ableitungen  nur  gerade  Potenzen  von  x aufweisen. 

2 Ti 

Mit  Ausnahme  von  « ergeben  sich  alle  Coefficicnten  mit  Hilfe 
des  Satzes  der  „unbestimmten  Coefficicnten“. 

Es  ist 

* - x-*»  (i-i+|  cot  1)2” 

- - CD » *-2-+2+ (-  (?)  ® + (?)  »)*-*•“+••• 
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••+(-(?) 


1 

33 

2m — 2r — 2 


+ 


2 

33 

2« — 2» — 4 — 


( 31)  33  . . . + (-l)H-r  ( 2w  ) ”33  r \“*  + . . . 

' ' ' 2m  — 2r  — 6 V«-»*/  0 J 

+ (?) 


2mx  n 


33  - ...  +(-i)«r”j»)  + ... 

2« — 4 V » / 0 / 


2m 


2m  2m  2m 

= «-l!flr2-3!  «*-*—  ...  — (2r  — 1)!  « *-2»  - 
1 3 2r — 1 

2m 

... — (2m — 1)!  a x~2n  -j-  ... 

2m -1 

hieraus  folgt 


2 

13 

2? — 4 


2,1  1 / /2n\  1,  /2«\  2 

2r- 1“  <*-«>  1 ) 2»-i-2  V 2 ) 2»-2 

+ (3")  » . . .+(-l)*'— ‘ (2M  Si  ) r<«  (25) 

\ö'2n— 2r— 6 Vn  r/  U ' 


specicll 


2m 
« » 
2m -1 


1 

(2  m — 1) ! 


ferner 

2m-[-1 
a = 
2 r 


2 


-dMcri.L  _(*?■)  uX.. 
♦CtVL  - • 


2 m 4-1  J 

2?,  ” + 


M 


(2G) 


2m 


Es  erübrigt  noch  den  Cocfficienten  p zu  bestimmen. 
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Die  Differentiation  der  Gleichung  (24)  ergiebt 


oder  weil 
ist,  auch 

nun  ist 


2 « 

{2n-\-\)y2n  .y'  = a y’  - {-  . . . 

0 

y = — k—y* 

- - T-  y2n  - (2 H-l)*2"  = « yf + 

4 0 


2n  2 n 

2/2k  “ « + « y'  + • • • 

1 


dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  gesetzt  giebt 


y 


2«+2 


2 n 
a 

- T + 


nach  (23),  wenn  2n-f-2  statt  27i  gesetzt  wird,  aber  auch 


somit 


ist,  so  folgt 


2»-|-2 

a 


272— |— 2 2» 

a = — \ a da  a 

27  i 1 

« = ( — 1)H  47» 


2 1 


(27) 


Wird  jetzt  die  Gleichung  (23)  mit  a;2**,  und  (24)  mit  ac2,,+1  multi- 
plicirt,  beide  sodann  2k mal  differentiirt  und  schliesslich  x — 0 ge- 
nommen, so  kommt 

2 ;i  p—n  2n 

Dä(Xy)2.*0  = a D2*s2"0-f-  £ a 7^  (z2'-2'  .x^y^~^)0 

p — 1 2/7  — 1 

2n  » = n / oj.  \ 2n 

= aüax2"0+.£  („  „ )(2n-2p)i  a /7*-2»+2p(*2p3/.2i>-i))„ 

p=l  2p— 1 

Das  erste  Glied  verschwindet,  wenn  2&  ^ 2«  ist ; für  2t'  = 2n  ist 


27*  2«  (27l) 1 

a D^x^Q  — (2»)!  a = (—1)»  --4^ 


Aus  (21)  folgt  weiter 
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z2py{?p—l)  = —(2p — 1)’  Z ßh^J> 

Ä4>2A(2/,"2^)! 


ferner 

jyik-2n  1 2p  ^2p ^(2p-l)jo  0 

somit  nach  leichter  Reduction 
2n 


(2fc-2n4-2y-l)! 

(2k  — 2njl  JJk~»+P 


2« 

a 


,a,  ...  n2l.  (2«!  2;,-l 

lV;/)  • — - 0 (2t — 2n) ! 2i—  in  + 2;.  ‘>k  1 


p-n 


(28) 


Andererseits  ist 


v* (*»)\  - t)“[l-(l-gCOt  |)J" 

/2m\  / * 


und  mit  Rücksicht  auf  (22) 


h=2n 
» 2: 

Zt 


2n  /2n\  T h - 

- (-1)*  ; W ^ 58  x2p 

= 1 L p— 0,1.2,..  2;>  - 


J 1”  (-1)*  (2n)  (*W)I  D*-»'  ( JE  9 *2r) 

A=1  ' h'  VJA/  V“°  /u 


ä-=2«  / 2»\  Ä 
(2fc)!  ^ (-1)'1  (■ \ ) 93 

A=1  'Ä  ' 2k— 5 


2/t 


(29) 


I)ic  den  ungeraden  Potenzen  y2*H  entsprechenden  Ergebnisse 
gehen  aus  den  eben  abgeleiteten  hervor,  wenn  2n-|-l  statt  2;/,  in 
(27)  als  unterer  Zeiger  von  « 2p  statt  2p  — 1,  dann  als  untere  Grenze 

2 n 

p — 0 genommen  und  endlich  das  Glied  mit  a unterdrückt  wird. 


Die  für  k < 2n  mit  negativem  unteren  Zeiger  behafteten 
h 

58  verschwinden.  In  diesem  Falle  brauchen  sich  die  rechts* 

2k  - 2/t 


seitigen  Summen  nur  auf  solche  h zu  erstrecken,  für  welche  2k — 2A 
nicht  negativ  und  bezhw.  ) von  null  verschieden  ist. 


Das  Gesamt-Ergebniss  lässt  sich  nnn  wie  folgt  aussprechen. 
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„Zwischen  den  Coefficientcn  33"*  der  Entwicklungen  von 

^1—  ^ cot  ^ , m = 1,  2,  3 . . . 2n,  bzhw.  2n-j-l 

^bestehen  folgende  Beziehungen“ 

a)  2k  2 n 


u.  ^ 2;t 


Ä 

33 

2k— 2h 


di  2,- 

2n 

1 


2? 


(2fc— 2»)!?j=1  2A:— 2n+2p 

!n  i r=n-p  /2n\  r 


2« 

a 


2 n 

P < n,  « 

2» — 1 


2r 

1 


(271—1)! 


b)  2Z:  = 2 n 


2n 


A=» 
A 


= 7»  /9_\  A 1 p = 7l  a 

z (-«*+»  ( , ) ® - (-!)"+*  ^ + •£ 

=1  V A > 2 n— ! 


■2A 


4”  p=!  2p 


c)  2fc>2n  + l 


A^£  u.  ^*27i-f-l 


2: 

A=1 


/ 2?i — j — 1 \ A 

(-DÄ+1  ( a ) » = 

v 7 2fc— 2Ä 


2n+l 
v”  2p 


(2Jfc — 2«— 1) ! _q  2*— 2»t-f  2p 


— Bk—u  f p 


2n-j-l  1 r=7i — 
a 
2p 


r==l 


V 

(— l)r  1 

r 

33 

2?i — 2p  - 2r 

2n-j~l 

1 

v < w; 

a 

2» 

” "t"  (2n) ! 

33 


(30) 


(31) 


(32) 


Arth.  d.  Math.  u.  Phjrs.  2.  Reihe,  T.  XI. 
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Die  obere  Grenze  der  rechtsseitigen  Summen  bildet  die  grösste  Zal, 
welche  gleichzeitig  ^ k und  ^ 2»  bzhw.  2n  -f*  1 ist. 

Diese  allgemeinen  Formeln  umfassen  eine  zweifach  unendliche 
Anzal  specieller  Formeln. 

Jedem  m entspricht  ein  System  von  Formeln,  die  aus  obigen 
durch  die  Einsetzungen 


i — ÜLüt*  i 

k — \ 2 i» 


7J  — 1 
2~ 


+ 1, 


n-f-1 
~ 2 


-J-2,  . . . 


entstehen. 

Im  Folgenden  werden  die  ersten  vier  Systeme  entwickelt. 


m =■**  2;i-}-  1 *==  1,  n =»  0.  k 


1 

SB 


m ==  1 
2,  4,  6,  . . 

1 


2k— 2 ! 


lh 


(33) 


m ■=»  2 


m = 2« 


2,  ra  = 1,  k — 1,  2,  . . . 


1 

SB 

2k — 2 


Bk 


Für  k =>  1 ist  2k  = 2n,  daher  tritt  die  Formel  (31)  in  Wirk- 
samkeit; das  Resultat  ist  //,  = ,1. 

Die  Formel  (30)  liefert 


woraus 


1 2 

2SB-  SB  - 
2k — 2 2k— 4 


Bk 

2k(2k — 2)1 


2 

SB 

2*— 4 


2&-fl 

(2A-)  ! 


(34) 


In  dieser  Relation  sind  sämtliche  Euler'scho  Formeln  die 
Coeffieiouteu  SB2  betreffend  enthalten.  Von  der  Abkürzung 


Bk 

(2k)  ! 


bk 


Gebrauch  machend,  lauten  dieselben 
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1 

= 3b, 

2!  2 

v 

— 5b* 

2b,  b* 

- ?bs 

2b,  b3  -f-  b2 

2 =9b4 

2 

33 

2Jfe-  4 

2M4+2M8  “ 

2b,  b5  -j-  2b2  b4  -j-  b3*  = 13b6 
2b1b6  + 2bJjbr>+2b3b4  =-  15b7 


2,zlnjf  = (2fc+1)b‘ 


« + £ 
+ ßh 


2 

& 


«>  ß — 0,  1,  2 

fi  ' — 1 1 , 2j  • . • k ~ 1 


T/t  — 3 


m 


= 2n-f-l  = 3,  n = 1,  * = 2,  3,  ...  Nach  Formel  c)  ist 


hSk  u.  fr  3 


*<-i)‘+i  Ö»i 


33 


2A 


3 

a 

1 T^1  2 p 

)I  2t-j-2p— 2 Bt+r-i 


a 

2 


3 /q\  1 n 

J*  5-(i)bo""^-h 


Wenn  die  aus  allen  k m hervorgehenden  Beziehungen  als  belanglos 
unbeachtet  bleiben,  so  ist 


2 

B 

2k — 4 


3 

ö 

2Jc  — Q 


(2k— 3) ! \2k—2 


Hierin  ist  laut  (33)  und  (34) 


somit 


1 2 

33  = bi,  33  = (2&-f-l)bp 
2&— 2 2A-4 


93 ib*_i+(2fc+l)(A:+l)b* 

2k— 6 


(25) 


* = 3,  33  - b,3  = -Jb2+4.7b3 
0 


3* 
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3 

4 — 4,  55  *=  3b,2 *bä  = — - Jbs-l-5  9b4 
2 

3 

4 = 5,  © = 3b,  b^24-3b12b3  - — ib4-f-G.llbs 

4 

3 

k — 6,  55  — 3b,*b4-}“6bi b2 b3  — — ib5+7.13.bß 
6 

3 

* = 7,  53  - 3b1sb5  + 3bs2b3  + 3b3n>1  + 6b1bäb4 
8 

s=‘  — ib6-}-8.15.b7 


Infolge  dos  polynomischen  Lehrsatzes  kann  die  Formel  (35) 
geschrieben  werden 

h,a  fy  ß ß.y  1 1 

2 ft'f  ßfyf  ■“  ~ 4J  k*-i  + 3l  (*  + l)0**  + l)&*  (38) 

« + /^  + y “3,  a,  ß,  y = 0,  1,  2,  3 

9i  Ä — 1>  2,  3,  4,  5 


T/i  = 4 


T/t  — 2n  — — 4^  Ti  2^  4*  4,  5,  • • « 


4 


4 

2:  (— i)ah 

Ä=1 


P-2 

2: 


a 

2//— 1 


24—4) ! p===1  24-f-2p— 4 ih^~2 


4 


2^—1 


1 

(2;/— 1)! 


r— 2 — ;/ 

2 (— l)**-1 

r=l 


55 

4 — 2p — 2r 


4 1 4 1 

a — 4©  = 4b,  — a = — xf 

10  3 ö' 


(j)  © -(! 

*)  8 +(; 

i)  * -(1)  ® 

'•1'  24—2  ■ 

l>  24-4  V 

v 24— G w24-8 

1 / ßt_i  Bi  \ 

~ (24—4) ! \64-6  124/ 

92. 21  1 

= — g - b*-i  - gj  (bi — 1)  (21—  2)  (24—3)6* 
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Mit  Rücksicht  auf  die  aus  (29) , (299  und  (30)  bekannten  ersten  3 
Glieder  ist  nach  gehöriger  Reduction 

33  = 4!  2 — f&6*— l — 1—  J(*-f-l)  (2ä:-|-  1 )(2A?— |-3)b* 

2i* — 8 Pt 

(37) 

o+0  + y+*  = 4 a,  ß,  y,  6 = 0,  1,  2,  3,  4 

«f+ßg+yh+öi  = k,  f,  g,  h,  *=  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 


*“4, 
= 5, 
= 6, 
= 7, 
= 8, 
= 9, 


® = t>,4  = — |&3-f  1656, 

0 3 

4 10 

53  = 4bj3b2  = — ”b4-j-286b5 


33  = 461363  4-6612622  = - 465+ 455  6* 

4 

4 14 

33  - 461364+46.>361-f  bf+680b7 

6 - ö 

4 16 

33  - 4b13b54-b24  + 6b1V  = -3-67  + 9690* 


33  = 4613  66  + 4623  63  + 66,2  636  4 + 661262  65+66^6!  b4 
10 

+ 665X6*  - - 668+ 133069 


9. 

Für  die  Euler 'sehen  Zalen  und  ihre  Combinationeu  lassen  sich 
ähnliche  Formelsysteme  aufstelleu. 

Die  Differentiation  von 

y = sec« 

» 

ergiebt  y'  — sin«.y2,  ferner 

y"  = 2 y*-y  oder 

y3  = \y-\-\y" 


ebenso  findet  sich 
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yb  — -\- v\yIf 


hieraus  kann  auf  das  folgende  allgemeine  Bildungsgesetz  geschlossen 
werden 


2/2 — ( — 1 2/i-f-l  2/2 — ( — 1 2 u — 2 2n-f-l  2m 

y2«fl  a y. |_  a y"- f-  . . . -f-  a y -f-  a y (38) 

0 2 2n — 2 2n 

Die  hier  auftretenden  Coefficienton  sollen  nun  bestimmt  werden. 

Es  ist 


sec*  ■=  cosec 


(n  \ 1 A ^ 2-’*'-1  — 1 , (n 

(a  -1)  = n jlMr Bt \i~V 


2 


>(2r) 


<*>«  _ . 2 v g*»-1-!  B (*  __r) 

fc-,)**'  + P-l  (2;,_1) ! l2r+W  /,+r  / 


2p— 1 


Durch  Erheben  obiger  Reihe  zur  2«-{-i  ten  Potenz  cutsteht  ein 
Resultat  von  der  Form 

2n-f-l  2n-f-l 

<£  £ 

v2«  | 1 ? i * I _L_ -~r L 

y \ 2*4-1  * /tt  \2n-l  * * * i [n  \ 2r4-i  » * * * 


/n:  \2m+1  i (n  \i 

\2  / \2  */ 


/ 71  \2r+l 

\2  -z) 


Wird  r — 0,  1,  2,  . . . gesetzt,  die  für  y",  y<4>,  . . . y-H  und  y2M^1 
entsprechenden  Reihen  in  die  Gleichung  (38)  substituirt,  so  ergiebt 


71 


die  Vergleichung  gleich  hoher  negativer  Potenzen  von  ^ — x 


1 2n+l 

a =-  :7~n  (£  , r -*=  0,  1,  2,  . . . n 


2n-|-l 

2r  "<2r>!  «- 


» — r 


insbesondere  ist  für  r — n 


2w— {—1  2«+l  x 

(£  =1,  daher  a = rr-r-. 

0 2«  <*•) ! 


Die  geraden  Potenzen  lassen  sich  nicht  linear  durch  die  Ab- 
leitungen darstelleu,  wol  aber  //2Msinx 

Die  Differentiation  von  (24)  ergiebt 
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2n-{-l  2n-f-l  27» — |— 1 

2n-f-l  y2"#'  = a y*- j-  a /'-f-  . . . -f-  a J/2"+1 
0 2 2n 

y2"y'  «=3  y2n+28jna. 

2n-f  1 2n-fl  

2n+l  y2w+2sin*  « a ...  —f—  o y2w'H 

0 2 n 

■— 1 statt  n geschrieben: 

2n — 1 2n — 1 2n-l  

2m — 1 y2"  sin  x = a y - f-  a ym  -j-  . . . -f-  a y2»*— 1 

0 2 2n  -2 


(39) 


Nach  Einführung  der  die  En ler 'schon  Zalen  enthaltenden 
Reihen  für  y,  y\  y”,  ...  in  diese  Gleichung  geht  durch  successive 
Differentiationen  und  schliessliches  Nullsetzen  des  Argumentes  * ein 
zweifach  unendliches  Formelsystem  hervor,  in  welchem  combinato- 
rische  Aggregate  der  Euler 'sehen  Zalen  linear  durch  die  letzteren 
mit  Hilfe  gewisser,  von  Bernoulli’schen  Zalen  abhängigon  Coefficienten 
ausgedrückt  erscheinen. 

Um  nur  homogene  Gebilde  Euler’scher  Zalen  in  die  Rech- 
nung zu  bekommen,  sei 


m 


y- 1 


Ci,«-)" 


£ (5mr  x2m-f-2r 

r- 0 


wo  sich  die  Coefficienten  (£  mit  Hilfe  des  polynomischen  Lehrsatzes 
bestimmen.  Wenn 

Er  « i 

mi  ~ ®r-1 

gesetzt  wird,  ist  dann 

»■  - i+(r)rf0s-,^,a+G)rf0®^+<  • •• + 

• • • + 

Gleich  hohe  Potenzen  vereinigend,  entsteht 

}"= i+(7)®o’ + ( (7)  1 + ( ”)  ®°!)  + 

+ ((r)v+G9v+ (3)®°’)*6+  ■ ■ ■ 

. . . + (( ,)  ®--i + (”)  + ...  + ( r)  ®»r)  *2,+  ■■■ 


somit 
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ferner 

und 


(ß2V‘),=o=(2r)?  2 ®r_, 

„=iVW 


(40) 


Diry„  = Er 

D2r+l  f/0  “ o 

Die  2r  malige  Differentiation  der  Gleichung  (38)  ergiebt  schliess- 


lich mit  Rücksicht  auf  das  eben  Gefundene 
P=r  r2»+l^ „ «=*  l 2n+l 

i v-  ■ ” 


(2r) 


*=n  1 ^T1 

£-,  v.  p J ®r~pP  ~ ^ rärn  ^-r» 

*>=1  ^ V ^ *-0  W*  n-5 


(41) 


*•  Die  einzelnen  (S  lassen  sich  hieraus  recursiv  bestimmen;  eine  in- 
dependenze  Darstellung  derselben  folgt  aus 


(1  ~~v  m 

1 1 

, — v cos®  J 


r+  k m 

2 sin3  g 


Nun  ist 


daher 


1—  2sin*  ^ 

J*4 


(42) 


1-v 


= 2 v*,  t>*<l 

f~0 


i i-,  ■ - -<-■>•(  C:D + ( . -0 


+ CD  bs+  • • D 


somit 


fer- * c-,> 


])=7)l 


folglich,  v als  Function  einer  Variabelcn  * betrachtend 

^Cf“D"=  a Cl-D 


J)  — TU 


. X 

2 sin'  g v gesetzt,  ist  nach  (42)  bei  geradem  k 


,.2/ 


berücksichtigend,  dass 


* 

2-m+< 
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X 


DxkvPx=o  = 2P~h  /^sin2/^  =»  '2P~ksk2P 

x x=»0 
2 

so  ist  für  x = 0 und  bei  geradem  k 

k 


- *_?.  *"*  G» -D“3' 

k 

2 m 


(43) 


‘p=m 


Die  2r+l  malige  Differentiation  der  Gleichung  (39)  führt  zu 


(2/i — 1) 


jyir+\  y2n  sjjj % _|_  D2r  y2n COS  X—  . . . 1 


2n — 1 2/i—l  2//-1 

= a yW)+  a ^(2r+4)  ...4-  « y(2»«4-2r) 

0 2 2»  —2 

woraus  für  * «=^  0 folgt 

8 1 


(2n— 1)  2 (-1)  1 (2's+1)ß*- 


5=»2r-f-l 

0 * 
s w- 1,3,5 


8+1  y2n  o 


<=n — 1 2 n — 1 

= £ a y0(2r+2<+2) 

<=0,1,2  ...  2< 


and  mit  Beachtung  der  bereits  bekannten  Nulhverte 


(2n — 1)  (2r-j*l)  ! 2 

1,3,5  ... 


8 — 1 

, 

s — 1 

"r c 

l 

8 —1 

*1  p-i 

r ~ p 2 

f=«  — 1 i 

Jo  <*>! 

2n — 1 

ü 

n—t  - 1 

Er+t{\ 

(44) 

Während  sich  für  die  Aggregate  © der  Bernoulii’schen  Zalen 
in  (30),  (31)  und  (32)  Ausdrücke  ergaben,  deren  Gliederzal  nur  von 
n abhängig  waren,  wächst  hier  die  Gliederzal  der  für  die  homogenen 
Gebilde  (S  durch  Recursion  hervorgeheudeu  Ausdrücke  auch  noch 
mit  dem  Ablcitungszeiger  r. 

Nach  Gleichung  (40)  sind  nur  jene,  durch  Erhebung  vou  y zu 
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einer  ungeraden  Poteuz  entstehenden  Coefficientcn  in  solche,  in 
den  Euler’schen  Zalen  linearen  Ausdrücke  umwandelbar,  deren 
Gliederzal  nur  vom  Potenz-Exponenten  n abhangen. 

Der  Coeffieient  der  beliebigen  Potenz  x2r  von 


st  zufolge  des  polynomischen  Lehrsatzes 

m (ß8rytof,)o  “ (2n+1)' 


wo 


Ek  - 1 

ek  " (2Jfc)P  ~ 1 


et* 

V- 


ist,  uud  die  Zal  r auf  alle  verschiedene  Artcu  in  2n-j-l  gleiche 
oder  ungleiche  Glieder  /*,  g,  . . . z so  zu  zcrlogen  ist,  dass 

«,/+00+  • ♦ • “bS-3  ■"  r oud 

«,  0,  . . . £ = 0,  1,  2,  r . . . 

<7,  . . . z =*  0,  1,  2 . . . ist 


Im  linksseitigen  Teile  der  Gleichung  (41)  erscheint  obgenannter 
Coefticieut  in  mit  den  Biuomialeoefficicnten  behaftete  homogene 
Gruppen  (5  zerlegt.  Ihre  Grado  wachsen  von  1 bis  r,  wenn 

r ^ 2/i-f-l 


hingegen  von  1 bis  2m -{-1,  weuu 

>. 

r 

ist 


r ^ 2»-f-l 
Für  beliebige  p und  q gilt 


_ . • e*' 


• • • +?  — V 

«f+ßg+  • ••£*“  p+<i 


y?  ...  ^ *=  o,  l,  2, . • . p 

fi  9)  • • • * — I»  2,  3,  ... 


(45) 
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Wenn  der  Fall  r < 2n-f-l,  der 
ausgeschlossen  and  das  Glied 

@r-l' 


nur  leere  Identitäten 
Er 

“ (2rji 


hervorbringt, 


in  (41)  auf  die  rechte  Seite  geschafft  wird,  so  ist  nach  leichter  Re- 
daction 


f,=|±1  r2n+i^ 

P- 2 ^ r J 


2n-fl  Er 

(G«-2"-l)  (Tr)l 


1 *="  1 

+ (*Ö1  ! (2«) ! 


G Fr  | s 

n—s 


r 


> 


2=33 


2n+l 


(46) 


Den  möglichen,  besonderen  Werten  von  n und  r entspricht  ein  dop- 
pelt unendliches  Formelsystem. 

Im  Folgenden  wurden  die  ersten  zwei  Systeme  entsprechend 
den  Annahmen  u =*  1,  2,  entwickelt. 


n — 1 


2n+l  = 3,  r ==  3,  4,  . . . 

3 2l— ■ 1 

<£  = 8.2-5-  F,  - *, 

1 J 


3 

(£  =*  1 
0 


2 3 1 

3(Sr-2“|~  ^r-3  = 2(2r) ! 


(Er  1 1 oFr), 


2 3_ 

r = 3,  (Sj  ==  2cj  es  60  = ci3 

6«i«2  + eis  = g-gnj(F4— 5Fa) 

= 4,  6ej  + 3c*2 -f- 3«! ' * c*  = (^5 — 5 

® 5,  6ej  -f"3e12ea-|-3e1ß22  = 2.10!^® 

■=  6,  6^,<’5-|-6p2C4-|-3«3s!-f*3e,2<.1-|-e2s-}-6^e2e3 

“ 27l2i(£!  — 8£^ 


(47) 
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= 7,  Qe1  «6  4“  «5  + 6^3  e* 

-|- 3«! 2 cs  -f- 3cjj2 c3 -f- 3cj  e32  -}- Gcj  e 2c4  = 2~l4!^8  ~ 5E7) 

n =>  2 

2«  -f- 1 = 5,  r — 5,  6,  . . . 

5 

d=  1 

0 

5 21  — 1 

CS  = 5.2  — 2,—  ii,  = $ 

1 

5 23 — 1 2 1 — 1 ~\2 

tf~5-2^r^+10O“2r  B*j 
2 * 

2 3 4 5 

10(Sr-3  + 10(Sr-3  + 5(Sr_4  + (Sr-5 

1 lll£-flO  E + E -X 

= 4!(2r)!V_  r r+!  r+2  J 

3 

und  mit  Beachtung  des  sich  aus  (47)  bestimmenden  ßr-3 

2 4 5 1 ^489 E - 1 10  E -f-  E ~\ 

— 20C£v- 2-f-5(5r-4-f-CSv-5  ~ 4!  (2r)!  V r r-f-4  r-J-2 J 

r > 5 (48) 

r = 5,  — 40(e,c4  + «2  c3)  + 206,3^  + 6! 5 

= Jf^Jj  (48 m - 110E,  + £,) 

= C,  -20(2e1«+2Cs<.4+e3«)+5(l<;i3C3+CCl!!«12)  + 5ClJf2 

= (489  K«  - 1 10Ä,  + £„) 

” 7,  — 40(c,  c6  -f-  «j  «5+  c3  c4)  -f-  20(<, 3 c4  + C,  c»3  4"  3c,  2cs  c3) 
+5c,1c3+  10c, 3 c./  = (189 /i,  - 110ii+£i) 
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10. 

In  der  Theorie  der  „Gamma- Functionen“  findet  sich  die  Reihe 

= * — . = i _'L'X_  ^.3 . __  i < < i 

A 1 ! 2:  • • • i = * =»  1 


log 


1 — X 

deren  Coefficienten  durch  bestimmte  Integrale 

1 

Jn  = j* v (1  — v)  (2  — v)  ...  (fl  — 1 — v)  dv 
6 


ausgedrückt  werden. 

Als  Nullwerte  der  Ableitungen  der  Function  y aufgefasst,  können 
dieselben,  sowie  überhaupt  jene  beliebiger  Potenzen  ym  auf  eine  ein- 
fache Art  independent  bestimmt  werden. 

Nach  dem  Mac  Laurin’schen  Satze  ist 


( ey-l)m 


k—<x>  -j 

Z -Dy'ie»-  IW 
fa  0 kl 


und  da 


— j (m— 1)*+  ..  +(— 1 )"— 1 — l)  1*=-®* 


Ds*(a— l)om 


auch 


, > 

k m 


0,  k m 


m 

k— go  t’ 

Z yk  oder 
4-m  kl 


C~) 


m 

E 

h 00  m-\-h 

Z - — v~ tt  yh 


0»  + h ) 


Wird  y 


= log(l  — *)  gesetzt,  so  kommt 


C— x 'A«* 
log(l-x)J 


Z 

m-f-Ä  (logl  — ®)A 

Äc=l  («»+Ä)! 


nuu  ist 
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Rogel : Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen 


n 


D**(!og  1 — x)h0  = (— 1)AA!  C (Vergib) 

n —h 


haher 

D* 


C=s) 


m h~n  / i \k  /,  \ n m 

= E — £.T|-  C E 

h— 1 **"+*)  1 n-h  m+h 


(49) 


Für  m «=  1 ist  E = 1 und 

Ä+l 


/)»  


VJog 


~ A— n 

* \ - 2; 

y a=i 
i-*y0 


A 

C 

(-1)* 

A-fl 


- ./» 


Für  m = 2 ist  £ — 2*  * 2 — 2 und 
A-f-2 


c=ö: 


2 A=r  pA+l_i  n 

(50) 


daher 


Cife)' 


n=»  „ A— n 

1+2  2 : i (-1)* 

„=1  "!  A — 1 


2H1-1 


?< 


(A-f-2)  n_/, 


C (51) 


Ebenso  findet  sich 


D" 


CX  ™ 

fog  (1  + x)  J 0 


A«=n 

(-1)«  2’ 


n 

C 

n — A 


m 

E 

TO-j-Ä 


(A+l)(A+2)...  (A-fm) 


(52) 


Wird  in 


(logl— y)”» 


11. 


r= oo 
( — 1 ) m 7/i ! E 

r=m 


r 

C 


yr 


unter  m eine  ganze  positive  Zal  verstanden, 
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genommen,  so  kommt 


y «=*  sin*z 


r 

C 


r*=oo  r_m 

(logcosx)»»  =*=  ( — 2)~mm\  £ — sin-rz 


r—m 


woraus 


D"  (log  cos  x)"*0  = (— 2)~m  m ! £ 


r=m 


C 

r — m 

“TT“ 


Die  Substitution 
fahrt  zu 


y *=  sinz 


(jog  Qcos  ~ — sin  | - (—2) 


r 

c 

r PP  . 

-«*m!  i?  r smr  x 


r—m 


! 


woraus 


O-  (log(cos?  - 


r 

C 

, Ä ,r“n  r—m 

.(-2)—*!  £ — , 

T 1 


r=m 


(53) 


(54) 


(55) 


(56) 


12. 

arctgz 

= i,log  iri  ' illog  O-h+ix) 

folglich  nach  (6) 

( —IV"  r=oo  2r  r z"  »z  ■'v 

(arctgz)*  — gür-  *Wm!  Z - ■ c f J 

r=m  r—m  ^ ^ 

Aus  d)  folgt  ferner  für  a = 1 und  ix  statt  z 

daher  ist,  wenn  m und  »zugleich  gerade  odnr  zugleich  ungerade 
sind 

3m-\-n 

2 m!  r=n  %r  — 1 r 

ß"(arctg  *)”•<,  = (— 1)  X rT  c (57) 


r<=m 


r — m 
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Regel:  Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen 


Ist  wi-f-n  ungerade,  so  erscheint  der  Nullwcrt  in  imaginärer 
Form;  mit  Hinblick  auf  die  reelle  Fotenz  (urclgir)™  muss  daher 
die  Identität  bestehen 


r—  n 

E 

r=m 


(m-f-H  ungerade) 


(58) 


Dies  stimmt  mit  der  Tatsache  überein,  dass  eine  gerade  Potenz  von 

x5 

arctgs  — x — ö*  t*  • • • 


nur  gerado  Potenzen  von  x und  eino  ungerade  Potenz  dieser 
Function  nur  ungerade  Potenzen  von  x enthalten  kann. 


13. 


arcsiux 

i 


— — «log  {ix- f-Vl  — x*)  =»  — ^ log(«c  — Yl — x 2) 

• • 

— ^log(l-f  2 ix(ix+Yl  — x *))  — — ^ log(l— |— 2io:  «,'torc  8in  x) 

Ci~\m 

~ 2J  l10^1  4-2/a:e,'arcfli0Jt)]w 


fl — X)  r 7/l-}-A 

— m\  E T-rrC\~\  C (2«rc,ttrcsinz)",+y' 


*-0  (,"+/,) ! h 


Nun  ist 


D"üxm  f » em  t h • nrc  9in  *-=  \ H I m 4-h ! Dn-tn-h  c„,  { h i 

und  nach  Formel  (g) 


arc  ajnx. 


£)n  — m —h  g»i  f h i arc  sin  x 


(p=n — m —h — 2 

— II  (p*-m- f A*)  ~m-f h* 
P= 2,  4,  ... 

n — vi—  h gerade 

jp = n — in — h — 2 

il 7 (p* — m-j-A“)  m-\-h 

p- 1,  3 .. 

v n—rn—h  ungerade 


folglich  nach  leichter  Reduction,  wenn  n— m gerade  ist, 
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D"(arc8injc)w,0= 


h=-n  — 7Ji  2^“* 


C 7/i— |-Ä  p=n~m — A — 2 

" ) C II  (»’— ro-t-Ä*)  m-J-A* 

m+h ' h p=2,  4 ... 


n!  £ (—1)' 

1=2,  4 ... 

h-^T  r n P=n-m-h-2_  

-j-7»!  2 (“1)  2A  ( _i_7  ) C n (p2— 1 W*+Ä*)  W-f/i 

A~l,  3 ...  A P-1, 3 ... 

(59) 


Bei  ungeradem  (n— m)  erscheint  der  Nullwert  in  imaginärer  Form, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  derselbe  verschwindet;  dies  giebt  die 
Identität 

A— 1 

Ä=n — m o f n 

2 (-1)  2A  | , . ) 

1=1,  3 ...  V-m+?*-' 

h 

h~n — 77t — 1 o y-  « 

+ 2:  (-D  2A  ( , 7 ) 

1=2,4...  y.’n+l‘J 


7/1— {—Ä 

p*=n — m — A — 2 

C 

n (p2 — 7/i-f-A2) 

wi-|-A2 

Ä 

])= 2,  4 ... 

7/1  — J — A 

p—n — m — h — 2 

C 

n (p2 — m-j-A2)  w-j-A  =0 

h 

p=l,  3 ... 

( 7i— m ) ungerade)  (60) 


Nun  ist 


ferner 


14. 

^(PWO* 

„ eJbÄ»KFf90*—l)  » e*  2?  ^ (e(J»W^- l)r 


=0 


Z)x«(cp|9.  x _l)r0  „ (p+qi)»  E 

n 


ii 


(p+qiy  = (p^^fcos^narctgn+isio^arctgl)) 

— P"  — (j£);>’,"222+  f • • • 

+■•[(■ G>'~v + -•  • 


andererseits  ist 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  T.  XI. 
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Roge  h Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen 


2,w)0  «=  D*^*  (CO$qx-\-  i'sinqr) 

= Dxn  ck*I,r™*<izcos(k  cP*  sin  qx)Q 
-f"  iDxn  ^epTe.osqx  sin  (Arcasin  2«  )0 
I>ic  Gleichstellung  ergiebt 

DXH  fkt  Pr0CBfiX  C08  (£  epX  gjn  (jX}q 
11 

2 Z'  y.'X  * M j[|f  T 

—■  (/>8-f  q3)  c*  cos  I n arctg  - 1 2 — E 

v *pj  r==1  rj  n 

I>xn  c*<  vx™»**  sin  (A-  eP*  sin  qx)n 
n 

~2  S'  ^ r=*w  h-r  r 

^ (pM~<Z2)  e*sin(  w arctg  - ) 2 E 

V pj  r=l  n 

Für  p *=>  0 und  q =■  1 folgt 
DptekcoHx  cos(Arsiu  x)0 

= (-l)2  e*  r^n  £ * " »orado 

r=l  ’ n 

Dxn  r*<  0HX  sin  (A-  sin  :r)0 
n — 1 

— r=n  ^ r 

= (_1)  f*  2r  — r A’  n ungerade 

r=»l  r*  n 


(CI) 


(62) 


(63) 


(64) 


Bei  ungeradem  n verschwindet  der  erstere  und  bei  geradem  « 
der  zweite  der  beiden  letzten  Nullwerte. 


15. 


Functionen  von  der  Form 

F(x)  - lf(a?)]f(*) 
können  auch  geschrieben  werden 

F(x ) = eV^sfiJ) 

Die  Null  werte  ihrer  Ableitungen  ergeben  sich  nach  dieser  Me- 
thode, wenn  der  Exponent  eiue  Function  ,,f(z)“  ist. 
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Eine  independente  Bestimmungsweise  bedingt  jene  der  Ableitungs- 
Nullwerte  sowol  der  Potenzen  von  cp(x)  als  auch  jener  von  logf(a*). 


Von  letzteren  können  nur  drei  in  Betracht  kommen,  nämlich 


log(l±jr),  log  cos x (54)  und  leg  (cos|  - Sin Q 
a)  f(x)  = 1-J-x,  <p(x)  = ( — 1 )FxP,  £ = 1,  2 


(56) 


F(x)  = (l+*)(-1)V  = e(-l)V»«"  +*>  = 2 (-^--Vl0g  1 4»)r 


r==0 


n 


D"Fn 


folglich 


rz\— 1)"  ~~  Cn  />*-*»•  (log  1 +x)'0 
ttoj  r!  \^prj 


^(14-a;)(-1J,xPo 


n 

p-\-\ 


21  ( — l)’+fr  pr!  V;m 


o B 


— pr 
6’ 


« — pr  — r 


jl*  < 1 (65) 


/(*)  - 1-cr,  <p(s)  - (— £ = 1,  2 


D"(l  — 


n 


r p-j-1  /"»  S fl— pr 

= 2 ( — l)r  l frpr  ! v.pi-y  ^ ^ 'S  1 

7i  — pr — r 


r=l 


(66) 


Für  p =»  1 ist 


yp.j 


2 /"mA  ?i_ 

2 (—!)”♦"  r\  C 


r — 1 


77 — 2r 


(67) 


jyn  \ -1*1-1)  Jo 


On-2r 


r-1 


fl — r 


(68) 


4* 
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b)  f(x)  ==  1+x,  q>(x)  — ( — 1)'  (log  1 E = 1,  2 


F(x)  = (1  -f-  «)(-l)f(loirrf*)m 


(-D 


fr 


e(-D  (logi+x)  __  2!  , -(logl-f-*)mr+r 

r=0  r * 


z>'(i|a)(-i)Wi+*)m0 


n 


Tn-j-l 1 
— 2 ( — l)w— »nr— «4 

n=l 


Für  m — 1 ist 


fr 


(,nr+r)! 


r! 


n — mr — r 


r= 


2r  ’ 

= 2 (-1)"«"  — 

r— 1 1 'ii—  mr — r 


n 

C 


(69) 


(70) 


f(x)  = 1—3-,  qp(ic)  = (— l)f(logl  — x)m,  f = 1,  2 


11 


11 


= (-mr  + r)  1 C 

r=l 


„ I 

r • n — mr — r 


Für  tu  — 1 ist 


Z)M  (1  — xJt-O'iog  i-xo  — 


r=  * 2r! 

2«  Ti 

z (— i y 

r= 1 


71  • 

6' 

»j — 2r 


(71) 


(72) 


c)  /"(*)  = cos®,  <p(x)  = (— l)fsrP,  f = 1,  2 


F{x)  = (cosac)  (—1)  •* 


r=oo 


^pr 

= <,.-1)1  x*  log comc  = j;  (_])<,  (Iokcosi)’- 

r=0  r! 


r— 


u 


V ~t~  " nr ! n 

/)» Fri  = £ (-1)"  'rT  f ) D«-pr (Iogcosz)r0 

laut  Formel  (54) 


Digitized  by  Google 


gewisser  zusammengesetzter  Functionen . 


53 


D*  (cos  x)jP0 


n 


r+  2 


»I 


! £ 


<= 

h — pr 

t 

C 

(-1)" 

2 

t—r 

n 

2t 

8 


r—  1 2rr!  (n— pr)\ 


(73) 


Für  p «=  1 ist 


D"  cos  *)(— i)  *0 


n 

3 


rfl 


i f 2* 

In  — r 

i — 9 C 5 

^ ”~~r 
t—r  *(* — 1)  • • • (**+!) 


<*)  /(*)  = COS*,  <*(*)  — (— l)*(logCOS*)m,  £-12 
F(x)  = (coss)*“1^10^05^”' 


r — co  / iur 

= <5l-l),(l0gC08x),W+1  = £ ( ' 


r~0  r' 


( log  COS  ic)w'r+1 


D*COS  xi — Jv^Owg  coax)m^ 
n 


n 

t~~2 


t 2t 

C 8 

t — mr — r n 


2”+2  (_  l)m+r  | ,r  £ 

r=  1 r!  2"' 1 r (=,rr-|-r  <(<— 1)  • • • (mr+r+1) 

Für  m — l ist 

I)n  cos 


r_ 


^ (— l)frfr^1 


» 

< = 2 


t 

c 

t—2r 


2t 

s 

n 


r_1  r!  2r+l  ,_2r  <<—l)  • • • (2r-H) 

(—1)' 

d)  /(*)  = cos«,  <jp(x)  = — — , b = 1,  2 

(-1  )*  (~l)f 


(74) 


(75) 


(76) 


F(x)  = cosx 


x 


X 


= c 


log  cos  X r=X)  r 

= ^ ■ (log  cosa*)r 

r= 0 r>  * 
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(-1  y 


r—n 


Dn  COSx 


r=n 
= E 


V1  (-D 


°_rfl  -« 


" jo.  Qssazy 


(-D 


fr 


=1 


/>»«  + » (log  COS  x)r0 


r=u 

2; 


(-l)Hr 


t = 


» — r 
<■> 


t 

C 
t — r 


r«  1 (n+r)*-  <n+1)r!  2r  ,=r  <(*— 1)  . 


2f 

« 

« — 5 

TTr+f) 


(77) 


f)  /(*)  = «OS  sin <F(x)  = (-l)'xf,  £ = 1,2 


(T  .-•'v  ( — 1)***  C X - X^\ 

cos ^ — siuö^)  = e(-i)V'i0g  (j»«ä  — sm 

L‘oe  0°*  l ~ sin  Dl 


r“i°  (— l)"arP*fi 



rr^O 


r ! 


^ O08 1 — sin  0 


af\(-l)V 


n 


71  "hl 

2 (-l)r+#r 

r=l 


U H- 


1 ...  n-pr- hl 


r!  2r 


X 


t — 71 

X £ 


t r 

C * 

t — in  n 


t — m t(t — 1)  ...  7/i — | — 1 

Für  p = 1 ist 

x . «rv(-i)'* 


(x  jrv 

cos  2 -sil1 2 ) 


n 

r”  1*2 


« h — 1 . . . n — pr-M 
E ( — l)r  I /•»  —;r ^-L-  X 


r— 1 


t=n 

X E 


r!  2' 


t r 

C s 

t — in  n 


i=r  1 1 — 1 ...  //i  — f- 1 


(78) 
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•C  X 

g)  /(*)  = C0S£  — sin  2 


<f( *)  = (—)*  xP  [log  ([cos  - — siu  |[)  j , £ = 1,2 

(-l)'xP  [log  ([cos  - — sin  0 J 

Cx  x~\ 

cos-— siu  -J 

_^/pii°s0°si-siaDr‘ 

= rf0 ~Vf™  [log  Ccos  i ~ siu  0] 


Um  | l)r 


n 


in  47>_b1 

n*  f0  = s 


r=2 


^FC  ijr—x 


r I \^pr, 
x~\  l("l+1)r 


r r X 

X Uog(^cos^  — sm:2JJ 

daher  mit  Bcnutung  der  Formel  (56): 


Dn  ([cos  ^ siu  !0 


(—1)'  x p £ log  (jios  | — sin  0"J 


1 


n 


in 


"{■pH“!  ( — l)('+w+l)r«(n — 1)  . . . (n — />>  f-1 ) ^ 
2 r 1 2<m  I !)»•  A 

r=  1 


X 


* * 

C S 

t=n  - pr  i — n — pr 


t(< — 1 ) . . . tmr-f-r-f-1) 


Für  m =»  1,  p — 0,  £ — 2 ist 


log  (jJos|  — sin  0 


«■0;-,iDD. 


(79) 
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Roge  l : Die  Nulhcerle  höherer  Ableitungen 


n 


= £ 
r— 2 


t=n 
£ 


i 

C 

i - 2r 


t 

8 

8 


r!  22r  i~2r  •••  (*+« 


(BO) 


16. 


Werden  in  der  Formel  (4)  für  F(x),  die  aus  der  trigonometri- 
schen Analysis  bokanuteu  zusammengesetzten  Functionen  log  — -» 

V 

tgy 

log  cos  v,  log — , dann  cos  (ft  arc  sine)  u.  a.  ähnliche  genommen, 
ferner 

o = = f,  n«  |f(*)]»0  = 

gesetzt,  wobei  jene  Functionou  deren  Potenzen  den  Formeln  (12), 
(13),  (16),  (20),  (40),  (52),  (54),  (50)  zu  Grunde  liegen  auch  einzu- 
beziehen siud,  so  gehen  die  nachfolgenden  Formeln  hervor. 

Die  obere  Grenze  der  rechtsseitigen  Summen  hängt  hiebei  von 
dem  kleinsten  Exponenten  q > 0 von  x jener  Poteuzreihe  ab,  in 
welche  sich  die  Function  f verwandeln  lässt 


r— 


n 

% 


&riJr" 


a)  ZlMogf  cosecfj-=(»  = £ - .,r 

Tn 


r= 1 


(81) 


n 


i 2q  l 22r  — 1 

b)  7)”logsecf0=  £>  - ~ a2~  f2r» 

r=l 


(82) 


tgf 


r— 


n 


2q\  2 2r— 2 


c)  D»*log-f—  = X “2r~^»-Pr» 

I' 


r=  1 


2r 


(83) 


d)  £)wcos(ftarcsinf)0 

= Jü!  /^-L^.A 

2q  , 22r— 2 ( 2tr  ) 

■ ^ ^~1)r  r ^ 2r — 2 r_’ 

r=l 


(84) 
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o) 


D” 


sin  (fi  arcsin j) 

yi=r»o 


_ “_+? 

— 2 (— 1)1-12-'-' 
r=l 


(85) 


f)  Dn  sin  (#*  arcsin  f)0 
r_  n-\-g 

— \2q  22y-2  u 

= r=f  ra 


(80) 


g)  -P" 


cos  (fi  arcsinf) 

yi-i^o 


‘ n ! fl*  i r*\ 

= (-l)'2*r  V 22r  -M?r» 


r-=l 


(87) 


w **  yL? 


r=- 


n 

2 q 


(— l)r_l 


= 2:  -V  f2r* 


r— 1 


2r! 


r= 


n > 1 (88) 


7i 


1 — fcOS?  fr 

/)"  i—fV  “ 2,  cosrqp  . t u 

i;  1 l-2fcos«p4-Po  r=i 


(89) 


f sin  <y> 

$ D " 1 — 2fcos  9 + f2o 


r= 


n 


± sinrqp  . fr« 


(90) 


r=  9 

k>  /)»» loff — • — s £ 1 Irl  cosrqp  . fr»  (91) 

* 8 Vl  — 2fcos<p  + t20  f®1 


Cf  sin  <p 

r=Tc^J0 


H 


r= 


2 1 . fr 

j£  -j  Sill  r(p  . trw 

r=l  r 


(92) 
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m)  Bekanntlich  ist 

r 

Dr  c**  cos  bx  — (a*  -f-  ä2)  c“  cos  ^£>2:  -f-  r arc tg 

r 

I^c^siubx  — (a2  -f-  b*)^  eP*  sin  ^bx  -|-  rare  tg 

Mit  Hilfe  der  sich  hieraus  bestimmenden  Nullwerte  ergeben  sich 
nach  Mac  Lauriu’s  Salz  die  Entwicklungen 

r 

ef1 1 cos  bx  = 1-f-  2 J-j  (a2  cos  ^rarc  (g^xr 


r 

enx8inbx=  £ —•  (rt2  -f-62)^  sin  ( *arctg-^)xr 

r=  1 r * ^ 


somit  auch 
D"  e°f  cos  6fn  = 


:os£f0  — £ f cos  {^raretg  -*)  fr„ 


(93) 


DHea^siuif0  — .£  — sin  C rare  tg  fr„ 

r— 1 r 1 V 


(94) 


Für  a — b — 1 folgt 


ferner 


9 2 b 71 

a*+Ä*  = 2 , rarctg  - — r |- 


0 r = 2 mod  4 
r—  1 


V2cosr  r = ('(— 1)  ^ r=l  mod  4 
4 


r- f-  1 


(-D 


r = — 1 mod  4 ^ 
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r — 1 


r — 2-j-  ( — 1) 


2 


("D 


(95) 


y'2siu  r j 


o 

111 

o 

mod  4 

r — 2 

• 

(-D  4 

r ==  2 

mod  4 

r— 1 

\ 

(-D  4 

rEl 

mod  4| 

r — 3 

l 

(-D  4 

r -=  3 

mod  4 J 

— 1 

2 


r -2-H— 1) 


(-D 


(96) 


Es  ist  daher 


^cosar  — 1-f-  2 

r=  1,  3 


■+! 

2 


2 


r: 


(97) 


r — 1 


^sinae  = 2 ( — 1)  * r=-nx*r 

r=l,  3 ... 


(2 r)! 


r — 1 r 

— 2-H-D  2 22 


+ 2 (-1) 
r«=l 


r ! 


(98) 


folglich 


r+1  -r 

c '+(-»_ 2 2>. 

E (~1)  4 r ! 

r=l,  3 ... 


Dn  cos  f0 


4 


(99) 
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Rogel  Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen 


r— 1 

v 2 2r 

/)Mefsinf0  = £ (—1)  (2r)  ! 

r-1,  3 ... 


r—  1 r 


2 9 

>*  r-2+  (— 1,  2- 

+ i’  (-1) 4 -rfr. 

r—1,  3..  r! 


(100) 


ft  ist  die  grösste  ungerade  Zal 


< 


rq 


daher 


H 


+ 1 

2 


— 1 


ist  die  grösste  ungerade  Zal  __  '2rq 


daher 


r - 2 


9 


17. 

Summirung  der  Reihen. 

n n h 

3t  **=  ad dn -\- nm  ! d m-\-d  dim^  d 2m-\-d 

m,  d 

k M 

= ad  dn  -j-  am  1 d m -j-  d ... 

m,  d 

. . . ^a*ml 

a2*“1  m+d'2fc — 1 

-f-  ^a2km  1 d 2km-\-dn  -f-  . . . -f-  a3*- 1 m + d3Ic — 1 m-\-d  ^ h • • • 

A.  Ersterc  Reihe  kann  durch  n malige  Differentiation  der  geo- 
metrischen Reihe 
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Ä(p)  = 2 amr+d  elmr+d)v  = tfleß*  2 amr  emrv 

r= 0 r=0 


= ad  edx> 


\—ame 


MV 


, a2m  < 1 


und  schliessliche  Nullsetzung  der  Veränderlichen  v entstanden  ge- 
dacht werden. 

Es  ist 

D"  R(v)0  = »i  (101) 

«i,  d 


Durch  eine  kleine  Umschreibung  obiger  Summe 


R[v) 


1 —am  * 


1 


am 

1 — Om 


(e»«p  — 1) 


wird  dieselbe  von  der  Function 


— 1)#^B  (Siehe  (e)) 

abhängig  uud  hiedurch  der  Behandlung  durch  die  hier  vorgetragene 
Methode  zugänglich  gemacht. 

Letzterer  Ausdruck  lässt  sich  unter  der  Bedingung 


wieder  in  eine  geometrische  Reiho  auflösen , durch  deren  n malige 
Differentiation  ein  zweiter  Ausdruck 


D"R0 


1 —am 


r=n  am 

rf0 


(102) 


= r--a~  [£  CÄy[mr+""  - o— !+«'-+ 

• • • + Cr-l)  ”r+7'”  + < - O ,l"  ] • • • 


entsteht.  Wird  der  in  eckiger  Klammer  stehende  Nullwert  mit 
r n 

A bezeichnet,  so  ergiebt  sich  durch  Gleichstellung  von  (101)  mit 
m,  d 

(102) 
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Roqel:  Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen 


n 

w 

m , d 


r,  « 

A 

tn,  d 


(103) 


Dieser  Ausdruck,  welcher  bereits  als  Resultat  gelten  darf,  kann  je- 
doch noch  in  eine  einfachere  Form  gebracht  werden. 

Wird  nämlich  derselbe  durch  a‘l  dividirt  und  durch  Multipli- 
cation mit  (1-  aw,)M+l  von  Brüchen  befreit,  uud  a’"  = « gesetzt,  so 
ist  leicht  eiuzusehen,  dass  daun  geschrieben  werden  darf 


1 n 

i)i  (1 — + 1 = (1 — u)n  • 1 £ ur(mr-)-d)n 


n-f-1  f- 1 n-f-l  n-f-l 

■=  üo  “f~  ^lM  “l~  “f*  (104) 

— | — 1 W-}~1 

wo  i?,  . . . noch  zu  bestimmende , n nicht  enthaltende  Coef- 

ficicnten  bedeuten. 


Beiderseits  pmal  in  Bezug  auf  n»i  = u differentiirt,  ergibt  für 
7i  = 0 nach  Abkürzung  von  p! 


"1^  = mp-j-t/*  — ^ ^ mp  — 1 *■{-  d ...  , 

-,u'  C+D  2"T+';'+  (-1»" " 


p,  ii 
...  +(-!>' 


<i" 


Folglich  ist 


77— 1 

2 = d" 

Oy  d 


a' 


in 


p—v  71  -J—  1 

yd  ' ' p—  0 Py  d 


n 

3t 


(105) 


(106) 


Für  ein  p > » muss  dieser  Ausdruck  identisch  verschwin- 
den ; denn  die  rechtsseitige  Reihe  in  (101)  enthält  nur  Potenzen 

mit  Exponenten  ^ 77,  ein  p maliges  Differentiiren  redneirt  daher, 

wenn  p > n ist,  die  ganze  rechte  Seite  auf  null. 


Da  die  Entwicklung  unter  den  Bedingungen  • 


1 am  i S 1 


und 


am 

1-  a 
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geschah,  so  gelten  beide  Summenformeln  (103)  und  (106)  und  für 

! «m  I < * 

Durch  Vertauschung  von  am  mit  — am  ergiebt  sich 


r*=  od 

2 (—l)ram'*d(mr4-d)n 
r=*  0 


P=n 

(1 +«-)«» i^Q 


w — | — l 

(-l)P  2a’»P  (107) 

Pr  <t 


Specielle  Fälle. 

a)  7ii  — 1 , d = 0 


» 

1,1 


r— oo 

= 2 aT  r" 

r— 1 


_ 1 1»—» 
(a-lj^+i  E 

> p = l 


n-f-1 
U aP 
0 


1 

1 — a 


X 


(108) 


r—ao 

2:  (— l)rayr*‘ 

r=l 


1 

(1  -f -a)”  I- 1 


p=*-7l  «-f-1 

2 (-1  )P  i*  aP 
j)=zl  p,  0 


1 

1 -j-fl 


r=w 

r=l 


(109) 


«-{-1 

Kt 

Pr  0 


ll 

p—  l 4- 


••+<-»"'  C±D- 


a 


< i 


^ A = r« - Q r - 1»  + Q r-i  . . . + 
• • • + (-D^1  Cr-l)  V‘  = * 

71 


ß)  «i=l,  = 1 idenlisch  mit  dem  vorigeu. 

y)  m — 2,  d — \ 


dl 
h 1 


a 

(1— a‘2)M:i 


/)=«  «-f-1 

2:  S*  a2p 

p=0  P,  1 


(110) 
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Ho  (fei:  Die  Null  werte  höherer  Ableitungen 


r= oo 


Z (-l^+'-Jr+l  = ~ H (—1)0  "tU 

r=0  p=0  ;>,  1 

a r=l  „ f o*  V 
“1  + a»  ,4^  ^Cl-aO  Ar 

T = Cto^+Ct1)^3"  • • • 

p*  1 

• • • + (-1)'  “ Qtl)  3-+(— D"  ("+1)  1“ 


(111) 


r> n ♦»  S~r~\ w /^r'X  M 

A =A  = 2r+l  -(^1j2r-l  +(_jjj2r-3  ...+ 

• • • + <-Dr-1  C-i)  *,+<-«r  CO 1,1 

I a ' ^ V2 

Für  a = 1 wird  in  (107)  die  Reihe  linker  Hand  divergent, 
während  der  rechtsseitige  Ausdruck  einen  endlichen  Wert  annimmt. 
Dieser  Widerspruch  ist  nur  ein  scheinbarer. 


Die  Richtigkeit  des  ganzen  Ableitungs-Verfahrens  gründet  sich 
auf  der  Zulässigkeit  der  wiederholten  Differentiation  einer  couver- 
renten  Reihe,  wenn  das  Resultat  convergent  ist,  was  hier  nur 
bei  einem 

l «m  l <;  i 

eintrifft. 

Es  mag  von  einigem  historischen  Interesse  sein  und  bezeich- 
nend für  den  damaligen  Stand  der  Wissenschaft,  dass  ein  Th.  Clausen 
(Grelle  J.  VII,  pag.  42,  1831)  sich  allen  Ernstes  bemühte,  die  sich 
aus  den  Formeln  (109)  und  (110)  für  a = 1 ergebenden  oscillironden 
Reihen 

3» 1-  . . . 

1*.  — 3m  -j-5w (-  . . . 


zu  summiren.  Das  von  ihm  eingeschlageno,  sehr  weitläufige,  .in- 
ductive  Verfahren  förderte  Ausdrücke  zu  Tage,  welche  sich  übrigens 
von  den  rechtsseitigen  in  (109)  und  (110)  nur  durch  die  Form 
unterscheiden. 

Nach  Gleichstellung  der  gleichwertigen  Summen  in  (103)  und 
(106),  beiderseitiges  Multiplicireu  mit  (1 — «»»)«+ 1 und  Dividiren  durch 
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ct  findet  sich  durch  Vergleich  gleich  hoher  Potenzen  von  a die 
Relation 


T =Af-  Cl+2)  V-.+  C _2+3)  *-•  + • • • 

p,  d 

...+(-vCt1)4» 


(112) 


n 


Ans  der  Summenformel  für  die  unendliche  Reihe  ÜR  lässt  sich 

♦»,  d 

noch  die  Summe  der  endlichen  Reihe 


r~v 


9t0=  Z 
r— 0 


ableiten.  Es  ist  nach  Formel  (106) 


n 

dl 


n 

di 


r— oo 


= Z an"  +(lmr-\-d" 


to,  d m,  wü-j-l-j-fi  r— ö 


r«=»ao 


— Z amr+mp+1  7/4T*— — f—  1 
r=0 

ad  p—n  f nH“l  !H“*  N 

= «,=  z(  Ü -«-»'+>«  _ Ja'"'’  (113) 

' P 0 p 1 (1  p,  mv-\-\d  S 


und  nach  Formel  (103) 

dl 


ad  T — n z'  am  ~\r  / r» n 

; = r=>  4.  0=0  La,- 


r,  n 


m p fl  ^4 

w, 


) 


(114) 


Dieselben  Formeln  entstehen,  wenn  der  Ableitung  die  für  jedes 
a gütige  Summenformel  für  die  endliche  geometrische  Reihe  zu 
Grunde  gelegt  werden;  die  Giltigkeit  ist  daher  eine  unbegrenzte. 

Für  a=  1 werden  die  rechtsseitigen  Summen  nur  scheinbar 
unbrauchbar;  sie  erscheinen  in  der  unbestimmten  Form  -§,  deren 
Wert  sich  auf  bekannte  Weise  ermitteln  lässt. 

Wird  in  (113)  am  = u gesetzt,  Zäler  und  Nenner  ?i-f-l  mal  nach 
« differentiirt  und  schliesslich  u = 1 gesetzt,  so  ist 

Areh.  d.  Math.  u.  Physik  2.  Reihe,  T.  XI.  5 
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Hoyel:  Jjie  Nullwerte  höherer  Ableitungen 


51  - 2 -«-»-(CSD,« + CS>+  • ■ ■ 

rt=l 

■••+CiS>]  «“» 


7*41 

wo  statt  ü 


der  Kürze  wegen  geschrieben  wurde. 


p,  7ii  v +1  +d 

Ebenso  bildet  sieb 


r=v 


2 ( — 1)»  aw**  + rfmr-f-</M 

r=0 


d p—n  S n-fl  

= (!+>)»+ 1 p~Q  (— -H— 1)'«”'+1 


X 2 V,p 

7>,  mv-\-\-\~dy 
woraus  für  a = 1 
r — 


(116) 


=v  i p—n  X’«4l  7*41  \ 

Z (_l)rmr4,/  = - +1  2 (-1  )p(  2 4(-i)p  Ö_  ] 

— 0 p— 0 d 7«t'4l4(// 

(117) 

Der  Annahme  m = 1,  <1  = 0 entsprechen  die  einfachen  Potenz- 
reihen 


41 

4 • • 


r— r /YH-ixn+i  x>42x  *4; 

Z r»  - <-l)"(  ( L)  « 4(  L)  Ü 

r=l  VV-  +1^  0, 0 V«+l^  1>(J 

-+(W?„l) 

r=v  i ;>=»«  f 7**41  7*41  X 

2(-iyrn==  2 (_i)r(  2 4(  “ l)r  « ) (H9) 

r~ 1 - p—0  \ 0 p , v4ly 


wo 


7*4*1 
fi 

p> 


^,-eto^"  ••+<-»>  0+ 

+m)'«CD 
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■+1 

« 

P,  4-1 


h=p  - + ■ 


( '!  ' ■ ) *■  + '/+(-!)'  C,+0-+‘" 


Endlich  ist  für  m = 2,  r/  = 1 


r=c « x r=n  rv-p+i~\  7\i~l 

Z '2r  -f-1  =(-l)w  ^ ( mjT  ) « 

r=0  7>=0  V W+1  ^ p,  1 


(120) 


r=r 


(121) 

.»*  j p=n  ^ n-]-l 


z (-iy  2r+i  = s^f-,  2 (-iy  [ a +(-iy  » 

r-0  2 + J>=0  \ p,l 


ü 

Pi2w-j-3 


) 


»-f-1 

c 


a = 2H-1"  - ct 1 ) 27,-1  ( _ i)',_l  GS> 

nI 

+ (-!)»- C“+1)l» 


n-f-l  » /^'n-f-l'X  - — — — ; — w 

^ = 2/)-j-2rtf-3  — I 1 1 2/>-f-24~l  • • • 

P,2*-f-3  v 1 ^ 

. . . + ( -iy-i  Q+J)  2« +&”  + (-iy  ("+1}  fe+ä’ 


Für  die  Reihe  in  (118)  besteht  bereits  eine  einfache,  Bernoulli- 
sehe  Zalen  enthaltende  Sommenformcl  von  D.  Born ou II i;  für  jene 
in  (121)  hat  der  Verfasser  mit  Hilfe  der  Euler’schen  Zalen  eine 
ähnliche  Formel  angegeben  („Ableitungen  von  Identitäten“,  Archiv 
U.  R.  T.  X). 


B.  Wenn  die  Glieder  der  Reihe 


M,  J)  8 CO  t k 1 Z’fl— 1-^7/A— |— fZ  1~~ n 

3 «=*  Z Z ( — l)*a  h-8-\-tm-\-d 

mf  d .9— 0 Z=0 

so  zu  Gruppen  vereinigt  werden,  dass  die  Exponenten  m d 
der  Glieder  einer  und  derselben  Gruppe  in  Bezug  auf  den  Modul 
km  congruent  sind,  so  ist 

n,k  /i=i-l  r=cc  rk+h  m-\-ä  n 

3=2;  Z (—  l)ra  kr+hm+d 

7/i,  d h—  0 r=*=0 

5* 
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Nun  ist  nach  Formel  (107)  die  zweite  Summe,  kr  statt  r und  »nA-j-rf 
statt  d geschrieben: 


ahm+d 

(1  -f  a*»»)*l+1 


p=n  «4-1 

£ (— l)r  Ö a*«»P 
p= 0 p^hm-^-d 


Da  h die  Werte  von 


und  p jene  von 


h — 0 bis  h = k — 1 
p = 0 bis  p = n 


zu  durchlaufen  hat,  so  entsteht  aus  dem  Exponenten  kmp-\-hm  + d 
dieselbe  Zalenreihe  wie  aus  wenn  q die  Werte  von 

q=  0 bis  q £(«-f-l) — 1 

annimmt. 

Wird  das  Ergebniss  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a geord- 
net, so  erhält  irgend  eine  Potenz  aw'?+rf  einen  Ceefticienten 
«4-1 

2 . Um  p und  h aus  q zu  bestimmen,  genügt  die  Bemerkung, 

p,  hm-\-d 

dass 

m Q -j-  d =•  krnp  -|~  h tn  -|-  d 

sein  muss,  woraus 

kp-\-h  =■  q 


folgt.  Da  h nie  grösser  als  k — 1 werden  kann,  so  ist  offenbar 

*-l! 


d.  h.  gleich  der  grössten  im  Bruche  | enthaltenen  ganzen  Zal;  hier- 
aus bestimmt  sich 


Es  ist  daher 


n,  k 


h = q — k 

1 


er 


^=An-j-l  n-f-1 

® ~ (j“Xakm  l ^ (” i)p  ü amq 

rn,d  1 i ' q=**0  p , / im-j-d 


p = 
h — q — k 


<Z 

k 

<L 

k 


(122) 
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"-f-l  — — — n i^u4-1'x  — * 

1?  = mp-\-h-\-d  — I 1 ) m - 1 -f-  . 

p,  hm-\-d  V 1 ^ 

~P 


• • • 4"  ( — l)^1  rti  A-j-1  4"</ 

*f  (~l)p  hm-\-d 


(122') 


«+i' 

v 

Für  tu  ss  1 und  d = 0 ist 


n,  k 

3 (alw-|-  . . . -j-a*“1!; — l")  — (a*&n4~  • • * 4 -a2*—1  2k — 1”) 

1,0 

4 (a2*2Ä"+  . . . -fo8*-13*=I’*)—  . . . 


q—k  — 1 


7*— 1 


d+o*)"+I  qio{~1)P  rS'* 


P = 
h = q — k 

l«l  < i 

«+1  n /-n  4-j-X  n 

2 = kj)-\ -h  — ^ j kp — 1 4"Ä  4-  . . . 

• • • +<-i>'+i  CS)  »t* +(-»'CJ0  * 

Für  n = 0 ergiebt  sich  als  Summe 

V-  1 1~ai 

1,0  l+*  l~a 


p,  h 


(123) 


18. 

Summiruug  einiger  von  der  Exponentiellen -Reihe 

ableitbaren  Reihen. 

n r=oo  i n 

a)  % — 2 ~.a,mr+d  mr -\-d 

m,  d r— 0 r* 

Wenn  in  der  Reihe  der  Exponentiellen  das  Argument  wieder  durch 
eine  Exponentielle  ersetzt  wird,  so  entsteht 
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r— oo  j 

g — 2 — \ <t g(nu  +<l'>x  — ad(Ax(,amen* 

r=0  r! 

= ^«."*^1 1) 

...  ?’=®  1 

= a,ietl  cf1'1  2 ~ awP(cmx—\)P 

p=i)  P * 

hiemit  ist  die  vorgelegte  Fuuctiou  wieder  vou  eiucr  Fuuctiou 


„(*)“  = e"u  — 1 

abhängig  gemacht 

Durch  u malige  Differentiation  des  ersten  und  letzten  Ausdruckes 
und  Nullsotzuug  des  Argumentes  entsteht 


n r- x j n 

I — 2 amr  * A «tr-fri  = 

m,,l  r^=Ü  r! 


;j,  n 

A 

m,  d 


p—jt  | p.  n 

= aden  2 fttn,r  A (124) 

;>=0  P ’ m,  d 


n 


— mp-\-d 


CD 


M 


l/t 


p — 1 -}-  d 


+ co 


ui 


p—2  -f  d — 


+(-i  )p~'CP-Dm+'1  +(_i)p  (£)*■ 


es  ist  der  bereits  in  der  Formel  (102)  erschienene  Coefticient. 
Diese  Summenformel  gilt  für  jedes  a. 

Ebenso  findet  sich 


r-oo  / j\r  « 

2 - — x-  amr+d  mr-\-d 

r=0  r * 


m p—n  p , n 

= a'1  e~n  2 ■ — n»*p  a 


)=l  P 


amP  A 
m,  d 


(125) 


woraus  für  m ~ 1 und  d = 0 hervorgeht 


r=x  ! p~n  j p 

2 - a>  rn  = c»  2 — ap  p: 


r=  1 


rl 


,=1  P 


t 


(126) 


n 
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r“x  (-1V  ..  „ P“n  (-1)»  . p 

Z ar  rn  = ea  £ — «P  E 

r=l  T‘  p=l  P’  n 

(127) 

p,  n p 

A = E—pn 
1,0  « 

-(:>-•"+ G>->-  - 

...+(— D"-1 

C-0 *■ 

1 n 

E = 1 E ■=  n l 

n n 

Letztere  Reihe  versehwindet  für  gewisse  Werte  von  a,  welche 
sich  durch  Auflösung  der  Gleichung 


ergeben.  So  ist 


p=n 

£ 


P- 1 


V ! 


al’~l 


V 

E 

n 


0 


für 


daher 


r— x> 
£ 

r~\ 


(-l)r 

(r-l)!r 


p=3 

£ 


(-l)P  n / 

r-  aP~‘ 

P- 


V 

E «=  0 

n 


a = a0 


3 + V5 
2 


r=°°  ( l)rcr03r3 

rfl 


Die  Kenntniss  solcher  Reihen,  deren  Summen  sich  besonders 
einfach  wiedergeben,  ist  dann  von  einigem  Nutzen,  wenn  es  sich 
darum  handelt  schwachconvergirendo  Reihen  stärker  convergirend 
zu  machen,  was  durch  Verknüpfung  mit  passend  gewälten  erstbe- 
naonten  Reihen  meist  erzielt  werden  kann. 


b)  Aus  der  Expouentielleu-Reihe  werden  mit  Hilfe  der  Eiu- 
heitswnrzelu  von  J.  von  Villa  ree  au  (0.  R.  LXXXVI)  dio  soge- 
nannten ., höheren  hyperbolischen  und  elliptischen  Sinusse'1 


<Pfi  (y) 


r==°  1 k=l  .)  * 
Jo  Ö.  + Är)l“Ät “ “ e'k 


(128) 
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r-=o& 

tyß*(y)  = 2 

r<=*0 


y,|*.  1 

' l}  ifi  + kr)\=  h fc_0  n(2i+l)« 


V “ 


(129) 


abgeleitet  (Yergl.  auch  Dr.  J.  C.  Kapteyn  und  Dr.  W.  Kapteyn 
„Die  höheren  Sinus“  Sitzg.  Bor.  d.  Akad.  d.  Wiss.  Wien,  XCIII. 
Bnd.  II.  Abth.  Aprilheft  1886),  aus  welchen  durch  Multiplication 
mit  a***1*  und  mittelst  der  Einsetzung 


y = 


und  Abhängigmachung  von  (eUiX—  1),  ferner  durch  wiederholte  Dif- 
ferentiation und  sehliessliehc  Nullsetzung  der  Veränderlichen  die 
Summen  neuer  Reihen  hervorgeheu. 

Es  ist 


r=oo 
a'1  c?*z  £ 
r=Q 


(ae*)<H  *»■)■» 
- . 


r=  Xi 
£ 

r*=0 


^ J (A»tji  f «m  4 d> 


1 

h 


ad 


k=ll  ,aka'H  j 
£ ~~  £ 


oo 


k=*\ 


a 


uk 


J= o 


. j afk  aJm  edx  (eM*x  — 1)J; 

t » 


r— oo  Ar)m  r = CO 

£ (-1)'  — fr-r  \ i = ^ ( -\y 

r-0  (M  + Ar)!  r_0 


_ 1 J 1 ^ J-2  1 

A fc=0  V?A+1  •**  >— 0 ! 


die  complexen  Glieder  zusammenfassend,  ist  ferner 


k **  ...  amcos2&  - 

a Qklj—y)  — ff  h 


^cos^y— fi  *2k  ~ -j-awsin2A: 
-f-  i sin  — (x  2k  * -f  am  sin2Ä: 
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2t fl  am  „-v-n-  7 aw,C082&4-l  T 

a ly2*-» 1 J-n  c=,  e 1 A 

^cos^/'— f*  -j-amsin2&-|-l 

-f-  /sin  — p.  2&4-1  -j-am  siii  2&-J- 1 J 

Schliesslich  ist  nach  « maliger  Differentiation  und  Nullsetzung 

des  x 


r — oo 


£ aAr+ju.»»-frf  Ar-|- ft .»i— |- 
r= 0 (jtt-}-Ar)! 


js  . 

d *=A  ow eos2£r  j——n  fpjm  s~ * 

= i-  2:  e h £ -V  cosl  2*  r -f  a«8in2*  r ) X 

h i=  1 >=0  •'!  V h h J 


Jj  n 
X A 
m,  d 


(130) 


r=oc 


2:  ( — IJroArf/imld  /<  r-f|*- Ttt-ffi  — 

r— 0 (ft-f-Är) ! 


71 


d k=h—  1 amcos  2fc  -f- 1 r i=»  njm  S- n 

x z * h S =7  cosf  j — p 2i  +1  r 

h r n y=Q  Ji  V " 


Är=0 


j — n~\  J'  71 

-f  an,sin2Ä4-lr  1 A 

n-y  VI,  <1 


(131) 


Aus  dem  notwendigen  Verschwinden  des  Imaginären  entspringen  die 
Identitäten 


k=h  Omcos2fc  T j=n  ,»  r n txT\ 

t 2?  — sin  yj— f*  j“  -j-amsin  2fc  X 


i— 1 


£ - * 

L 

' h n 

X A = 0 
m,  d 


(1300 


n 


k—h — 1 amcos  2k  4-1  r „im 
2 e h v 


k=0 

>7  » 

X 4 = 0 
m,  rf 


7 — n a»>»  /" je  , . — jt'A 

-jj-  Bin(j-ti2k  + lfi+a»'8in2k+l£-J 


(131') 
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Für  m — 1 und  d — 0 ist 


uud 


h 11  j 

A — E 
1,0  n 


r=o o 

Z 
r— 0 


Ar+ft"-! 
C<r+ft— 1)! 


I 

h 


k~h 
£ e 
k-1 


7t 


«cosLV.:  j-n  aj  ^ — 7t  \ j 

2 ry  cos  1/ — ft  2*  ■ + <isin2ib  J E (132) 

j—  1 1 ' 


n 


r=x> 

z (-i y 

r — 0 


“ Ar-j-ju»-1 

(Är+^-iyr  = 


i 


&=0 


j 

+ asiii  24+1.-  1 £ 
1 n 


j 


1 J 


(133) 


k-h 

acos2£.  j—n 

Z 

, * 2 

k= 1 

j= 1 

„ 11 

—Ä  — 

1 a cos  2k  . /— 

Z 

<•  * 2 

/.*= 0 

j- 

' 7t  7T^\  l 

2 7j*  si  i)  ^ j — u 2k  ^ + a sin  2k  E — 0 
j=  1 J‘  ‘ 1 n 


= 0 (134) 


JT  s*n  (yv“#*2fc+i  j^  + ASMi  2/.  +1 ; x 


X E = 0 

n 


(133) 


Sämtliche  Formeln  gelten  für  jedes  a. 


Für  A = 2,  ft  — 0,  1 gehen  aus  (128)  und  (129)  die  Reihen 
für  die  „hyperbolischen  und  elliptischen  Cosinus  uud  Sinus“  her- 
vor; dio  Summen  der  daraus  abgeleiteten  Reihen  linden  sich  aus 
(132)  und  (133). 

a)  ft  = 0,  hyperbolischer  Cosinus  ; (132) 
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r ^ OrM—  1 J 7i  aj  . J 

2 _fü__  a*-  = | 2:  ® (c«+(— 1 )Je~rt)  £ 

r=l  <2r— 1)!  ,’=1  ./!  „ 


(136) 


ß)  n = 0,  elliptischer  Cosinus;  (133) 

r^x  2r«-2  _ •>“"  ai  ^ jj/ 

2,  TT  a ^ -rcosl«— j-1  L 

r=  1 (2r — 1 ! V-  ^ n 

y)  ft  = 1,  hyperbolischer  Sinus;  (132) 


(137) 


r z*  gr+^r1  «2r+>  = j ' £ ?’  («•■+(- iy-'e-«)  k 

r=0  (2r)!  >=  1 ^ » 


;=/i 


(138) 


ä)  elliptischer  Sinus;  (133) 


r yX  , , * 2r-j-lM  1 2r4  1 ^ >?  7 J 1 \ r,’ 

rt0  (_,)  -*r)i~  ~j=  1 /!C0SC‘“  g'Vt 


(139) 


n,  A; 

c)  U = 

7/i,  rZ 


* Jg  2 ( — l)s  — — ‘ - a*»+*  OT  *"rf 

.=0  <=0  <*'+*)! 


Werden  die  Glieder  so  zu  Gruppen  vereinigt,  dass  die  Exponenten 
einer  und  derselben  Gruppe  bezüglich  des  Moduls  km  convergent 
siud,  so  kommt 


11,  k 1i~k—  1 r — Xi  I m I 

U = X .2  (-l)f  * ^*r.7r  atrt>m|‘t 

m,  <1  Ä=0  r=0  (fcr+A) . 


I)ie  Summe  der  unter  dem  zweiten  Sunimenzeiehen  stehendeu 
Reihe  geht  aus  der  hiefür  bereits  gefundenen  Formel  (131)  hervor, 
wenn  k statt  A,  h statt  ft  und  g statt  k geschrieben  wird;  es  ist 
dann 


71 

n,  fe  d h—k—l  g—k — 1 amCOS  2</ -j-1  jr 

U = -u  2 2 c L x 

m,  d h— 0 g—  0 

j~  n aJm  f 7r  , . — 7i  \ Jy  11 

X 2 — rj-  cos  I j—h  2g  +1  r 4-o»"sin  2g  4- 1 r 1 yl 

;=0  •>*  ^ m,d 


(140) 
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woraus  für 


»-fl,  k 
11  = 
1,0 

j=n-fl 

X Z 

j= 0 


Brümi, 


m = 1,  d = 0,  wenn  noch  «-fl  statt  » gesetzt  wird,  folgt 


I h—k — 1 g—k — 1 a COS  "2g  -fl  y 
r £ £ e k X 

6 A— 0 ^=0 

jy  cos h 2g  XI  £ -f  « Siu  2jr-f  1 ^ £ (141 ) 


Mai  1891. 
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III. 

Arithmetische  Entwicklungen. 

Von 

Franz  Rogel. 


Der  Staudt'scbe  Satz 

(— 1)WÄ„  = An-\- - -f-  £ + . . . + - (1) 

wo  An  eine  ganze  Zal  und  a,  l>,  . . . g Primzalen  von  der  Eigen- 
schaft sind,  dass  ~7jr>  * * * ^“3”  Teiler  von  » sind,  gestattet 

die  Umformung  von  die  Bernoulli ’schen  Zalen  Bn  als  Coeffici- 
enten  enthaltende  Reihen  in  solche},  hei  welchen  die  Stellen- 
variabele  eine  Prim  zal  ist. 


1. 


u 


ev  — 1 


v2r 


= i-  2 +r^(- 1)-' B,  m -2«  <*'<  + 


2 n 


Ersetzt  man  (—  l)r~lßr  durch  obigen  Ausdruck  (1),  so  ist 


v * 


u = 1 - 2 (^i  i*  $ + i)  2\  ~ i i + 


4! 


Ordnet  man  diese  Reihe  nach  den  ganzen  Zalen  A,  sowie  nach  den 
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aufeinanderfolgenden  reciproken  Primzalen  so  wird,  da  dieselbe 

P 

nur  in  den  Coelticienten  der  Potenzen  als  Summand  er- 

scheint, wenn 

V TT 

m=i  Hp-i)]!  “ p 1 

gesetzt  wird 


00 

U=l—  rt—  2 Ar  7T-T.  — (£  +i)  P*  — 1 4 — \ 1 « 


= \ W 


Nun  ist 
ferner 


ev  - c 1 

F2«— % — 1 = CO)  v — 1 


2A-tc 


1 P 


_i  «,  ep- 1 _ i 


2 « 


1 P . 

P“1  &=1 


2 

~~  P- 1 
daher 


P~3 
2 


7p  2^n: 

^ t»  cos  — / . 2&;t  \ 1 

CO)?;-}-  2 e 1 COS^vSlIl  jj  — 1 


2coj  v . £ 2; 

/>=3  Pfr"1)  p-sP 


P“3 

2 


'2  k rr 


2 ^ rcos 

— i’  « x 

V 1 k^x 


v / • 2/‘’*  >\ 

X cos  ^»sm  JS]J  ~ 


1 


(2) 


« ?? 


“I-*-  «.-i- i«!”- rfj  ^(2r)! 

Wird  *®  für  v genommen,  so  ist  wegen 

coj  iv  = cos  r 

2 kn 


t v cos 


P— 


1 /.  . 2Ä’7E  \ 

cos  I n>  sin 7 I = 

\ ])  1/ 


, f / 2kn  > 

\ ...  ( 2/.-7T  \ 1 

= i cos  1 v cos  — - 

) 4-  l Sill  1 v cos  — 7 I 

L \ P-l; 

1 \ v—  1/J 

2/.*tt  . 2£/r 

, esiu ; — i'Slll 7 

X (.  +. 


) 


(3) 
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IV  V V IV 

e^—1  = 2 COt2  ~2 


P—  3 


30 

2cost?.  £ 


y 1 , % 1 r 2 r Z'  2t*  \ 

=3(p-i)^  rp=3  pIp-i  i=1  v 

Xcot(»sinJ^j)— lj 


V V t 00  ^2r 

= f ~ 2C0t2  — Jcosti  — ^ (_l)rA__ 


(4) 


Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  imaginären  Bestand- 
teile identisch  verschwinden  müssen. 


Auf  dieselbe  Weise  mit 


2. 


2l0g  ~^Tv  = 2 . (~ lr  f&p.  -2»<t,<-+2* 

2siu—  r^A 

verfahren,  erhält  man 

iv  ■ oo  l x 

2log iZ*+  V Zp-'+  £,  Ar  HM 1 

2 sin  — P^1  r=l 


2 


wo 


ZP_1=  £ 


„Ml(p-l) 


_ -1  V 1 

m— 1 — 


m - [m(p  - 1 )]  ! 

sich  in  endlicher  Form  durch 


ißm 

Z*  = 9>W  = * 

m=l  v 7 

ausdrücken  lässt.  Es  ist  nämlich 


P-l 

2 

£ cp 
k=\ 


oder,  weil  der  imaginäre  Bestandteil  identisch  verschwinden  muss, 
auch 
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2 


3i 


P ^ 2kn  # 

2 ‘ * 
2 9> 
k—\ 


wo  das  Symbol  auzeigt,  dass  nur  der  reelle  Teil  zu  nehmen  ist. 


Mithin  ist 


oo  1 

2 


p — 1 2 k n i 

2 / p — V 


p= 3 * 


2 / f>— 1\ 

2 tplv  e \ = 

;=l  \ 7 


= — iqp(^)-log  — --  r 1 

und  *t>  für  t>  gesetzt 


p — 1 2k  ni 

oo  1 2 / 

p=3  (P-~l)p  k=  1 ' 


V _ *A 


= — w (*>)  - log 


2sin^-i  2? 


(5) 


(6) 


Die  Function  qp  hängt  mit  dem  Integralcosinus  in  einfacher  Weise 
zusammen;  es  ist 


qp(z)  = — Ct(is)  — K — log  /«},  A = 0,577  . . . 


Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  und  (6)  ent- 
stehen die  nachfolgenden 

p — 3 2kit 

i i r 2 2 p*1  ^ 

2fin«  2 r.  + £ i T £ e x 

p=3  P(P~: 1 ) p=3  P b>  — 1 *-i 

/ . 2k?t  , 2kn  \ , e®— re°— » ir_ 

X cos  (=>  sin  ^ + — j J = - } - („._!)»  • ~ H""’ 


t,2r— 1 

“ rfl  ^ (2r-1)> 


(3') 
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-2siny  2 


P=‘S 


ap(p-l) 


ZTi  + 


p—  3 / . 2 kn 

v Sill 


i r t 2 
£ - , 2: 

,=3 /'Lp-'  i=1 


>-l 


X 


. /2£rc  2/cjt  \ 

X S1D  ( — r — © COS  ; ) 

Vp-1  7>  — 1/ 

2kn 


2lc7t 


— vsn\ 


-1  . /2/j7r  2Ä:7r  \ 'x'l 

sm(-I  + »cos~))| 

— i c°t  | -f-  4 (l  + cot*  ^)  + i ain  w — £ (-ly  (^Tji  (4‘> 


k- 


9t 


p — 1 2&7T  > 

2 p — 1 


2km 
P—  1\ 


pS  fH)  " *1/  ""'K'  *)" 

- -iV  (*)+?—  2:  ylr 

w 1 v e0  — «-•  r==l  (2r~l)! 


(5') 


2: 

P«3 


1 

p(p.  - 1) 


p — 1 2k  jt  i 

2 p — 1 

3i  2.’  « e 
k=l 


- - i*V(^)-2cot»4-?~^  2 ^ (—iy Ar  (l^rxy-j  OT 

Die  ganzen  Zalen  .dr  bestimmen  sich  durch  die  Gleichung  (1) 
aus  den  Bernoulli’schen  Zalen  und  aus  den  in  ihren  Nonneru  ent- 
haltenen Primzalen;  sie  können  mit  derselben  Berechtigung  als  Coef- 
ficienten  verwendet  werden  als  die  Bernoulli'scheu  Zalen,  aus 
denen  sie  hervorgieugen. 


Zur  recursiven  Berechnung  dieser  Grössen  gab  Hermite  („Ex- 
trait  d’une  lettre  de  M.  Ilermite  ä M.  Borchardt“  Crello  J.  LXXXI 
pag.  93)  die  die  Kenntuiss  der  Bernoulli’scheu  Zalen  nicht  erfor- 
dernde Relation 


et>+(T)-.+ 

“ 1 — n — 22”- 1 - /Sj — Sb  . . 


+ fi«+1) An 


- St 


(7) 


worin 


*-;[<2f)+OGÄ)+-] 


Arth.  d.  Math.  u.  Phya.  2.  Iteihe,  T.  XI. 
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und  die  Summen  S31  &&  1 ...  Ep  sieh  auf  alle  Primzalcu  p von  3 bis 
beziehen. 

llerinite  bewies  mit  Hilfe  von  Eiuheitswurzelu,  dass  Sv  für  jede 
Primz&l  j)  eine  ganze  Zal  ist. 

Ein  anderer  Beweis  kann  mittelst  eines  rein  zalcnthcorctischcn 
Hilfsmittels  — des  Fermat'scheu  Satzes  — geführt  werden. 

Es  stellt  sich  hiebei  heraus,  dass  obiger  Satz  nur  für  unge- 
rade Primzalcu  gilt. 

Für  jede  Primzal  p und  jedes  durch  p nicht  teilbare  x ist 

xtn(p— 1)+9  = xq  niod^J  0 ^ q ^ p 
es  kann  daher  gesetzt  werden 


Sei  fernor 

= r mod  p — 1,  1 ^ r s p — 1 


so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  nebst  x auch  x-\-z  durch 
p nicht  teilbar  ist, 

s—r  * v 

x -j-  z)2n  H = (x  -{-  z)r  = 2 xs  zr~8  mod  p (9) 

Der  Vergleich  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x in  (8) 
und  (9)  ergieht  die  Congruenzeu 

\ 
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Co"1)  '2,‘+l  + Cp-l  ...  = (y)z'  mod  V 

( "l"1 ) 22,1  + (2,!j~1)  =2’,_" H + • • • = (i)  z"~l  mod  P 
('“t')  = (2)  3’"L'  mod  P 


(2"+.1)^-Hi  + (p2”+11)^-,-«+2+  . . . s f),-<  m0d  p 


(2"+1)  =2—r+l  _|_  ^+_11)  s2»-P-.+2+  . ,.  = Q3“  mod  p (10) 

Aus  der  ersten  Congruenz  dieses  Systems  geht  für  z = 1 un- 
mittelbar der  angezogenc  Satz  hervor,  dass  Sp  eine  ganze  Zal 
ist  Hiebei  wird  aber  vorausgesetzt,  dass 

x und  x-j-z  •-=  x — j—  1 
durch  p nicht  teilbar  sind. 

Nun  ist  entweder  * oder  x-\-\  durch  die  einzige  gerade  Primzal 
2 teilbar. 


Der  Hermito’sche  Satz  gilt  daher  nur  für  ungerade  Prim- 
zalen. 


Hermite  erweiterte  soinen  Satz  und  construirte  die  neue  zalen 
theoretische  Function 


+ 

von  welcher  er,  ohne  sich  in  einen  Beweis  cinzulassen,  behauptet, 
dass  sie  lür  jede  Primzal  p eine  ganze  Zal  sein  müsse. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erhellt  aus  der  ersten  Con- 
gruenz  des  Systemes  (10). 


Da  nämlich 


zr  ~ *2m+1  mod;; 


gesetzt  und  dann  s^H  herausgehoben  werden  kann,  so  ist  tatsächlich 


modp 


6* 
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In  dem  genannten  Systeme  ist  dieser  Satz  nur  als  spccieller 
Fall  enthalten. 

Eine  allgemeinere  Function  kann  aus  der  die  beliebige  Grösse 
t enthaltenden  Congruenz  des  Systemes  (10)  abgeleitet  werden,  wenn 
man  beiderseits  mit  zl  multiplicirt,  zr  durch  das  congruente  z2u+l 
ersetzt,  sodann  auf  die  linke  Seite  schafft  und  schliesslich  z2w+l  her- 
aushebt*, es  ist  daun  die  neue  Function 

/ 2n-|-l  \ / 2n-j~l  \ 

2«-f-l\  /r\  \p-H~  V , \2p~H  —2/ 

t ) \t  ] + zP~l  + z2p- 2 + 

t<p- 1 (12) 

eine  Summe,  welche  für  jede  Primzal  p und  jedes  gauze  z eine 
ganze  Zal  ist. 

Diese  Function  zeichnet  sich  vor  der  Hormi to’schen  da- 
durch aus,  dass  sie  eine  neue  zwischen  0 und  r liegende  Ver- 
änderliche t enthält. 


Für  t = 0 geht  dieselbe  in  über.  Uoberstoigt  t die  Grösse 
so  verschwindet  f ^ J und  damit  das  einzige  r outhaltende  Glied. 


Wenn  p = 2 angenommen  wird,  so  ist 
r = 1,  3~n+1  = z1  mod  2 

der  verallgemeinerte  Satz  behält  seine  Richtigkeit  für  t — 1,  er 
ist  daun  nur  eine  Umschreibung  der  selbstverständlichen  Congruenz 

(~-|_l)2H+/_>fl  ==  i raod  2 

und  lautet  mit  Weglassung  der  durch  2 teilbaren  Glieder 


Brünn,  Juli  1891. 
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IV. 

Das  Tetraeder 

bezogen  auf  seine  Hauptträgheitsaxen. 


Von 

R.  Hoppe. 


§ 1.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  P in  Bezug  auf 
beliebige  rechtwinklige  Axen  seien  x,  z,  die  der  Ecken  Au  A2 , 
its,  des  Tetraeders  T mögen  durch  dieselben  Indices  1,  2,  3,  4 
bezeichnet  sein.  P liege  innerhalb  T.  Wir  ziehen  durch  P die 
Tetraedertransversale  AtBu  dann  durch  Bt  die  Dreieckstransversale 
4,  B2.  Diese  2 Transversalen  und  die  Kante  A3A4  seien  bzhw. 
durch  die  Punkte  P , Blt  B2  (von  den  Ecken  ausgehend)  in  den 
Verhältnissen  m:(1  — u),  v:(1 — 1>),  u>:(l — w)  geteilt.  Die  gleichen 
Verhältnisse  gelten  auch  von  den  Teilen  ihrer  Projoctionen  auf  die 
*Axe:  sind  also  x t‘,  x2  die  Abscissen  von  2?x,  Ä2,  so  hat  man: 

x = a?j  -f-  (Xi  — xx)u 
»i  = x2-\-{x2—x2)v 

xi  = *3 +(*8  — *5)W 

daher  nach  Elimination  von  x1‘  und  x2: 

x = xt(l  — u)-\-x2u(\  — v)  -f-:Eg7it>(l  — w)-\-xluvw  (1) 

Sofern  die  x Axe  eine  willkürliche  Gerade  ist,  reicht  diese  Abseis- 
senrelation  allein  zur  Bestimmung  des  Punktes  P aus  uud  enthält 
speciell  die  analogen  Relationen  der  y und  z in  sich. 

Wie  leicht  zu  sehen,  haben  die  neuen  Variabein  u , v , ro  unab- 
hängig von  einander  das  gleiche  Intervall  von  0 bis  1 zu  durch- 
laufen, damit  P das  ganze  Tctraedor  erzeugt. 
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Die  Functiousdetcrminante 


dx  dg  dz 
du  dv  die 


ergibt  den  Wert 


daher  ist  das  Kürperelcmeut 


6Tu*v 


d T = 6 Tu*  v du  dv  dir 


Hieraus  findet  man  durch  viele,  aber  sehr  leichte  Integrationen: 


(2) 


/ xSt — + + 

/ xydT 


(3) 


T 

20  i + **  4-  »s 4- *6)  (yi 4- y* 4-  .vs 4- y*) 
4-  x\  y\  4 -xiVt  4- y* 4- xi 


/■ 


:*dT 


20 


l(*i  4-' ** + *3  4-  *4)* + *1 2 4-  *ty 4-- *3* 4-  VI 


(4) 

(5) 


Gl.  (3)  ergibt  zunächst  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Anfangs- 
punkt Schwerpunkt  des  homogenen  Tetraeders  ist,  nämlich  die  3 
analogen  Gleichungen: 

xi  4”  4"<c3  4~  *4  = 0 ; etc.  (6) 

Unter  eben  dieser  Voraussetzung  werden  die  Gl.  (4)  (5);  deren  jede 
3 analoge  vertritt: 


J* xy  BT  — ^ («4  y,  + jr,  y%  4~  rs  #3 + z4  ^4) ; etc. 
J* xxdT  — ^(*12+r224-V4-*42);  otc. 


(7) 

(8) 


Jetzt  sind  ausser  Gl.  (6)  die  3 analogen  Gleichungen 

*1  Vi  4- *3  Vs  4-  H Vs  + *4  V4  = otc.  (9) 

Bedingung  dafür,  dass  die  Axeu  der  ?/,  2 Hauptträgheitsaxen  des 
homogenen  Tetraeders  sind. 


Die  Gl.  (6)  (9)  lassen  sich  in  dem  Satze  aussprechen:  „Das 
homogene  Tetraeder  bat  mit  dem  Systeme  seiner  gleichbelastcten 
Ecken  gemeinsamen  Schwerpunkt  und  gemeinsame  Ilauptträgheits- 
axen.“ 
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Gemäss  Gl.  (8)  können  wir  noch  hinzufügen:  „Die  Hauptträg- 
lieitsmomente  des  Tetraeders  verhalten  sich  zu  denen  seines  Ecken- 
systems wie  die  Tetraedermasse  zur  20  fachen  Masse  jeder  Ecke.“ 

Anmerkung.  Die  vorstehenden  Resultate  sind  ohne  Zweifel  be- 
kannt. Auch  das  zur  Herleitung  angewandte  Princip  der  Anein- 
anderfügung von  Strecken  mittelst  Addition  ihrer  Projectioncn  auf 
eine  willkürliche  Gerade  mag  immerhin  nicht  unbekannt  sein. 
Jedenfalls  aber  ist  dieses  Princip  bishor  so  wenig  beachtet  worden, 
dass  es  sich  wol  lohnt,  an  einer  durchgeführten  Rechnung  zu  zeigen, 
wie  einfach  sich  diese  nach  elementarsten  Begriffen  der  gewöhnlichen 
analytischen  Geometrie  gestaltet,  wenn  mau  danach  verfährt.  Dass 
es  in  der  Tat  nötig  ist  darauf  besonders  aufmerksam  zu  machen, 
beweisen  die  in  neuester  Zeit  sich  mehrenden  Schriften  zur  Ver- 
breitung der  Kenntniss  der  Hamilton’schen  Methode  der  Strecken- 
addition, welche  auf  grossem  Umwege  mit  Aufwand  von  Symbolen, 
neuer  Terminologie  und  besonders  für  sie  geschaffener  Theorie  nicht 
mehr  leistet  als  die  Coordinatenmethode  auf  der  Basis  allgemein 
üblicher  Begriffe.  Erwägt  man,  dass  die  auf  die  Erlernung  der 
ilalmilton’scheu  Lehre  verwandte  Mühe  nicht  allein  ganz  unnütz  ist, 
sondern  auf  den,  der  sich  ihr  unterzieht,  sogar  mancherlei  schäd- 
liche Wirkung  übt,  dass  die  Symbolik  die  klare  Auffassung  erschwert, 
die  doppelte  Terminologie,  verschiedene  Benennung  für  Gleiches, 
gleiche  für  Verschiedenes,  dem  Verständniss  Hindernisse  bereitet,  so 
kann  man  es  doch  nur  durch  Unbekanutschaft  mit  der  correcten 
Handhabung  der  Coordinatenrechuuug  von  Seiten  aller  Anhänger  von 
Hamilton’s  Erfindung  erklären,  dass  sie  derselben  einen  Vorzug  zu- 
erkeuneu  Auch  wird  diese  Vermutung  schon  dadurch  bestätigt, 
dass  keine  ihrer  Schriften  die  Projeetiousaddition  erwähnt. 

§ 2.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  in  voller  Allgemeinheit 
ein  Tetraeder  darzustellen,  dessen  Ilauptträgheitsaxen  gegeben  sind. 
Unter  den  12  Coordinaten  der  Ecken  vermögen  6 die  Bedin- 
gungen (6)  (9)  zu  erfüllen,  während  die  6 übrigen  willkürlich  blei- 
ben. Um  die  Symmetrie  soweit  möglich  zu  bewahren,  liegt  es  nahe, 
- Ecken  relativ  zu  den  Axen  als  willkürlich  zu  betrachten,  die  2 
andern  zu  suchen.  Eine  andre  Forderung  indes,  dass  die  Lösung 
rational,  somit  eindeutig  und  stets  reell  sei,  lässt  sich  damit  nicht 
vereinen.  Wir  wollen  daher  durch  2 Lösungen  die  verschiedenen 
Anordnungen  einzeln  in  Ausführung  bringen. 

Seien  zuerst  x ,,  yx,  z,  und  x2,  z 2 beliebig  gegeben,  und  zur 

Abkürzung 
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*o  = *i  + *s,  etc.  xly1-\-x^y9  = xy,  etc.  (10) 

gesetzt.  Eliminirt  man  yb,  gemäss  den  Schwerpunktsgleichungen 
(6),  so  werden  die  Trägheitsaxengleichungeu  (9): 

fr«  +s,s)(3o  +z3)  + yz  + 2^*3  — o | 

(zo +^3)  (*o +*3) +**+23*3  = 0 / 

(*o+*a)  fr*  + Sk)  + *y  + *3 y3  = 0 

Noch  einfacher  werden  sic  durch  die  Einführungen 

*6  «=*6  + 2*8,  etc.  (xy)  -*0y0-f  2*7,  etc. 
und  lauten  dann: 

(yz)  + 2/5*5  = 0 \ 

(zx)  + z6  x0  ~ 0 | 

(xy)  +*5^6  = 0 ) 

Daraus  folgt,  dass 

R*  “ — ( yz)(zx ) {xy) 

positiv  sein  muss  um  ein  reelles  Tetraeder  zu  ergeben.  Dies  an- 
genommen hat  mau: 

*0  + 2*3  — R : {yz)-,  y#+2y8  — R ; («r);  2#_|_2s3  = 72  : {xy)  (15) 

und  zwar  ist  R mit  gemeinsamem  Doppelvorzeichen  zu  denken,  so 

dass  zweien  Ecken  1,  2 stets  2 Eckenparc  3,  4 entsprechen,  oder 
keins. 

Ein  Uoborgang  vom  reellen  zum  imaginären  Tetraeder  kann 
nur  mit  Verschwinden  einer  der  Grössen  {yz),  {zx),  {xy)  eintreten. 
Zufolge  den  Gl  (13)  verschwindet  dann  zugleich  eine  zweite  und 
eine  der  Grössen  xb,  y6,  z5  Letztere  sei  z6;  dann  hat  mau: 

*ozo  + *z  = 0;  yozo+yz  = 0;  z0-j-2z3  = 0 (16) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  ergeben,  wofern  nicht  z,  = ^ = 0 
(ein  auszuschlicssender  Fall,  weil  dann  auch  z3  = z4  «»  0 würde)  : 

*i  : *2  “ Vi : y* 

d.  h.  eine  Träghoitsaxe  (die  der  z)  geht  durch  eine  Kante  (4^). 

Der  Fall  (yz)  = (zx)  =-  {xy)  ~ 0 ist  auszuschliossen ; hier 
müsste  eine  Kante  durch  den  Schwerpunkt  geben. 


(11) 

(12) 

(13) 

(14) 
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Geht  man  nun  von  dem  Falle  (16)  aus  und  verschiebt  die  zweite 
Ecke  unendlich  wenig,  indem  man  setzt 

x*  ■=  «*!-}-<*:  ys  — «yj  + f;  **  = — (17) 

so  wird 

(yz)  = — 2 Eu ; ( zx ) — — 2 du 

R*  «=»  — 4Ö£u2(a;y) 


wo  (a-y)  als  endlich  bleibend  zu  betrachten  ist.  Den  Fällen  ö = 0; 
0 und  S ^ 0;  e •=  0 entspricht  kein  Tetraeder.  Einen  stetigen 


Uebergang  vom  reellen  zum  imaginären  Tetraeder  erhält  man  also 
nur,  wenn  <5  und  « zugleich  vcrschwiuden , und  zwar  muss  von  da 

an  <J  oder  f sein  Vorzeichen  wechseln,  während  bzhw.  e oder  d zu 

seinem  Vorzeichen  zurückkehrt,  so  dass  niemals  ö : e auf  beiden 
Seiten  = xt : yx  werden  kann.  Jetzt  können  <5  und  £ beliebig  gross 
werden  und  gehen  für  je  2 Systeme  x2,  y 2 dio  Entscheidung,  ob 

die  Tetraeder  in  Betreff  der  Realitätsfrago  sich  in  gleichem  oder 

entgegengesetztem  Falle  befinden. 


Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  für  2 gegebeue  Ecken  die  Werte 
der  Hauptträgheitsmomente  des  Tetraeders  aufstellen  Es  war 

*3  = ä(*5  — *o) ; *4  “ — $(*6 +*0) 
also 


Daher  ist  nach  Gl.  (5),  wenn  man  noch  die  Werte  (10)  (12)  (15) 
(14)  einsetzt„ 


40  (^3ari2_f^xix2+^224~ 


(**) 

W J' 


etc. 


(18) 


Die  Addition  je  zweier  der  3 analogen  Gloichungon  ergibt  die  Ilaupt- 
trägheitsmomente. 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  2 den  2 gegebenen  Ecken  entspre- 
chenden Tetraeder  gleichen  Inhalt 


T «=  abs. 


xl  *8  i xb 


: 4 


haben.  Wie  Gl.  (18)  zeigt,  sind  darum  auch  ihre  Trägheitsmomente 
gleich. 
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§ 3.  Es  sollen  ferner  nach  Answahl  von  6 Bestimmungsstücken 
die  übrigen  durch  dieselben  ratioual  bestimmt  werden. 


Die  Schwerpuuktsbedingungen  erfüllen  wir,  wie  vorher,  durch 
die  vierte  Ecke,  gehen  daher  von  den  Gl.  (13)  aus.  Der  ersten  zu- 
folge ist 


*0  4"  2a 


(yg) 

Vb 


(19) 


Eliminirt  man  zwischen  der  ersten  und  zweiten , so  erhält  man 
zwischen  xlt  x2,  x3  die  homogene  lineare  Gleichung? 


(**)&  + (**)  *6  — 0 
welche  entwickelt  lautet: 


{(^2  4*  9y3)*,  4-  (y3  y*)zi\  xi  4-  K^3  — V\  )-i  4-  (yi  4~  fya)^!  ri 

~ i(%i  4-  Vi)zt  4-  (yi  4-  3y*)**l  *3  = o 

Die  dritte  Gl.  (13)  gibt,  gleichfalls  homogen  linear: 

(2yi  4~  y«  4~  y.iVs  4-  (yi  4~  -ui  4~  i's)  4~  (yj  4~  y«  4~  ‘-y3)a-3  = o 

Beide  Gleichungen  zusammen  geben  die  Verhältnisse  der  3 Grössen 
«i»  x2i  die  wir  foleendermassen  schreiben  können: 


x\  3=3  i { F(*i  4“  3~2)  “ V\  | 

*2  - |{-  F(3z14-z,)-y,Q)  > 

(20) 

a'a  =.£{  y(zi  — zi)  — ya^J  1 

2 y = yi2  4-  y2“  4-  y.-?2  4-  y«  y3  4-  y3  y*  4-  ui  3/2 

(21) 

Q =3  2/j  ~j 

(22) 

gesetzt  ist,  uud  | willkürlich  bleibt.  Nimmt  mau  also 


yu  y?)  zi'i  z2 

beliebig  an,  so  ergeben  sich  rlf  rÄ,  z3  aus  den  Gl.  (20),  c5  aus  Gl. 
(19),  z4,  y4,  z4  aus  den  Gl  (6),  sämtlich  rational,  mit  der  einen 
Ausnahme 

?/i  4-  ys  4-  2y3  =»  0 
einem  Falle,  dem  kein  Tetraeder  entspricht. 


Aus  den  obigen  Werten  der  Coordiuaten  berechnet  man  nach 
Gl.  (5)  die  Trägheitsmomente.  Es  ergibt  sich:  (23) 


T 


L. 


Y | Y{  3*. 2 + 2z,  za  + 3 »,*)  - 
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/Var.f, 

(%1  +.Vg)zi  + (u\  4- 

V\-{-y2-\-'2y$ 

Der  kritische  Fall  (16),  welcher  bei  der  Annahme  von  § 3.  auf- 
trat, hat  auch  bei  rationaler  Lösung  Bedeutung  Er  ist  definirt 
durch  die  2 Gleichungen: 


-2  __  _ 3 + « 

*1”*  * *1"  1+3« 

Ihnen  zufolge  werden  die  Gl.  (13): 


(24) 


(yc)  = 0;  (zx)  = 0;  (xy)  — (3+2a-4-3«2)ir,y,  = — xbyb 


Die  ersten  beiden  geben: 

25  — 0 

die  letzte  lässt  sich  spalten  in 

3 -f*  2a-}- 3a* 

*5  “ ß *1 ; yb  = — ßyt 

Dann  wird 

H _ 3 -f- 2« -f- 3a2  *+«.  ?/3  _l  + a + 0 

*,  2ß  2 ’ yt  2 

zs  _ l~c 
ij  1 -j-  3a 

x4  3-f-2a-|-3«3  1-j-a  y4  1-f-a  — ß 

*,  “ “ 20  2 ’ y,  ö 2 

24  1 — a 

2j  1 +3a 

Die  Annahme  (24)  bildet  insofern  einen  Grenzfall,  als  bei  unver- 
änderten y2  : y,  und  z*  : z,  sich  x2  : x,  nicht  ändern  kann,  ohne  dass 
ein  Widerspruch  entsteht.  Das  heisst:  „Für  jede  Lage  der  ersten 
Ecke  gibt  es  eine  unbegrenzte,  stetige  Folge  vou  Wcrtparen  zweier 
Coordinaten  der  zweiten  Ecken,  deren  jedes  nur  einem  einzigen 
Werte  der  dritten  Coordinate  entspricht.  Dieser  Wert  ist  immer 
reell  und  kanu  auch  keiuc  imaginäre  Veränderung  erleiden.“ 

Die  Trägheitsmomente  sind  in  dem  in  Bede  stehenden  Falle 
bestimmt  durch 
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7 ^34-2«-|-3«2 
40  V ß 


£(3  + 2a  + 3o»+^)j,,> 


T3+2«+3a2  . 
5 (l-f-3a)2  Ä1 


(26) 


Bei  Einführung  des  Gronzfallos  durch  Gl.  (24)  ist  die  2 Axe 
durch  die  Kante  AtA3  gelegt  wordon.  Legte  man  sie  durch  eine 
andre  Kante,  so  wäre  möglicherweise  die  gegebene  Ecke  eine  andre. 
Da  aber  dieso  willkürlich  bleibt,  so  wird  das  System  der  Tetraeder 
nicht  erweitert.  Setzt  man  statt  der  2 Axe  die  x oder  y Axe,  so 
wird  nur  die  Lage  des  Tetraeders  verändert.  Folglich  stellen  un- 
sere Formeln  schon  das  vollständige  System  dar,  wenn  y„  a,,  a 
ß alle  Werte  von  — oo  bis  <x>  durchlaufen. 


Digitized  by  Google 


Schlegel:  Die  allgemeinen  Grundlagen  zweier  Probleme  etc . 


93 


V. 

Die  allgemeinen  Grundlagen  zweier  Probleme 
aus  der  Unterhaltungs-Arithmetik . 


Von 

V.  Schlegel. 


1.  Die  Wäge- Aufgabe.  — Welche  vier  Gewichtstticko  muss 
man  besitzen,  um  jede  ganze  Anzahl  von  Gewichtseinheiteu  (z.  B. 
Gramm)  von  1 bis  40  damit  ab  wägen  zu  können?  — D.  h.  wie 
ässt  sich  die  Zahl  40  in  vier  Teilo  zerlegen,  so  dass  jede  ganze 
Zahl  von  1 bis  40  als  algebraische  Summe  aus  diesen  Teilen  dar- 
gestellt werden  kann? 


Es  seien  die  vier  Teile  a,  b , c,  d.  Dann  müssen  dio  40  Zahlen 
durch  folgende  Combinationen  ausgodrückt  sein,  wobei  a>i>c></ 
angenommen  wird: 


a 

4- 

a — b 

a+i+c 

a+4 — c 

i+c  — a 

c+a—  b 

— | — & — | — <7 — | — 

b 

o+-c 

a — c 

J+c+d 

6+-c — d 

c+d  — b 

d-j-i  — c 

fi+i-{-*c — d 

c 

a+d 

a — d 

c+d+a 

c+d — a 

d'+ß — ■ c 

a+c — d 

a-\-b  — c+d 

d 

6+c 

b—c 

d+a+6 

d-\-a—b 

a+6 — d 

b~\-d — a 

a-  -&+c+d 

5+d 

b—d 

— a+2+c+d 

c+rf 

c—d 

T3 

1 

0 

1 

+ 

<3 

&+c — a — d 
c-\~a—b — d 


4+  6 + 6 + 4 + 4+4  + 4 + 8 


40 
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Sollte  eine  dieser  Formen  einen  negativen  Wert  liefern , so 
würde  man  alle  in  ihr  enthaltenen  Vorzeichen  umkehren. 


Den  grössten  Wert  unter  allen  diesen  Formen  hat  a-\-b-\-c-\-d . 
Demnach  muss  sein 

(1)  a-H-f  c-fd  «=  40 

Den  nüchstgrössten  Wert  hat  a-\-b-{-c  als  Summe  der  drei  grössten 
Zahlen.  Demnach  ist 

(2)  n-\-b-\-c  = 39 

Aus  (1)  und  (2)  folgt 

(3)  d *=*  1 

Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Zahl  38  die  Darstellung 

(4)  a-j— — d =■*  38 

Die  nüchstgrösstc  Zahl  ist  offenbar  also 


Aus  (1)  und  (5)  folgt 
Demnach  aus  (2)  und  (G) 
aus  (7)  und  (3) 
aus  (5)  und  (G) 
aus  (7)  und  (6) 
aus  (10)  und  (3) 


(5)  a-j-6-H  — 37 
(G)  c = 3 
(7)  „4- = 3G 

(8)  a -f-  b — tl  — 35 
(0)  « -f-  6 -j-  d — c =»  34 

(10)  a-fi_c=*33 


(11)  a+i-c  — d — 32 
Die  nächstgrössto  Zahl  ist  a-j-c-j-d,  also 

(12)  a-j-e-}-*/  *=*  31 

(13)  b — 9 

(14)  a = 27 


Aus  (12)  und  (1)  folgt 
und  aus  (7) 


Die  vior  gesuchten  Zahlen  sind  also  27,  9,  3,  1. 

Sämtliche  Zerlegungen  der  Zahlen  1—40  sind  durch  folgendes 
Schema  dargestellt,  bei  welchem  in  jeder  Zifferngruppe  das  erste 
Zeichen  durch  den  Wert  von  a,  und  die  folgenden  bzhw.  durch  die 
Werte  von  &,  c,  d zu  ersetzen  sind.  Dio  Null  bedeutet  das  Fohlen 

des  betr.  Buchstabens.  Das  Zeichen  1 sagt  aus,  dass  der  betr.  Wert 
das  Vorzeichen  — hat. 
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1111=40 

1110=33 

1110=39 

1111=32 

1111=38 

1011=31 

1101=37 

1010=30 

1100=30 

1011=29 

1101=35 

1001=28 

1111—34 

1000=27 

1001=20 

1111=20 

1011=25 

1101  = 19 

1010=24 

1100=18 

10Ü=23 

1101=17 

1111=22 

1U1=10 

1110=21 

1110=15 

1Ü1=14 

0111  = 13  0110=6 
0110=12  0111=5 
0111=11  0011=4 
0101  = 10  0010=3 
0100=  9 0011=2 
0101=  8 0001  = 1 
0111=  7 


Es  ist  leicht,  ein  mechanisches  Gesetz  zu  erkennen,  nach  welchem 
diese  Formen  aus  einander  gebildet  sind.  Auch  sieht  man,  dass 
dieselben  den  Anfang  eines  triadisehen  Zahlsystems  bilden. 

Was  nun  die  am  Eingang  erwähnte  Aufgabe  betrifft,  so  wird 
das  Wägen  einer  beliebigen  ganzen  Anzahl  von  Gramm,  d.  h.  die 
Herstellung  jedes  beliebigen  Uebergewichtes  auf  einer  Wageschale 
(innerhalb  der  festgesetzten  Grenze)  dadurch  bewirkt,  dass  man  die 
mit  1 bezeichueten  Gewichtstücke  nach  Anweisung  obigen  Schemas 

auf  die  eine,  die  mit  1 bezeichneten  auf  die  andere  Wageschalc  legt. 

2.  Verallgemeinerung.  — Analoge  Zerlegungen  wie  für 
die  Zahl  40(=  1 + 3 + 9+27)  giebt  es  für  die  Zahlen  4 = 1 -f- 3; 
13  = l-|-3-j-9;  121  = 1 + 3 + 9 + 27-1-81  u.  s.  vv.  Allgemein 
gilt  der  Satz: 

n 

I.  „Allo  ganzen  Zahlen  von  1 bis  £Sr  können  als  algebraische 

o 

„Summen  der  (n+1)  Potenzen  3°,  31,  . . . 3n  dargestellt  werden, 
„wobei  keine  dieser  Potenzen  mehr  als  einmal  in  jeder  Summe  ent- 
halten ist.“ 

Ebenso: 

n 

II.  „Alle  ganzen  Zahlen  von  1 bis  22r  können  als  absoluto 

r=0 

„Summen  der  (n  + 1)  Potenzen  2°,  2',  . . . 2»  dargestellt  worden, 
„wobei  keine  dieser  Potenzen  mehr  als  einmal  in  jeder  Summe 
„enthalten  ist.“ 

Man  erhält  z.  B.  aus  dem  obigen  Schema  die  Darstellungen 
aller  Zahlen  von  1 bis  15  durch  Potenzen  von  2,  indem  man  alle 

Formen  weglässt,  die  das  Zeichen  1 enthalten,  und  im  übrigen 
o = 8,  6 = 4,  c = 2,  <2  = 1 setzt. 


Schlegel : Die  allgemeinen  Grundlagen  zweier  Probleme 


90 


Aenssorlich  betrachtet  gelingt  die  Darstellung  aller  jener  Zahlen 
als  Potenzsuranion  von  2 mittelst  zweier  Zeichen  (0  und  1),  als 

Potcuzsuramen  von  3 mittelst  dreier  Zeichen  (0,  1,  1).  Es  treten 
also  als  Coefficientcn  der  Potenzen  von  2 (im  ersten  Falle)  die 
Zahlen  1 und  0,  als  Coefticienten  der  Potenzen  von  3 (im  zweiten 
Falle)  die  Zahlen  1,  0,  — 1 auf. 

Bildet  man  weitor  nach  dem  im  oben  aufgcstclltcu  Schema  er- 
kannten Gesetze  die  Variationen  zur  vierten  Classo  aus  vier  Zeichen, 

indem  man  das  Zeichen  2 für  —2  hiuzufügt,  so  ist  die  Anzahl 
dieser  Formen  gleich 

1-f  4 + 16+64  - 85 

und  es  gehen  in  der  Tat  alle  Zahlen  von  1 bis  85  daraus  hervor. 
Mau  braucht  zu  diesem  Zweck  nur  in  jeder  der  folgenden  21  Haupt  - 
formen 


1111 

1101 

1111 

1121 

1011 

1001 

1011 

1021 

fl  11 

1101 

1111 

1121 

1211 

1201 

1211 

1221 

0111 

0101 

0111 

0121 

0011 

das  letzte  Zeichen  rechts  der  Reihe  nach  noch  durch  0,  1 , 2 zu 
ersetzen,  und  am  Ende  die  Uauptform 

0001 

hinzuzufügen,  aus  der  nichts  mehr  zu  bilden  ist.  Im  Uebrigcu  ist 
a = 64,  b = 16,  c = 4,  <1  = 1 zu  setzen. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Analogieschluss  folgendes  allgemeine 
Gesetz  über  die_  Darstellung  aller  ganzen  Zahlen  als  Poteuzsummeu : 

n 

III.  „Allo  ganzen  Zahlen  von  1 bis  2kr  können  als  Vielfachcu- 

r«=*0 

„Summen  der  (n-f-1)  Potenzen  fc°,  JE:1,  k*.  , . . k*  dargestellt  worden, 
„wobei  keine  andern  Coefticienten  zur  Verwendung  kommen,  als  1, 
„0,  — 1,  —2,  . . . — (£—  2),  deren  Anzahl  gleich  k ist.“ 

Für  k =-  1 erhält  mau  hieraus  die  einfachste  Darstellung  einer 
ganzen  Zahl,  uämlich  als  Summe  von  Einheiten ; für  k = 2 und  3 
die  Gesetze  II.  und  I. 

In  dem  Gesetze  III.  kann  statt  der  k Coefticieuten  1,  0,... — (&— 2) 
jede  ununterbrochene  Reihe  von  k auf  einander  folgenden  ganzen 
Zahlen  eintreton,  vorausgesetzt,  dass  unter  diesen  Zahlen  auch  die 
Null  ist.  — Ist  a die  grösste  dieser  Zahlen,  so  erweitert  sich ; die 
Reihe  der  durch  das  Gesetz  III.  darstellbaren  Zahlen  bis  zur  Grenze 
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a.  Zkr.  Denn  die  grösste  dieser  Zahlen  ist  dann  durch  eine  Form 
o 

dargestellt,  welche  aus  lauter  Elementen  a (statt  1)  besteht,  also 
offenbar  den  a-fachen  Wert  der  vorigen  hat. 

Man  erhält  also  folgendes  noch  allgemeinere  Gesetz: 


n 

IV.  „Alle  ganzen  Zahlen  von  1 bis  a . Zkr  können  als  Viel- 

o 

„fachensummen  der  (n-j-1)  Potenzen  k° , . . . kH  dargestellt  wer- 

den, wobei  keine  andern  Coefficienten  zur  Verwendung  kommen  als 
„Glieder  der  Reihe 


a,  « — 1,  a— 2,  ...  1,  0,  — 1,  ...  — (k  — o — 1) 
„and  wobei  a eine  ganze  Zahl  aus  der  Reihe 

1,  2,  . . . 0 k-1 ) 

sein  muss.“ 


Für  den  Wert  a <=  k — 1 erhält  die  Coeffieientenreihe  die  Form 
k — 1,  k — 2,  ...  0,  und  enthält  somit  keine  negativen  Glieder.  Das 
Gesetz  IV.  enthält  in  diesem  Falle  die  Darstellung  einer  Zahl  durch 
ein  Zahlsystem  mit  der  Grundzahl  k , also  für  k = 10  durch  das 
gewöhnliche  dekadische  System. 

Da  ferner  jetzt  sämtliche  Variationsformen  aus  k Elementen  zur 
Classe  (n-f-1),  ausgenommen  die  aus  lauter  Nullen  bestehende  Form, 
zur  Verwendung  kommen,  und  da  die  Anzahl  dieser  Formen  gleich 
der  Anzahl  der  darstellbaren  Zahlen  ist,  so  erhält  man  nebenbei 
noch  die  bekannte  Formel: 


oder 


[k— xyzv 


o 


&H  + 1 1 


k*+l  — 1 

T— r 


Auf  die  Aufgabe,  eine  gegebene  Zahl  als  Potenzsumme  einer 
gegebenen  Grundzahl  darzustellen,  wobei  noch  über  die  Coefficienten  - 
reihe  innerhalb  des  oben  bestimmten  Spielraums  verfügt  werden 
kann,  sei  an  dieser  Stelle  nur  aufmerksam  gemacht 


3.  Zauberkarten.  — Nach  dem  Satze  II.  der  vorigen  Nr. 
können  alle  ganze  Zahlen  als  absolute  Summen  von  Potenzen  der 
Zahl  2,  und  zwar  ohne  andere  Coefficienten  als  1 dargestellt  worden. 
Eine  solche  Darstellung  sei 

(15)  a *=»  2p  — j—  2«  -f-  2r  -{-  . . . 

Aich.  d.  Math.  u.  Phy«.  2.  Eaihe,  T.  XI. 
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wobei  p,  q,  r,  ... . lauter  verschiedene  ganze  Zahlen  sind , unter 
denen  auch  eine  gleich  null  sein  kann.  Durch  Division  mit  einem 
dieser  Summauden,  z.  B.  2p,  ergiebt  sich: 

(16)  ",  - 1+2i-p+2'-p+  . . . +£ 

wo  R die  Summe  aller  derjenigen  Glieder  ist,  deren  Exponenten 
</>  sind. 

Der  ganzzahlige  Teil  des  Quotienten  ist  also  stets  eine  ungerade 
Zahl.  Bezeichnet  man  dieselbe  mit  (2?t  + l),  so  kann  statt  (IG) 
geschrieben  werden 

(17)  a = 2p  (2« -f  l)  + 72 

wobei  U < 2p  ist.  — In  analoger  Weise  kann  a unter  den  Formen 

l a-  2«(2n,+  l)+721  (72,  < 2*) 

(18)  / « ==  2r  (2»s  + 1)4 -72*  (72s  < 2r) 

dargestellt  werden. 

Hätte  man  dagegen  a durch  eine  Potenz  von  2 dividirt,  die  in 
der  Darstellung  (15)  nicht  enthalten  ist,  z.  B.  2S,  so  würde  mau  er- 
halten haben: 

(19)  ",  - 2P-  + 2»-*+2--*4-  . . . +"7 

d.  h.  der  ganzzahlige  Teil  des  Quotienten  würde  eine  gerade  Zahl 
sein.  — 


Schreibt  mau  nun  auf  einer  Karte  alle  Zahlen  von  der  Form 
2°(2«  + l)  + 72  (72  =»  0) 

his  zu  einer  bestimmten  Grenze,  z.  B.  100  auf,  auf  eiuer  zweiten 
alle  Zahlen  von  der  Form 

2l(2»+l)  + 72  (72  = 0,  1) 

auf  einer  dritten  alle  Zahlen  von  der  Form 

2*  (2m  + 1) + 72  (72  = 0,  1,  2,  3) 

u.  s.  w.,  so  wird  nach  den  Formeln  (17)  und  (18)  die  Zahl  a sich 
ausschliesslich,  aber  auch  zuverlässig  auf  denjenigen  Karten  befinden, 
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die  mit  2p,  2?,  2r  . . . gebildet  sind.  Die  ersten  Zahlen  auf  diesen 
Karten  sind  aber  (für  die  Werte  n = 0,  R = 0)  bzhw.  2p,  2p,  2r ... 
selbst.  Und  da  die  Summe  dieser  Zahlen  (nach  (15))  a ist,  so  kann 
man  die  Zahl  a sofort  angeben,  sobald  man  nur  weiss,  auf  welchen 
Karten  sie  zu  finden  ist. 


Für  die  obere  Grenze  100  sind  folgende  Tabellen  bzhw,  Karten 
erforderlich : 


1)  ( 

;»+i)+o 

2) 

2(2n+l)+0, 

1 

1 

3 

5 

7 

9 

2 

3 

6 

7 

10 

11 

13 

15 

17 

19 

11 

14 

15 

18 

19 

21 

23 

25 

27 

29 

22 

23 

26 

27 

30 

31 

33 

35 

37 

39 

31 

34 

35 

38 

39 

41 

43 

45 

47 

49 

42 

43 

46 

47 

50 

51 

53 

w w 

OO 

57 

59 

51 

54 

55 

58 

59 

61 

63 

65 

67 

69 

62 

63 

66 

67 

70 

71 

73 

75 

77 

79 

71 

74 

75 

78 

79 

81 

83 

85 

87 

89 

82 

83 

86 

87 

90 

91 

93 

95 

97 

99 

91 

94 

95 

98 

99 

3) 

4(2«+l)+0, . 

..3 

4) 

8(2« 

..7 

4 

5 

6 

7 

12 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

20 

21 

13 

14 

15 

24 

25 

22 

23 

28 

29 

30 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

36 

37 

38 

39 

31 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

52 

44 

45 

46 

47 

56 

53 

54 

•r  W 

60 

61 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

68 

69 

70 

62 

63 

72 

73 

74 

71 

76 

t i 

78 

79 

75 

76 

77 

78 

79 

84 

85 

86 

87 

92 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

93 

94 

95 

5) 

16(2 

n-f-lj+O, . 

..15 

6) 

32(2« 

4D40,. 

..3t 

16 

17 

18 

19 

20 

32 

33 

34 

35 

36 

21 

22 

23 

24 

25 

37 

38 

39 

40 

41 

26 

27 

28 

29 

30 

42 

43 

44 

45 

46 

31 

48 

49 

50 

51 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

52 

53 

54 

5o 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

80 

81 

82 

62 

63 

96 

97 

98 

83 

84 

85 

86 

87 

99 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

7* 
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7)  64(2n+l)+0,  ...63 


64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

Weiss  man  z.  B.  von  einer  Zahl,  dass  sie  auf  der  2.,  3..  4.  und 
7.  Karte  steht,  so  findet  man 

2 + 4 + 8 + 64  - 78 

welches  in  der  Tat  die  verlangte  Zahl  ist. 

Hagen  i./W.,  Juni  1891. 


Digitized  by  Google 


Hoppe:  Curven  von  constanter  Krümmung  etc. 


101 


VI. 


Curven  von  constanter  Krümmung,  Torsion, 
Totalkrümmung  und  Krümmungsverhältniss. 


Die  Richtungscosinus  der  Tangente  einer  Curvo  s seien  /,  <7,  ä, 
die  der  Binormale  l,  m,  «,  der  Krümmungswinkel  t,  der  Torsions- 
winkel fr,  der  Torsionsbogen  o,  die  Krümmungsbreite  X,  ein  Strich 
bezeichne  die  Differentiation  nach  t;  dann  sind  x,  fr,  o,  X definirt 
durch 


Ist  nun  die  Krümmung  constant,  so  sind  die  Gleichungen 


Von 


R.  Hoppe. 


§ 1.  Erklärungen. 


er*  = dfr 2 = du2 


dö*  „ df^  + dg^  + dh'2 


at  = a<JcosA;  a^  = atfsinA 


der  Curve: 


(1) 
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Hoppe : Curven  von  constanter  Krümmung , 


/d& 

^ constant,  so  sind  sie: 

1 “ “ f»  J »a9;  2 ” %fh 39 

Ist  die  Totalkrümmung  ^ constant,  so  sind  sie: 

= » - £/.*  3 “ £/*®» 


iC 


oft 


(2) 


(3) 


Ist  das  Krümmungsverhältniss  mithin  auch  die  Krümmuugsbreite 

A constant,  so  hat  man: 

t — o cos  A ; ^=usiuA  (4) 


wo  die  constantcn  Addenden  der  durch  ihre  Differentialo  definirten 
Grössen  r,  ö als  selbstverständlich  weggelassen  sind.  In  diesem 
Falle  zeigen  sogleich  die  Gl.  (4)  die  bekannte  Curvenclasse  an, 
welche  sich  als  Curven  constanter  Steigung  (bezüglich  auf  eine  feste 
Horizontalebene)  charakterisirt  *)  (sonst  auch  Helix  genannt).  Auch 
deren  Coordiuatenwerte  sind  bekannt 


Hiernech  bietet  die  allgemeine  Darstellung  einer  Curve,  für 
welche  eius  der  4 genannten  Elemente  constant  ist,  kein  Problem. 
Sollen  2 derselben  constant  sein,  in  welchem  Falle  offenbar  alle 
constant  sind,  so  genügt  allein  die  Schraubenlinie. 

Wol  aber  können  Problcmo  entstehen,  weuu  weitere  Bedingungen 
hinzugefügt  werden.  Wir  wollen  deren  nur  2 in  Betradit  ziehen. 
Man  kann  1)  auf  gegebener  Fläche  die  Linieu  von  den  genannten 
Eigenschaften  suchen , 2)  unter  den  unendlich  vielen  Curven  von 
jenen  Eigenschaften  die  algebraischen,  (circularen  oder  logarithmi- 
scheu)  aussoudern.  Beide  Probleme  nehme  ich  nur  speciell  in  An- 
griff und  berühre  das  erstere  nur,  sofern  das  letztere  indirect  zu 
einzelnen  Lösungen  des  erstem  führt. 


§2.  Allgemeine  Bemerkungen  und  Transformationen. 
In  meiner  analytischen  Curventheoric  **)  habe  ich  gezeigt,  dass 


*)  G innert  Arch.  1.  Reihe  T.  LVI.  S.  65  — Hoppe,  Lchrb.  <1.  anal. 

Geora.  S.  71. 

**)  Lchrb.  d.  anal.  Gcoru.  I Teil,  § 54.  S.  60.  — Gruncrt  Arch.  1.  Reihe, 
T.  LVI.  S.  57. 
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die  Untersuchung  der  nicht  ebenen  Curven  und  der  sie  betreffenden 
Probleme  wesentlich  vereinfacht  wird  durch  anfängliche  Elimination 
des  Bogens,  d.  i.  der  einzigen  mit  Lineardimensioneu  behafteten  Be- 
stimmuugsgrösse.  Eine  nicht  ebene  Curvc  wird  (mit  Absehen  von 
ihrer  Lage  im  Raume)  durch  2 Functionen  bestimmt.  Der  Bogen 
vertrittt  eine  dieser  Functionen.  Nach  seiner  Elimination  erhält 
man  isolirt  eine  dimensionslose  Curvcntheorie  (die  Theorie  der  Rich- 
tungen) welche  es  nur  mit  einer  bestimmenden  Function  zu  tun  hat. 

Die  Natur  der  in  § 1.  betrachteten  Curven  gibt  offenbar  diese 
Methode  an  die  Hand.  Bei  den  Curven  (1)  (2)  (3)  hat  der  Bogen 
nur  Einfluss  auf  je  einen  gemeinsamen  constauten  Factor  von  x , 
y,  2.  Es  ergibt  sich  sofort  der  Satz: 

„Alle  dimensionslos  gleichbestimmten  Curven  von  constanter 
„Krümmung,  Torsion  oder  Totalkrümmung  sind  einander  ähnlich.“ 

Bei  den  Curveu  von  constantem  Krümmungsverhältniss  findet 
das  Gegenteil  statt:  hier  ist  die  dimensionslose  Bestimmung  schon  im 
voraus  als  einzige  gegeben,  uud  die  Verschiedenheit  der  Curvc  hängt 
allein  von  der  hinzutretenden  Fuuction  s ab. 

Die  Grössen  g,  U stellen  sich  gewöhnlich  in  der  Form  dar: 


dann  sind  /*„  gx,  /<,  beliebig  uud 


Nimmt  man  nun  k zur  Unabhängigen,  so  wird 


und  man  findet: 
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fd&y  0ö*  -0t2  2*__p*  4-j  2 dp  _ / 0p  y 

\0jfc  / 0Aa  p*  A*  0A  \p  0A / 

Die  in  (1)  (2)  (3)  zu  integrirenden  Grössen  enthalten  nach  Sub- 
stitution dieser  Werte,  wie  schon  ursprünglich,  2 irrationale  Fac- 
toren;  k ist  gemeinsam,  p ist  nur  in  0t  als  Quadratwurzel,  in  da 
und  d&  im  rationalen  p*  vorhanden.  Die  Quadratwurzel  k kann  man 
durch  die  Substitution 

/i=c0+y;  9i^a—ßY‘i  Äi  — -y2  — i) 

* - *(«*+/>t+y,+ 1) 

rational  machen;  dann  ergibt  sich: 

2/?(  0«2  -f-  0/3* -j-  0y®)  — Da  — 0/3  -j-  0y)* 

p +1"  0P 


§ 3.  Speciclle  Lösungen  der  4 Aufgaben. 

Stehen  r und  # in  linearer  Relation,  so  ist  zugleich  mit  der 
Krümmung  auch  die  Torsion  constant,  und  koino  dor  3 ersten  Auf- 
gaben gewinnt  ein  neues  Resultat. 

Dagegen  bietet  die  Relation 

für  sämtliche  leicht  ausführbare  Integrationen. 

Hier  hat  man  nämlich : *) 


/ = sinA;  n = cos  A cos  «A  4- - sinAsinaA 

a ’ J 1 a 

h *=»  cosAsinaA — sinAcosaA 

a 


*)  Lcbrb,  d.  anal.  G.  I.  Teil.  § 60.  Gl.  (53)  S.  73.  — Grün.  Arch. 
).  Reihe,  T.  LYI.  S.  67.  Gl.  (41). 
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x = Vaf—  IsinA;  & =»  — Va*—  lcos  A;  6 — Vo8— 1 1 

Dies  in  die  Gl.  (1)  eingeführt  gibt  nach  vollzogener  Integration 
für  eine  Curve  constanter  Krümmung: 


x=  — - sin*A 

2 a 

y = ff  (°*  "f“  2)  cos*  A — 3]  sin  aX  — 3a  sin  X cos  X cos  aX } 


(6) 


2 — — 


Va*~  1 


a a* — 4 


{[3  — (a*  -|-  2)  cos*A]  cos  aX  — 3a  sin  A cos  A sin  aA} 


Durch  Elimination  von  A ergibt  sich  hieraus: 

’J  o*-4r  4a  V 4 (o*  — 4)* 


(7) 


Diese  Ausdrücke  sind  nicht  anwendbar  auf  den  Fall  a — 2.  Hier 
findet  man: 

x = fdsin*A 


V3 

y=  -g-(>{8inAcosA(5  — 2sin*A)-{-3A} 
z=  — -^{9  — 24sin*A-j-8sin4A} 


and  nach  Elimination  von  sinA: 


/ 9 \*  , 3V3  81 

+-rQZ  = iü* 


(8) 


(9) 


Demnach  liegt  die  Curve  für  a > 2 auf  einem  einschaligen  Rota- 
tionshyperboloid, für  1 < a < 2 auf  einem  Rotationsellipsoid , für 
a = 2 auf  einem  parabolischen  Cylinder.  Auf  positive  a beschränken 
wir  uns,  weil  die  negativen  nur  dieselben  Figuren  ergeben.  Damit 
die  Gebilde  reell  sind,  muss  a > 1 sein. 


Wächst  a von  2 bis  oo,  so  nimmt  das  Axenverbältniss  des  Hy- 
perboloids von  oo  bis  0 ab;  daher  sind  die  Gl.  (6)  auf  jedes  ein- 
schalige  Rotationshyperboloid  anwendbar.  Im  Intervall  1 < a < 2 
dagegen  hat  der  Coefficient  von  x 2 in  Gl.  (2)  ein  Minimum  bei 
o — V2,  nämlich  4.  Demnach  sind  nur  abgeplattete  Rotations- 
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cllipsoidc  vertreten  mit  Axenverhältuiss  ^ 2.  Umgekehrt  geben 

die  Gl.  (6)  auf  jedem  einschaligen  Rotationsbyperboloid  1 con- 
stant  gekrümmte  Curve,  auf  jedem  abgeplattetem  Rotationsellipsoid 
mit  Axenverhältniss  > 2 hiugcgcn  2 verschiedene,  uud  zwar  ent- 
sprechend zwei  Werten  a und  a,,  wo 

i « f.  d 


wenn  x das  Axenverhältuiss  bezeichnet.  Ebenso  geben  die  Gl.  (8) 
1 constant  gekrümmte  Curvc  auf  dem  parabolischen  Cylinder,  dessen 
Parameter 

_ 3 V'S 
~ 8 

ist.  Jede  der  Curven  (6)  vertritt  einen  Cyklus,  die  Curve  (8)  eine 
unbegrenzte  Schar  von  Curven,  indem  jeder  Punkt  (xyz)  der  erstem 
sich  längs  des  Parallelkreises  x — eoust,  jeder  der  letztem  parallel 
der  y Axe  versohieben  lässt,  so  dass  im  ganzen  die  Fläche  ganz 
oder  zumteil  bedeckt  wird.  Ausserdem  entspricht  auch  jeder  Curve 
eine  symmetrische,  die  jedoch  schon  im  System  enthalten  ist. 

Die  Curven  (0)  sind  offenbar  algebraisch  für  rationale,  traus- 
ceudent  für  irrationale  a.  Als  einfachste  Beispiele  nehmen  wir  auf 
dem  Hyperboloid  a 3,  auf  dem  Ellipsoid  a =>  £ 

Sei  « = 3:  dann  wird  die  Curve  (6)  nach  Elimination  von  A 
zwischen  je  2 der  3 Gleichungen  der  gemeinsame  Schnitt  des  Hyper- 
boloids 


und  der  2 Cylinder  «5.  Grades: 


Der  Curvencyklus  bedeckt  die  Zone  von  x — 0 bis  x — $q.  Die 
symmetrische  Zone  wird  von  den  symmetrischen  Curven  a =»  — 3 
bedeckt. 
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Sei  zweitens  a dann  wird  die  Curve  (6)  nach  Elimination 
von  k der  Schnitt  des  Rotationsellipsoids 


r 


108  _ 
49  9‘ 


und  der  Fläche  7.  Grades 


/l‘2x\31  2 

'4(  hy)  I 


Die  von  den  Curvon  bedeckte  Zoue  erstreckt  sich  von  x = 0 bis 
5 

x = — p,  liegt  demnach  gauz  zwischen  den  Polen  des  Ellipsoids 

1 »4 

/II  , 3,/3\  ( 1,89865p 

* \12  — 2 V 7/  9 “ 1-0,06521  q 


Im  obern  Extrem  * ■“  rij  9 schneidet  die  Tangente  die  x Axe,  daher 

bildet  hier  die  Curve  eine  Spitze;  im  untern  x=  0 ist  die  Tangente 
normal  zur  x Axe,  die  Curve  berührt  den  Parallelkreis.  Die  suc- 
cessiven  Spitzen  stehen  um  einen  Quadranten  des  Parallelkreises 
von  einander  ab,  es  liegen  mithin  4 durch  sie  begrenzte  Bogen  um 
die  Fläche  herum  Da  das  Curvensystem  nicht  symmetrisch  zur 

Ebene  x =•  j-a  q ist,  vielmehr  gauz  auf  deren  negativer  Seite  liegt, 

so  muss  auf  der  positiven  Seite  ein  symmetrisches  System  zu  ihm 
Platz  finden. 


Von  besonderem  Interesse  ist  noch  die  Neigung  der  Haupt- 
normale  gegen  die  Flächenuormale  wegen  des  Meusuier’schen  Satzes. 
Der  Winkel  zwischen  beiden  sei  9.  Die  Richtuugscosinus  der  Haupt- 
normale sind  für  beliebige  a *) 

i , yV-i  . , ,,  Va*-\ 

f “ 0 ~ 8in<M:  h = cos  ak 

a a 

die  der  Normale  der  Fläche  (7) 


4 : u ( 2a2  -f- 1 \ y 

v - 4‘-a-i (*-  sr V’  q = «' 


n 


wo 


*)  Lchrb.  d.  an.  G.  I.  Teil.  §.  60.  Gl.  (53)  S.  73.  — Grün.  Arch. 
1.  Reihe,  TI.  LVI.  S.  67.  Gl.  (41). 
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Hierans  findet  man  mit  Anwendung  von  Gl.  (7): 


CO80  = f,p~\~g><i’\~h’r  — 2 
das  ist  für  1 — 0 

cos  S0  > 

und  für  1 — R 


(a* — 1)  sin*A  — a*-f-  4 


2 (a*  — 1)  sin*A — (2o*-f  1)]*  -f  27} 
4 — a* 


Va*  + « 14.7 

cosöj  — 1 


(10) 


Bezeichnet  also  p0  den  Krümmungsradius  des  die  Curvc  berührenden 
Normalschnitts  der  Fläche,  so  ist  in  den  Spitzen  p0  = p;  von  da  an 
nimmt  g:p0  = cos  8 beständig  ab  bis  zum  Minimum  (10),  welches 
nur  für  a *=»  +2  null  werden  kann. 


Für  dieselben  Werte  (5)  von  /,  g , h findet  man  die  Gleichungen 

1 

der  Curve  von  constanter  Torsion  — — : 

Qt  cs 


x 


Qi  «*  — l 

2 a 


(1  — sin  1 cos  1) 


(11) 


V — ^ {(«*  + 2 — 3«*sin*A)cosaA 

-|-a(a2-f-2)  sin  Acos  A sinaA} 

p yrt2_i 

* ■—  o 2 — 3a2  sin2A)  sin  aA 

— a (a®  -j-  2)  sin  1 cos  1 sin  aA} 


Für  rationale  a liegt  sie  auf  algebraischem  Cylinder.  Für  a — 2 
werden  die  Gleichungen: 

* f Pi  (A  — sin  A cos  A) 

x a s*n5!*  (^  “ sin*A) 

V3 

2 = -g-  {3A  — sin  A cos  A (3  - - 2 sinsA)j 

Die  durch  Elimination  von  A und  sin  A daraus  hervergehende  Gleichung 
des  Cylinders,  auf  dem  sie  liegt,  ist  vom  4.  Grade  zwischen  ya  und 
(y3*  — &)*  Setzt  man  zur  Abkürzung 
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2 1 

« = *~V3‘;  v = y$y 

so  lantet  sie: 

(l*+4ij’)4  + W(i*  - 171*  *)s  - 45V-4ii')+4f,45‘  = 0 

und  lässt  sich  schreiben: 

tß’+ V)*  - 2p,  ’£!|  * = 4p,*  (2V  - £*)»  (V>  - 2->) 
wird  also  nur  für 

7]*  > 

dann  aber  stets  innerhalb  leicht  zu  erkennender  Intervalle  der  p, 
erfüllt. 

Aus  den  Werten  (5)  von  /*,  g,  h ergeben  sich  ferner  die  Glei- 

1 da 

chungen  der  Curve  constanter  Totalkrümmung  — = nämlich: 


a*  — 1 

x =»  — q3 cos  A 


(13) 


Pf. 


Jf  = 


aY  (a? — 1) 


z = 


Pt 


aV(a®  — lj 


{(a*-f-l)c08  AsinaA — 2asin  AcosaA} 


{(a*  4“  1)  cos  A cos  aA + 2a  sin  A sin  aA} 


Sie  liegt  auf  dem  einschaligen  Rotationshyperboloid : 

(a31  — 1)  (y*  + **)  — = 4ps* 


(14) 


und  ist  algebraisch  für  rationale  a.  Für  a «=»  3 z.  B.  wird  sie  ge- 
bildet durch  den  Schnitt  des  Cylinders  4.  Grades: 


27z4  **=  512pa3(ft  — V2 z) 


(15) 


d& 


Soll  endlich  das  Krümmungsverhältniss  tgA  = g-  constant  sein, 
so  sind  die  Werte 

/*=  sinA;  g «=  cos A cos  a ; A — cosAsino 

als  Functionen  von  a allein  schon  im  voraus  bekannt  *),  und  für  jede 
beliebige  Function  a von  o sind 


*)  Lebrb.  d.  an.  G.  L Teil.  § 59.  Gl.  (45)  S,  71.  — Grün.  Arch. 
1.  Beihe,  T.  LVI.  S.  65.  Gl.  (38). 
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* ~J  y — J z = ä& 

die  Gleichungen  der  Curve.  Diese  sind  algebraisch,  wenn 

* = E Csin  («a-f-  0) 

gesetzt  wird,  wo  die  C und  ß beliebig  constant,  die  a beliebig  ra- 
tional constant,  aber  nicht  =>  0 oder  — ± 1 sind,  und  E die  Summe 
beliebig  vieler  solcher  Terme  bezeichnet.  Die  Gleichungen  der  Curve 
werden : 

x = sin  A JL’C’sin  (a<j-f-0) 

(j 

y =■=  cosA  E {«  cos  o sin  (ertf  -j-  ß)  — sin  <Jcos(«<j-j-ß)} 

(! 

z «=  cos  A E {a8inff8in(«<J-|"^“rCOS(Fcos(aö-f-/3)} 

Ist  7 B. 

c . 

s =*  gSuriu 

so  fiudet  man  durch  Elimination  von  o 


4 t 

y-j-z2  — ^x2cotzA  «**•  t,2COS*A 
cos2A 

»*  “9^SÜ*(4i*+3<:,s,'“U) 


(16) 


Die  Curve  liegt  also  auf  einem  cinschaligen  Rotationshyperboloid 
und  wird  gebildet  durch  den  Schnitt  einer  kubischen  Fläche  erzeugt 
vou  einer  gleichseitigen  /Hyperbel,  deren  Axen  bei  unveränderter 
Richtung  normal  zur  x Axe  in  kubischer  Relation  zu  den  * variiren. 


§4.  Allgemeine  Bemerkungen. 


Zieht  man  durch  einen  Punkt  V einer  Fläche  F eine  Kürzeste 
und  eine  andre  Curve  * auf  /*,  welche  beide  sich  in  P berühren, 
und  ist  (M)  der  Winkel  zwischen  den  Schmiegungsebenen  beider 
Curven,  sind  ferner  g0  und  g ihre  Krümmungsradien  in  P,  so  ist 
bekanntlich 

g = p0  cos  0 (17) 
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Sei  nun  p für  jeden  Punkt  von  s gegeben.  Nimmt  man  auf  der 
Tangente  iu  P ein  unendlich  kleines  Stück  PP‘  an,  so  ist  durch 
die  Tangente  die  Kürzeste  in  unbegrenzter  Ausdehuung,  durch  diese 
p0,  hierdurch  nach  Gl.  (17)  cos0,  mithin  zweideutig  0 bestimmt. 
Setzt  man  indes  Stetigkeit  der  Fläche  in  genügend  hoher  Ordnung 
voraus,  so  behält  0 sein  Vorzeichen  solange,  als  es  nicht  ver- 
schwindet, und  wird  durch  dessen  Wahl  eindeutig.  Durch  0 ist 
dann  die  Schmieguugsebene  in  P und  durch  deren  Schnitt  mit  der 
Fläche  ein  dritter  Punkt  P"  von  « in  gewähltem  uuendlich  kleinem 
Abstand  von  P'  bestimmt  Mit  den  Punkten  P\  P"  kann  man 
ebenso  verfahren,  wie  mit  P,  P' ; man  erhält  einen  neuen  Curven- 
punkt  und  so  fort.  Ausserdem  ergeben  sich  auch  alle  Curveupunkte 
als  Coincidenzpuuktc  der  Schmiegungsebeue. 

Verschwindet  einmal  0,  so  kann  es  sein  Vorzeichen  wechseln, 
und  die  Curve  fiudet  eine  Fortsetzung  auf  der  andern  Seite  der  Kür- 
zesten; aber  nur  sofern  p als  Function  von  s seine  Werte  zurück- 
durchläuft. Wächst  p über  p0  hiuaus,  so  kann  sich  die  Curve  iu 
der  erreichten  Richtung  nicht  fortsetzen.  Der  Punkt  p = p0  ist  im 
allgemeinen  eiu  Rückkehrpuukt. 

Vom  Vorstehenden  machen  wir  Anwendung  auf  den  Fall,  wo  p 
coustant  ist  Es  hat  sich  der  Satz  ergeben: 

„Auf  jeder  bis  zu  2.  Ordnung  stetigen  Fläche  gehen  durch  jeden 
„Punkt  in  jeder  Aufangsrichtung  2 Curvcn  von  gegebener  constanter 
„Krümmung,  soweit  der  Krümmungsradius  des  berührenden  Normal- 
Schnitts  nicht  kleiner  als  der  gegebene  Krümmungsradius  ist.  Die 
„Paukte,  iu  welchen  beide  gleich  werden,  sind  im  allgemeinen  $ück- 
„kehrpunkte.“ 

„Das  ganze  coustant  und  gleich  gekrümmte  Liniensystem  auf 
„einer  Fläche  teilt  sich  in  2 Systeme,  die  durch  positives  und  nega- 
tives 0 unterschieden  sind.  In  jedem  Punkte  und  von  da  aus  iu 
.jeder  Anfangsrichtung  berührt  sich  eine  und  nur  eine  Curve  des 
„einen  und  andern  Teilsystems.“ 

Vergleicht  man  hiermit  die  in  § 3 gegebenen  Beispiele  constant 
gekrümmter  Linien  auf  Rotatioushyperboloiden  und  Rotationsellip- 
soiden, so  zeigt  sich,  dass  die  gefundenen  Curven  bloss  speciell  aus- 
gezeichnete aus  dem  System  darstellen.  Zunächst  ist  mit  der  be- 
sonderu  Fläche  auch  der  Wert  von  p individuell  gegeben.  Ausserdem 
gehen  auch  von  jedem  Punkte  nur  in  zwei  Richtungen  Curven.  Alle 
übrigen  Curven  des  Systems  sind  in  einer  unbekannten  allgemeinem 
Form  enthalten. 
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Cnrven  constanter  Krümmung  haben  schon  früher  bisweilen 
Beachtung  gefunden.  Erst  in  neuester  Zeit  sind  die  Curven  con- 
stanter Torsion  von  Maurice  Foucbe  in  Annales  de  rficole  Normale 
T.  VII  p 335  untersucht  worden.  Es  werden  daselbst  Bedingungen 
aufgestellt,  unter  denen  solche  Curven  algebraisch  sind,  namentlich 
der  Satz:  Jeder  sphärischen  Curve,  deren  Projectionen  auf  die 
Coordinatenebenen  (überhaupt  auf  eine  willkürliche  Ebene)  alge- 
braisch quadrabel  sind,  entsprechen  unendlich  viele  (ähnliche)  Curven 
constanter  Torsion  (d.  h.  also  eine  solche).  Der  grösste  Teil  der 
Untersuchung  bezieht  sich  auf  complexe  Coordinaten  und  imaginäre 
Curven.  Das  Gegenwärtige  ist  daria  (bis  auf  einige  Beobachtungen 
von  § 1.,  die  bei  richtiger  Auffassung  unmittelbar  bekannt  sind, 
hier  jedoch,  verschieden  ausgedrückt,  wesentlich  identisch,  als  Rech- 
nungsresultate erscheinen)  nicht  enthalten. 


Digitized  by  Google 


Bazalal  Neue  Bcleuchtungs- Constructionen  für  flächen  etc. 


113 


VII. 

Neue  Beleuchtungs-Constructionen  für  Flächen, 
deren  zu  einer  Achse  normale  Schnitte  ähnlich 
und  ähnlich  liegend  sind,  im  allgemeinen  und 
für  Flächen  II.  Grades  im  besonderen. 


Von 

Josef  Bazala, 

Professor  a.  d.  k.  k.  Staats-Oberrealschale  in  Bielitz. 


I. 

Synthetische  Ableitung  des  Tangential-  und  des 

Normalbüschels. 

§.  1. 

Durch  die  auf  der  horizontalen  Proj ecti  on sebcne 
normal  stehende  Gerade  A [Taf.  III.  Fig.  1]  sollen  für  die 
Lichtstrahl enrichtuug  Sl  Ebenen  E gelegt  werden, 
denen  die  Beleuchtungsstärken  0,  O’l,  0*2,  0 3 ...  1 zu- 
kommen. 

Denkt  man  sich  durch  einen  Punkt  S der  Geraden  A einen 
Lichtstrahl  Sl  geführt  und  aus  einem  beliebigen  Punkte  l desselben 
auf  die  gesuchten  Ebenen  E normale  Strecken  la[ia  X &']  gefällt, 
so  stellen  dieselben,  wenn  man  die  Strecke  Sl  als  Längeneinheit 
betrachtet,  die  sinus  derjenigen  Neigungswinkel  vor,  welche  der 
Lichtstrahl  Sl  mit  den  genannten  Ebenen  einschliesst  Diese  Strecken 
la,  weiche  im  Grundrisse  in  wahrer  Grösse  erscheinen,  müssen  daher 

Arch.  d.  Math.  u.  Phyaik  2.  Beihe,  T.  XL  ® 
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beziehungsweise  die  Längen  0,  0'  1,  0*2,  0‘  3 . . . 1 haben.  Wird 
aus  S'  mit  dem  Halbmesser  aS'I'  der  Halbkreis  Je  beschrieben,  so 
braucht  man,  da  die  beiden  Abstände  l‘a’  und  ßy[ßy  X S1/*]  einander 
gleich  sind,  um  die  gesuchten  Ebenen  zu  erhalten,  nur  die  als  Län- 
geneinheit angenommene  wahre  Grösse  von  Sl  auf  der  zu  V normal 
gezogenen  Geraden  nach  S'Iq  anfzutragen,  diese  Strecke  in  10  gleiche 
Teile  zu  teilen,  durch  die  Teilungspunkte  Parallele  zu  S'i  zu  führen 
und  S'  mit  den  auf  Je  sich  so  ergebenden  Punkten  ß durch  Gerade 
zu  verbinden. 

Will  man  die  Normalen  der  durch  A gehenden,  dio  Beleuch- 
tungsstärken 0,  0*1,  0*2,  0*3  . . . 1 besitzenden  Ebenen  darstellen, 
so  braucht  mau  blos  die  angegebene  Constructiou  in  einer  um  90° 
gedrehten  Lage  auszuführen. 

Wir  nennen  nach  Dr.  L.  Burmester  diese  beiden  Büschel  Tan- 
gential-, beziehungsweise  Normalbüschel,  S'I1  die  Richtung 
und  S'Zy  dio  Seal  enlänge  derselben  Die  Strecke  S'l\  mit  welcher 
der  Kreis  k zu  beschreiben  ist,  wollen  wir  den  Radius  des  be- 
treffenden Büschels  nennen.  *) 


II. 

Beleuchtungs-Constructiouen  bei  gewöhnlicher  Darstellung 

durch  Grund-  und  Aufriss. 

A,  Für  das  elliptische  Paraboloid. 

§.  2. 

ln  Fig.  2 ist  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Achse  AB 
normal  zur  Grundrissebene  steht,  durch  den  zur  Aufrissebene  pa- 
rallelen Ilauptschuitt  M und  die  Grundspur  F dargestellt. 

Bevor  wir  bei  der  vorliegenden  Fläche  für  die  Lichtstrahlon- 
richtung  Sl  die  Isophoten  construiren,  bestimmen  wir  den  Grundriss 
der  Selbstschattengrcnze  o.  Wir  suchen  zunächst  den  in  M liegen- 
den Punkt  derselben  \l"  berührend  au  M",  B"ß  = aB ",  ßo"  § xu 
o'o  bestimmen  dann  mittelst  des  die  kleine  Achse  von  P 

im  Mittelpunkte  A berührenden  Kreises  x die  zu  S'I'  conjugirto 


1)  Dr.  L.  Burmester  gelangte  zur  Constructiou  dieser  Büschel  auf  ana- 
lytischem Wege  [S.  L.  Burmester  „Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung 
gesetzmüssig  gestalteter  Flächen“,  Leipzig  1871.] 
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Richtung  Ac0[Ab  fl  CD , bs  X S'l'  b0,  b0ec0  *)]  und  führen  parallel 
zu  letzterer  den  Grundriss  der  Selbstschattengrenze  o. 

Um  die  in  irgend  einer  Seitenlinie  bei  Annahme  von  10  Be- 
leuchtungsstufen liegeudeu  Isophotonpunkte  zu  erhalten,  benutzen 
wir  eiueu  Cyliuder  C, , welcher  das  Paraboloid  in  A/i  berührt,  und 
dessen  Richtung  tx  zu  Af/  conjugirt  sein  muss  Die  Isophoten  von 
welche  Erzeugende  sind,  schueiden  Afj  iu  den  gesuchten  Isopho- 
tenpunkteu.  Sollen  die  Isophoten  der  Cylindertläche  C\  dargestellt 
werden,  so  hat  man  einen  Normalschnitt  N\  derselben  zu  zeichnen, 
in  seiner  Ebene  den  entsprechenden  Tangentialbüschel  Txl  zu  con- 
struiren,  dann  parallel  zu  den  Strahlen  des  letzteren  Tangenten  an 
iVj  zu  führen  und  durch  die  sich  so  ergebenden  Berührungspunkte 
die  Cylinder-Erzeugenden  zu  ziehen..  Wir  legen  die  Normal  schnitte 
der  sämtlichen  den  einzelnen  Seitenlinien  entsprechenden  Berühruugs- 
cyliuder  durch  die  Flächenachse  AB  [A'e1  senkr.  auf  t,J  und  drehen, 
um  in  Nu  A2,  A3  . . die  Tangentialbüschel  darstellen  zu  können, 
diese  Ebenen  um  AB  in  eine  zur  Aufrissebene  parallele  Lage.  Sehr 
zweckmässig  ist  es  dabei,  alle  zur  Anwendung  kommenden  Tangen- 
tialbüschel auf  einen  gemeinsamen,  in  AB  liegenden  Scheitel  S zu 
verlegen  und  für  dieselben  eine  gemeinsame  Scalenlänge  Sl  anzu- 
nehmen. Bestimmt  man  zu  dem  Behufe  ein  für  allemal  die  wahre 
Grösse  S"l0  von  Sl , teilt  dieselbe  iu  10  gleiche  Teile  und  führt 
durch  die  Teilungspunkte  aus  S"  concentrische  Kreise,  so  erspart 
man  bei  den  einzelnen  Tangentialbüscheln  das  Aufträgen  der  Scalen- 
teile. Weil  dann  die  Projectionen  der  Strecke  NI  auf  die  einzelnen 
Normalschnitte  sowol  die  Richtungen  als  auch  die  Radien  der  ent- 
sprechenden Büschel  bilden,  so  kann  die  Construction  der  parallel 
zur  Aufrissebene  gedrehten  Taugeutialbüschel  sehr  erleichert  werden, 
wenn  mau  ein  für  allemal  über  S'l‘  als  Durchmesser  den  Kreis  k 
beschreibt  und  durch  l"  eine  zu  x parallele  Gerade  führt.  Man 
braucht  daun  nur  die  Strecke  S'  dx  nach  /Uj  zu  übertragen,  um  in 
S "Ij  die  Richtung  und  den  Halbmesser  für  den  dem  Normalschnitte 
A,  entsprechenden  Taugeutialbüschel  Tsl  zu  erhalten.  Auf  dem  zu 
#S"A,  normalen  Radius  würde  schon  durch  die  conceutrischen  Kreise 
die  Scala  desselben  entstehen. 

Damit  wir  den  Normalschnitt  A7,  des  Uyliuders  C\  nicht  darzu- 
stellen brauchen,  projiciren  wir  denselben  samt  dem  iu  seiner  Ebene 
liegenden  Taugentialbüschel  in  der  Richtung  der  Cyliudererzeu- 


1)  Diese  Construction  conjugirter  Durchmesser  der  Linien  II.  Ordnung 
findet  man  in  I)r.  L.  Burmestcr’s  „Theorie  und  Darst.  d.  Beleuchtung  . . 
p.  35. 
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genden  auf  die  Ebene  Mx  und  von  hier  in  der  Richtung  ala  auf  den 
Hauptschnitt  M.  Der  dadurch  in  letzterem  entstehende  Strahlen- 
btischel  Tm  muss  dann  zu  Ty,  affin  sein,  wobei  AB  die  Affluitäts- 
achsc  ist.  Man  kann  Tm  am  schnellsten  erhalten,  wenn  man  den 
Tangentialbüschel  Ty,  mit  einer  zu  AB  parallelen  Geraden  schneidet 
und  die  dadurch  entstehende  Punktreihe  auf  den  affin  entsprechen- 
den Träger  in  der  Richtung  cxa  projicirt.  Parallel  zu  den  Strahlen 
des  Büschels  Tm  sind  dann  an  M"  Tangenten  zu  führen,  ihre  Be- 
rührungspunkte zu  markiren  und  letztere  schliesslich  auf  die  Seiten- 
linie Mx  in  der  Richtuug  ««£  zu  projiciren. 

Weil  3/"  eine  Parabel  ist,  so  ist  es  zweckmässig,  statt  der  Rich- 
tungen der  au  M"  zu  führenden  Tangenten  die  der  entsprechenden 
Normalen  zu  bestimmen.  Das  ist  möglich,  wenn  man  den  ganzen 
rücksichtlich  der  Strahlenbüschel  Ty,  und  Tm  angedeuteten  Vorgang 
in  einer  um  90°  gedrehten  Stellung  durchführt,  d.  h.,  wenn  man 
ursprünglich  statt  des  Tangeutialbüschels  den  der  Ebene  Nx  ent- 
sprechenden Normalbüschel  Sy,  construirt.  Au  Stelle  der  Affiini- 
tätsachse  AB  tritt  daun  die  Aftinitätsachso  m,  und  der  Büschel  Sy, 
ist  durch  eine  zu  m parallele  Gerade  zu  schneiden,  damit  sich  aus 
ihm  einfachst  möglich  der  affino  Normalbüschel  S.v  ergibt.  Verlegt 
man  den  Scheitel  des  letzteren  in  den  Brennpunkt  F der  Parabel 
M"  und  schneidet  ihn  durch  die  Directrix  r derselben,  so  ergeben 
sich  die  auf  M"  zu  bestimmenden  Punkte,  wenn  man  durch  die 
Punktreihe  r Parallele  zu  A "B"  zieht.  Zu  denselben  Punkten  muss 
man  aber  auch  gelangen,  wenn  mau  mit  Beibehaltung  des  Scheitels 
S " den  Normalbüschel  Sm  durch  eiuo  zu  r parallele  Gerade  schnei- 
det, die  von  S"  dieselbe  Entfernung  hat,  wie  r von  /•’,  und  dann 
durch  die  sich  dadurch  ergebende  Puuktreihe  einen  Parallelstrahlen- 
büschel Fm  mit  der  Richtuug  Ä'B " führt.  Der  letztere  hat  mit  dem 
Büschel  Sy,  deu  Strahl  &'A"  gemeinsam,  weshalb  beide  perspecti- 
visch  sein  müssen.  Ebenso  muss  auch  der  Aufriss  des  dem  Büschel 
Fm  in  der  Ebene  Mx  affin  entsprechenden  Parallelstrahlenbüschels 
Fm,  zum  Normalbüschel  Sy,  pcrspcctivisch  sein  Bestimmt  man  des- 
halb im  Grundrisso  zu  dem  in  Mx  liegenden  Punkte  o der  Selbst- 
schattengrenze den  affinen  Punkt  o auf  3/  und  zieht  durch  beide 
Punkte  die  Strahlen  der  Parallelbüschel,  so  treffen  dieselben  den 
entsprechenden  Strahl  o des  Büschels  Sy,  in  2 Punkten,  [durch 
wclcho  die  zu  xx  parallelen  perspektivischen  Achsen  rx  und  px  zu 
ziehen  sind.  Wird  der  Büschel  Sy,  durch  dieselben  geschnitten,  so 
liefert  der  dauu  durch  die  Punktreihe  rx  gehende  Parallelstrahlen- 
büschcl  die  auf  M"  gesuchten  Punkte,  während  der  aus  der  Punkt- 
reihe  ^ entstehende  Parallelstrahleubüschel  nicht  nur  die  Grundrisse 
der  auf  Mx  liegenden  Isophoteupuukte  gibt,  sondern  auch  durch  die 
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Aufrisse  derselben  geht.  Letztere  erhält  man,  wenn  man  durch  die 
auf  3/"  entstehenden  Punkte  Parallele  zu  a*i  zieht. 

Die  ganze  Construction  kann  noch  dadurch  ein  wenig  verein- 
facht werden,  dass  man  bei  dem  Beginne  derselben  die  Tangente  tx 
gar  nicht  führt,  sondern  N\  gleich  normal  zu  der  durch  den  Kreis 
x sich  ergebenden  Richtung  zieht. 

Der  mit  der  Scala  zusammenfallende  Strahl  des  Normal- 

büschels liefert  bei  obigem  Vorgänge  denjenigen  Punkt  der  Seiten- 
linie J/| , welchem  ein  Maximum  der  Beleuchtungsstärke  zukommt 
(Maxiinal-I  sopho  tenpunkt).  Es  ist  auch  leicht  einzusehen, 
dass  man  durch  Unterteilung  der  Scala  Punkte  einer  beliebigen  Be- 
leuchtungsstärke erhalten  und  auch  zu  jedem  Punkte  der  gegebenen 
Fläche  durch  Ausführung  obiger  Construction  in  umgekehrter  Auf- 
einanderfolge die  Beleuchtungsstärke  bestimmen  kann. 

Empfehlenswert  ist  es,  vor  allem  diejenigen  Seitenlinien  zu  be- 
handeln, bei  welchen  der  Maximal-Isophotenpunkt  einer  der  10  an- 
genommenen Beleuchtungsstufen  angehört.  Die  Scalen  der  betref- 
fenden Normalbüschel  müssen  durch  die  Schnittpuukte  der  Geraden 
g mit  den  coucentrischen  Kreisen  gehen  und  die  ihnen  entsprechen- 
den Seitenlinien  bekommt  man,  wenn  man  die  zwischen  den  ge- 
nannten Schnittpunkten  und  dem  Punkte  X liegenden  Strecken  von 
S'  aus  bei  dem  Kreise  Tc  als  Sehnen  aufträgt  und  dann  den  Kreis  jc 
benutzt.  Jede  dieser  Seitenlinien  muss  in  ihrem  Maximal- Isophoten- 
punkte  eine  Isophote  berühren. 

'Wichtig  ist  auch  die  Vornahme  der  den  Lichtpol  enthaltenden, 
dann  der  durch  den  den  Lichtstrahl  Sl  gehenden  Seitenlinie  und 
der  beiden  Hauptschnitte  der  Fläche. 

Wir  wollen  noch  in  dem  construirten  Isoplioten- 
punkte  5 die  Isophotentangente  bestimmen.  Dieselbe  er- 
gibt sich,  wenn  man  einen  Lichtstrahl,  z.  B.  den  durch  den  Punkt 
5 gehenden  l , auf  die  das  Paraboloid  in  dem  Punkte  5 berührende 
Ebene  Eb  projicirt,  hierauf  die  sich  dadurch  ergebende  Richtung  als 
neue  Lichtstrahlenrichtung  betrachtet  und  für  diesclbo  im  Punkte  5 
die  Tangente  der  Selbstschatteugrcnze  construirt;  letztere  ist  schon 
die  gesuchte  Isophotentangente  *).  Um  die  Ebene  Eb  zu  erhalten, 
bestimme  mau  im  Punkte  5 die  Tangente  x an  die  Seitenlinie 
[B"g  = yB"  j 

1)  S.  d.  Verf.  r Allgemeine  Theorie  der  Isophotcntangcnten  und  Construction 
derselben  für  Flächen  II.  Grades“  [Arch.  d.  Math.  u.  Fhys.,  2.  Reihe,  TcilV, 
p.  113.] 
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uud  suche  ihren  Grundspurpuukt  f,  durch  welchen  dio  Grundspur 
u der  Berühruugsebene  parallel  zu  geht.  Die  iu  der  Ilaupt- 
schnittebene  M liegende  Spur  derselben  ergibt  sich  dann  in  Um 
nun  l auf  die  Ebene  uo  zu  projiciren,  führen  wir  zu  letzterer  durch 
den  Punkt  5 eine  Normale  n [n"  senkr.  auf  ö"£",  n‘  senkr.  auf  m] 
und  bringen  die  durch  l und  n gehende  Ebene , deren  Grundspur 
Hh  ist,  mit  der  Ebene  ua  zum  Schnitte.  Die  Schnittkante  5/a  ist 
die  neue  Lichtstrahlenrichtung  und  die  ihr  entsprechende,  durch  den 
Punkt  5 gehende  Ebene  Es  der  Selbstschattengrenze  ist  zu  öfi  con- 
jugirt.  Durch  den  gemeinsamen  Punkt  v der  Ebenen  Es  und  Eb 
geht  die  verlangte  Isophotentangente  t. 

Die  behandelten  Beleuchtungsconstructioneu  lassen  sich  in  un- 
geäuderter  Form  auch  ausführen,  wenn  kein  Hauptschuitt  des  Para- 
boloides  zu  einer  Projectiousebeno  parallel  ist,  und  auch  dann,  wenn 
statt  desselben  irgend  eine  andere  Seitenlinie  gegeben  ist. 

B.  Für  andere  Flächen,  deren  zu  einer  Achse  normale  Schnitte 
ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind. 

§.  3. 

Um  dio  vorgeführte  Beleuchtungsconstruction  auf  ein  Ellip- 
soid  anzuwenden,  denken  wir  uns  dasselbe  durch  die  zur  Grund- 
rissebene normale  Flächeuacbse  BC  uud  den  zu  BC  normaleu 
liauptschnitt  P gegeben.  Wir  zeichnen  über  BC  als  Durchmesser 
einen  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Kreis  M und  legen 
ihn  unserer  Constructiou  in  derselben  Weise  zu  Grunde,  wie  dies 
im  vorigen  Paragraphen  bezüglich  des  Hauptschnittes  M geschehen 
ist.  Construirt  man  dann  für  eine  bestimmte  Seitenlinie  Mx  den 
Normalbüschcl  Syt  des  Beriihrungscylinders  wieder  so,  dass  ‘sein 
Scheitel  S " in  dio  Verlängerung  von  B"C"  fällt  [Fig.  3],  so  ergibt 
sich  aus  ihm  iu  bekannter  Weise  der  affin  entsprechende,  sich  auf 
M"  beziehende  Normalbüschel  Sm . Verschiebt  man  letzteren,  bis 
sein  Scheitel  in  den  Mittelpunkt  Ä'  von  M"  fällt,  so  ist  er  auch 
in  dieser  Stellung  zum  Büschel  Sst  perspectivisch , weil  in  Ä'S" 
zwei  einander  entsprechende  Strahlen  zusammen  fallen,  uud  gibt 
gleich  die  auf  M”  zu  bestimmenden  Punkte.  Um  die  perspectivische 
Achse  pj  beider  Büschel  zu  erhalten,  kann  mau  auch  hier,  wie  beim 
Paraboloide,  vorerst  den  Grundriss  der  Selbstschattengreuze  be- 
stimmen und  zu  dem  sich  in  Mt  ergebenden  Greuzisophotenpuukte 
0 den  entsprechenden  Punkt  auf  M"  suchen.  Durch  letzteren  geht 
der  Nullstrahl  des  Büschels  A",  uud  wo  dieser  deu  Nullstrahl  des 
Büschels  Sjtt  trifft,  ist  ein  Punkt  der  perspectivischen  Achse 
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Die  anf  Mx  liegenden  Isopbotenpnnkte  bekommt  man  dann  am 
schnellsten,  wenn  man  den  Büschel  A " nicht  nur  durch  den  Kreis 
M"  schneidet,  sondern  auch  durch  einen  zweiten,  zu  M"  concen- 
trischen  Kreis  Nlf  dessen  Durchmesser  gleich  ist  der  kleinen  Achse 
der  Ellipse  M"  [Vergl.  Fig.  2 unserer  „Allgemeinen  Theorie  der 
Isophotentangenten  . . . “]. 

Man  kann  aber  das  vorherige  Zeichnen  der  Selbstschattengrenze 
auch  vermeiden,  wenn  man  einen  Strahl  des  Büschels  A"  direct  be- 
stimmt. Denkt  man  sich  nämlich  den  dem  Normalschnitto  AT,  [vgl. 
Fig.  2]  entsprechenden  Tangentialbüschel  T’v,  durch  eine  in  der 
Entfernung  A'cx  von  S parallel  zu  AB  geführte  Gerade  geschnitten, 
so  muss  die  entsprechende  Gerade  beim  affinen  Tangcntialbüschel 
Tu  die  Entfernung  A'a  von  S haben.  Trägt  man  demnach,  da  wir 
die  genannten  Taugentialbüschel  in  einer  um  90°  gedrehten  Stellung 
ausführen,  die  Strecke  A cl  nach  S"a  [Fig.  3]  auf  und  zieht  r, 
normal  zu  A”S'\  so  ergibt  sich  auf  rx  eine  Puuktreihe,  von  welcher 
wir  einen  Punkt,  z.  B.  6,  markiren.  Aus  ihr  erhält  man,  wenn  man 

uSx  — Ä a* 

macht,  in  Sm  6 den  entsprechenden  Strahl  des  naeh  Sm  verschobenen 
Normalbüschels  Sm.  Parallel  zu  Sm&  wird  der  Strahl  6 des  Büschels 
A"  gezogen,  und  durch  den  Schnittpunkt  des  letzteren  mit  dem 
Strahle  5"  6 bekommt  man  die  Affinitätsachse  qx  zwischen  den 
Büscheln  Syt  und  A". 

Bei  dem  Ellipsoido  sind  für  das  Zeichnen  der  Grundriss-Iso- 
photcn  auch  die  Isophoten punkte  der  Horizontalcontour 
von  grosser 'Wichtigkeit.  Sie  werden  als  Isophotenpunkto  des  die 
Fläche  nach  der  Horizontalcontour  berührenden  Cyiinders  mittelst 
des  im  Grundrisse  herzustellenden  Tangentialbüschels  erhalten , der 
S‘l'  zur  Richtung  und  zum  Radius  und  die  wahro  Grosse  von  Sl 
zur  Scalenlänge  hat. 

Unsere  Construction  lässt  sich  auch  ganz  einfach  durchführen, 
wenn  bei  der  beleuchteten  Fläche  die  gegebenen  Linien  M"  und  P 
ganz  beliebig  sind.  Man  zeichnet  in  diesem  Falle  die  Evolute  E 
von  M"  und  geht  im  übrigen  so  vor,  wie  es  zuletzt  bezüglich  des 
Ellipsoidcs  angedeutet  wurde.  Nur  hat  man  hier  nicht  den  Büschel 
A",  sondern  den  Büschel  Sm  zu  bestimmen  und  parallel  zu  dessen 
Strahlen  Tangenten  an  E zu  führen.  Aus  den  sich  dadurch  auf  M" 
ergebenden  Fusspunkten  werden  schliesslich  dio  entsprechenden 
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Punkte  in  Mi  mit  Benutzung  der  Grundrisse  von  M und  A/,  con- 
struirt  *). 

Wie  sich  unsere  Construction  bei  Behandlung  der  beiden  Hyper- 
boloide gestaltet,  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  sehen. 


1)  Vergl.  d.  Verf.  „Beleuchtungs-Constructionen  für  Flächen,  deren  zu 
einer  Achse  normale  Schnitte  ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind,  bei  orthogo- 
naler und  bei  pcrspectivischer  Darstellung“  [Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe, 
Teil  I.  p.  266.] 

Bei  dieser  Gelegenheit  erlaubt  sich  der  Verfasser,  die  in  der  citirten  Ab- 
handlung in  Folge  eines  Versehens  stehen  gebliebenen  Druckfehler  anzu- 
führen: 


Seite  267,  Zeile  21  v.  ob.,  statt  A/'A'  setze  h"h' 


S'S—S,Sn  setze  = S'SU 


269 

4 

«n  *\ 

eiai‘ 

5 

M' 

14  V.  U. 

der 

die 

270 

10  v.  o. 

<*d 

271 

8 v.  o.  soll  es  heissen: 

derSelbstschatt« 

schattengrenze  < 

272 

9 v.  u., 

statt  e{B  setze  ( et)B 

273 

13  v.  o. 

eAB 

(e4)B 

6 v.  u. 

umgekehrte  urogeklappte 

4 

«(vi  II  (0 

-<*.)|  1(0 

275 

8 

e,  a 

l«i)<* 

276 

3 v.  o, 

KO«* 

10)*^ 

4 

r 

V 

277 

4 y.  u. 

K 

VI,  Fig. 

1,  statt  zll 

setze  x, 

£ 

E" 

M, 

M0 

M9‘ 

A 

A' 

M' 

Mi' 

Zum  Schnittpunkte  der  Geraden  und  f4  setze  a4 
Fig.  la,  Zum  Schnittpunkte  der  gestrichelten  Geraden  ß'8  und  l0 
setze  O0 

Zum  Schnittpunkte  der  Geraden  S' 8 und  D'  setze  D0 
statt  k setze 
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III. 


Beleuchtungs-Constructionen  bei  axonometrischer 

Darstellung. 

A.  Für  das  elliptische  Hyperboloid. 

§•  4. 

In  Fig.  4 ist  bei  axonometrischer  Darstellung  ein  elliptisches 
Hyperboloid,  dessen  eine  imaginäre  Achse  zur  Projectionsebene 

Fig.  2.  Ganz  oben  statt  0 setze  o 

% Zum  Berührungspunkte  der  durch  s gehenden  gestrichelten 
Geraden  setze  as 

Zum  Schnittpunkte  der  Geraden  Alx  und  setze  ax 

mn  t,  et 

Fig.  2a,  Statt  des  Punktes  S in  der  Geraden  x setze  S' 
statt  v setze  v, 
ve  verlängere  bis  <5 
Zum  Punkte  0 auf  Dx  setze  sx 
statt  des  Punktes  0 auf  (Z),)  setze  (0) 

@ setze  (») 

Zum  Mittelpunkte  von  k0  setze  S0 
Taf.  VII,  Fig.  3,  Ganz  oben,  statt  M setze 

Die  Gerade  Aa  bezeichne  mit  Al 1 
Aax  Mx' 

statt  t setze  ^ 

Die  Gerade  S'U  beeeichnc  mit  V 
Sh  l 

Zum  Mittelpunkte  von  ku  setze  S0 

Fig.  4,  Statt  t4  setze  t4" 
t t " 

P P " 

Zum  Schnittpunkte  der  Linien  Q"  und  x,  setze  a" 

Die  Parabel  bezeichne  mit  iy 

Die  durch  den  Punkt  9 gehende  Gerade  bezeichne  mit  tg 

statt  a setze  a' 
o,  o,# 

Die  Gerade  ne,«,  bezeichne  mit  nm 
Fig.  4a,  Statt  S setze  S ' 
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parallel  ist,  so  angenommen  worden,  dass  AD  die  reelle  Flächen- 
achse, M ein  Hauptschnitt  mit  den  Asymptoten  2F,  P ein  zu  AB 
normaler  Flächenschuitt,  x die  zur  Projectionsebene  parallele  Achse 
des  letzteren  und  v der  Neigungswinkel  der  Ebene  P gegen  die 
Projectionsebene  ist 1). 

Wir  wählen  die  Ebene  P als  Constructionsgrundriss  und  be- 
nutzen wieder  zur  raschen  Darstellung  conjugirter  Durchmesser  von 
P einen  Kreis  x mit  dem  Punkte  £.  Die  Lichtstrahlenrichtung  ist 
durch  Al  und  Ai  vollkommen  bestimmt.  Um  den  iu  Fig.  2 im 
Grundrisse  dargestellten  Teil  der  ganzen  Beleucbtuugscoustruction 
auch  hier  ausführen  zu  köunen , müssen  wir  die  Ebene  P um  x so 
lange  drehen,  bis  sie  zur  Bildebene  parallel  wird.  Dabei  kommt  l' 
nach  (O,  so  dass  wir  über  S\l‘)  als  Durchmesser  den  Kreis  (k) 
führen  können. 

Sollen  die  in  einer  beliebigen  Seitenlinie  M±  des  Hyperboloides 
liegenden  Isophotenpuukte  dargestellt  werden,  so  bestimme  man  die 
umgcklappto  Stellung  (tt)  der  entsprechenden  Tangente  [f,  ßa, 
ß(ß)\\AB,  a(ß)  («j)],  und  den  zugehörigen  Normalschuitt  (iV,)  des 
Berührungscylinder8  [(iVj)  senkr.  auf  (*,)].  Coustruirt  mau  noch 
ein  für  allemal  die  wahro  Grösse  ci2  der  Projicircnden  IV 

[c  i *=»  ll\  i i2  |]  :r] 

so  hat  man  alle  Angaben  zur  Darstellung  des  in  Nt  zu  construiren- 
den  Tangentialbüschels  T\\.  Um  die  einzelnen  Büschel  bequem 
zeichnen  zu  können,  legen  wir  auch  bei  axonometrischer  Darstellung 
alle  Scheitel  derselben  auf  einen  Punkt  & der  Flächenachse  AB 
und  drehen  allo  Normalschnitte  vorerst  um  AB  iu  die  Lage  M und 
aus  dieser  um  die  durch  S gehende,  zu  x parallele  Gerade  m in 
eine  zur  Bildebene  parallele  Stellung.  Wird  jetzt  der  Tangential  - 
büschel  Tyv  auf  die  im  §.  2.  angegebene  Art  dargestellt 

A *=»  ci2,  ^9  II  A Iq  ==  A{V)\  AA,  =>  S'  u.  s.  w.  | 

und  um  m in  die  Ebene  M zurückgedreht,  so  müssen  die  Projectio- 
nen  der  beiden  cougrueuten  Tangentialbüschel  affin  sein.  Denkt 
man  sich  hierauf  den  Normalschnitt  iV,  des  Berührungscyliuders 
samt  dem  in  seiner  Ebene  liegenden  Büschel  Tyl  aus  der  Ebene  M 
in  die  Ebene  N\  zurückgedreht  und  von  hier  auf  die  Ebene  M so 
projicirt,  dass  sich  M als  Projection  von  AT,  ergibt,  so  muss  der 


1)  S.  d.  Vcrf.  „Constructionen  über  Flächen  II.  Grades  in  allgemeiner 
Parallclprojcction“  (Progr.  d öffentl.  Oberrealschule  i.  d.  Josefstadt  in  Wien, 
188l|2). 
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dadnrch  in  der  Ebene  M entstehende  Tangeatialbüschel  Tm  eben- 
falls zu  dem  Büschel  Tyt  affin  sein;  SA  ist  dabei  die  Affinitäts- 
achse. Nun  sind  parallel  zu  den  Strahlen  der  Projection  des  Büschels 
Tm  an  das  Bild  M Tangenten  zu  führen  und  ihre  Berührungspunkte 
zu  bestimmen. 

Die  auf  M entstehenden  Berührungspunkte  werden  aber  schneller 
erhalten,  wenn  man  statt  der  Richtungen  der  Tangenten  die  durch 
S gehenden  Richtungen  der  Normalen  bezüglich  des  Bildes  M be- 
stimmt. Dies  geschieht  dadurch,  dass  man  die  ganze  soeben  be- 
sprochene Construction  der  Tangentialbüschel  in  einer  um  90°  ge- 
drehten Stellung  ausführt.  Fällt  mau  dann  von  S eine  Normale 
auf  die  Asymptote  F von  M und  zieht  durch  ihren  Fusspunkt  <5  die 
zu  x parallele  Gerade  {r.,},  so  liefert  der  Normalbüschel  Sm  auf  {r,J 
eine  Punktreihe,  die,  mit  0 durch  Strahlen  verbunden,  auf  M die 
gesuchten  Berührungspunkte  gibt. 

Denkt  man  sich  den  Tangentialbüschel  Tyx  im  Normalschnitte 
jV,  durch  eine  zu  AS  parallele  Gerade  gy  geschnitten,  welche  von 
S die  Entfernung  A(el)  hat,  so  entspricht  dieser  Punktroiho  in  dem 
Büschel  Tm  diejenige  gy,  welche  von  S die  Entfernung  An  hat. 
Werden  diese  beiden  Büschel  in  einer  zur  Bildebene  parallelen  Lage 
construirt,  und  dreht  man  dann  ihro  Ebene  um  m,  bis  sie  in  die 
Lage  M kommt,  so  werden  die  Projectionen  der  Punktreihen  gy  und 
gy  proportionale  Verkleinerungen  der  Punktreihen  gy  uud  gy  sein. 
Anstatt  aber  die  Punktreihe  g. v mit  Beibehaltung  ihres  Trägers  im 
Verhältnisse  Ci2:Ci  zu  verkleinern,  kann  man  zur  Projection  des 
Büschels  Ty  auch  gelangen,  wenn  man  die  Punktreihe  gy  beibehält 
und  ihre  Entfernung  >4«  vom  Scheitel  S im  Veahältnissc  Ci : Ci^  ver- 
grössert 

[Cy  = Aa,  yy2l*] 

Da  wir  aber  die  genannten  Büschel  in  einer  um  90®  gedrehten  Stellung 
darstellen,  so  wollen  wir,  um  die  ganze  Construction  soweit  möglich 
zu  vereinfachen,  den  Scheitel  S so  annehmen,  dass  die  Strecke 
gleich  wird  der  Strecke  Cy2.  Man  kann  ja  das  rechtwinkelige  Drei- 
eck SS  <5,  von  welchem  die  Richtung  der  Hypotenuse  und  die  Kathete 
££  bekannt  sind,  vorerst  weiter  oben  coustruiren  und  es  dann  so 
lange  verschieben,  bis  der  Eckpunkt  <5  in  die  Asymptote  T fällt. 
Wir  zeichnen  nun  bei  dem  Normalbtischel  Syx  den  Träger  [rj] 
jener  Punktreihe,  welche  der  Punktreihe  gy  des  Tangentialbüschels 
entspricht,  in  der  Entfernung  A{eJ  von  S.  Die  der  Punktreihe  [r,] 
congruente  in  der  Projection  des  Normalbüschels  Sy  muss  dann  auf 
ta}  liegen.  Weil  aber  der  durch  die  Punktreihe  {r, } und  den  Mittel- 
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punkt  0 des  Hyperboloides  bestimmte  Strahlenbiiscbel  ebenfalls  zum 
Normalbüschel  S\t  perspectivisch  liegt,  so  bestimmen  wir  zunächst 
auf  M nur  einen  Berührungspunkt,  z.  B.  den  Punkt  4,  und  con- 
struiren  dann  mittelst  der  beiden  Strahlen  £4  und  04  der  zwei  zu- 
letzt genannten  Büschel  die  perspectivische  Achse  r,  derselben. 

Die  auf  M entstehenden  Punkte  sind  schliesslich  auf  die  Seiten- 
linie Mv  zu  projiciren.  Denken  wir  uns  dabei  auch  den  Central- 
büschel Oj*i  initprojicirt,  so  entsteht  in  der  Ebene  3f,  ein  neuer 
Centralbüschel  0pt,  »dessen  Bild  zum  Büschel  S.\\  gleichfalls  per- 
spectivisch liegen  muss.  Wir  projiciren  deshalb  zuuäeht  wieder  nur 
den  Punkt 

4[4a<J,  ax  ö4,  4 4 Q a aj] 

führen  durch  den  neuon  Punkt  4 den  Strahl  des  Büschels  0p1  und 
bestimmen  aus  den  beiden  einander  entsprechenden  Strahlen  der 
Büschel  Syt  uud  Opj  den  Puukt  4 ihrer  Aftinitätsachse  p2.  Einen 
zweiten  Punkt  q derselben  bekommt  mau  auf  der  Geraden  r„  wenn 
man  0^  parallel  zu  aat  zieht.  Der  Normalbüschel  Syt  ist  also 
gleichzeitig  durch  die  beiden  Träger  rt  uud  gx  zu  schneideu.  Aus 
der  Punktreihe  rx  ergeben  sich  daun  die  Puukte  auf  M.  Nun  werden 
die  durch  die  Punktreihe  p!  gehenden  Strahlen  geführt  und  schliess- 
lich durch  dio  auf  M liegenden  Punkte  Parallele  zu  aax  gezogen. 

Auch  bei  axonometrischer  Darstellung  lässt  sich  diejenige  Seiten- 
linie, welche  die  Lichtpole  der  Fläche  enthält,  leicht  finden.  Ebenso 
ist  es  auch  hier  zweckmässig,  den  Meridian,  welcher  den  Lichtstrahl 
Al  enthält  und  auch  den  Hauptschuitt  M der  Fläche  nicht  unbo- 
haudelt  zu  lassen.  Die  in  § 2.  angegebene  Coustruction  von'Isopho- 
tentaugenten  ist  auch  bei  axonometrischer  Darstellung  durchführbar. 

Von  grosser  Wichtigkeit  für  das  Zeichnen  der  Isophoten  sind 
auch  die  in  der  Contour  liegenden  Isophotenpuukte.  Sie  lassen  sich 
einfach  als  Isophotenpunkte  eines  auf  der  Bildebene  normal  stehen- 
den Cylinders  mittelst  eines  Normalbüschels  darstelleu,  dessen  Rich- 
tung und  Radius  durch  Sl  angegeben  wird,  uud  dessen  Scalenlängo 
gleich  Sl0  ist.  Dabei  ist  es  am  zweckmässigsten,  vorerst  dio  Con- 
tour uud  ihre  Asymptoten  Te  zu  construiren  *) , daun  den  Scheitel 
des  erwähnten  Normalbüschels  nach  £ zu  verlegen,  von  S eine  Nor- 
male auf  Tc  zu  fällen  und  in  der  mehrerwähnten  Weise  fortzu- 
fahren. 


1)  S.  d.  Verf.  „Constructioncn  über  Flächen  II.  Grades  in  allgemeiner 
Parallclprojection“. 
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B.  Für  andere  Flächen,  deren  zu  einer  Achse  normale  Schnitte 
ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind. 

§.  5. 

Wird  ein  windschiefes  Hyperboloid  axonometrisch  so 
dargestent,  dass  eine  reelle  Axo  xx  der  Fläche  parallel  zur  Pro- 
jectionsebeno  ist1),  so  kann  man  bei  demselben  die  im  vorigen 
Paragraphen  behandelte  Beleuchtungsconstruction  mit  nur  wenigen 
Aenderungen  durchführen.  Der  gemeinsame  Scheitel  der  verschie- 
denen Normalbüschel  Sy  wird  hier  auf  einen  Punkt  S„  der  Flächen- 
achse xt  verlegt  und  die  Hauptschnittebene  Af,  in  welcher  diese 
Büschel  darzustellen  sind,  muss  man  sich  um  xx  so  lange  gedreht 
denken,  bis  sio  zur  Projectionsebene  parallel  wird.  Man  kann  dann 
wieder  durch  SH  Normale  zu  den  Asymptoten  T des  Bildes  M ziehen 
und  die  durch  ihre  Fusspunkto  gehende  Gerade  aß  in  der  im  vorigen 
Paragraphen  kennen  gelernten  Weise  benutzen.  Auch  bei  dieser 
Fläche  muss  der  sich  bezüglich  des  Hauptschnittes  M ergebende 
Centralbüschel  Om  zu  dem  ursprünglich  zu  construirenden  Normal- 
büschel Sy  perspectivisch  sein.  Da  aber  der  sich  auf  Af,  beziehende 
Centralbüschel  in  diesem  Fallo  zum  Büschel  nicht  perspectivisch 
liegt,  so  muss  er  aus  dem  Büschel  Ojr  durch  Projection  direct  be- 
stimmt werden.  Bei  dem  windschiefen  Hyperboloide  soll  man  auch 
wegen  des  einfachen  Vorganges  die  Isophotenpunkte  des  elliptischen 
Hauptschnittes  construiren-,  dabei  wird  der  entsprechende  Tangen- 
tialbüschel in  der  umgelegten  Lage  des  Constructionsgrundrisses  P 
ausgeführt  und  mit  Benutzung  einer  zur  Projectionsebene  parallelen 
Schnittgeraden  in  die  räumliche  Stellung  aufgedreht.  Die  hierauf 
den  Strahlen  des  Büschels  auf  P entsprechenden  Berühruugspunkte 
erhält  man  mittelst  des  Kreises  sie  werden  schliesslich  von  P 
auf  den  elliptischen  Hauptschnitt  der  Fläche  central  projicirt. 

Ist  ein  Ellipsoid  bei  axonometrischer  Darstellung  durch  einen 
Hauptschnitt  P und  die  zu  ihm  normale  Flächcnachso  BC  gegeben, 
so  betrachtet  man  wieder  P als  Constructionsgrundriss  und  legt  die 
Normalbüschel  durch  einen  auf  der  Verlängerung  von  BC  liegenden 
Punkt  S.  Ebenso  wird  auch  bei  axonometrischer  Darstellung  das 
über  BC  geführte  kreisförmige  Bild  M der  ganzen  Construction  zu 
Grunde  gelegt.  Wenn  irgend  eine  Seitenlinie  Mx  behandelt  wird, 
so  ist  auch  hier  der  die  auf  M liegenden  Punkte  liefernde  Central- 
büschel Am  zu  dem  zuerst  zu  construirenden  Normalbüschel  Syt  per- 
spectivisch, und  denkt  man  sich  bei  dem  Projiciren  der  Linie  M 


1)  Vergl.  Fig.  5 unserer  „Allg.  Theorie  d.  Isophotcntangenten  . . . “ 
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auf  die  Seitenlinie  Mx  auch  den  Büschel  Am  mitprojicirt,  so  ergibt 
sich  in  der  Ebene  Mx  ein  neuer  Büschel  Am,  , dessen  Bild  gleich- 
falls zum  Normalbüschel  perspectivisch  liegt.  Bei  der  Coustruction 
der  Isophotenpuukte  benutze  mau  wieder  beide  perspectivische 
Achsen. 

Auch  bei  einem  axonometrisch  dargestellten  elliptischen 
Paraboloide  bietet  uusere  Beleuchtungsconstruetion  keine  neuen 
Schwierigkeiten.  Weil  auch  in  diesem  Falle  die  Bilder  der  beiden 
dem  Hauptschnitt  M und  der  Seitenlinie  Mx  entsprechenden  Parallel- 
büschel zu  dem  zugehörigen  Normalbüschel  Syt  perspectivisch  liegen, 
so  kann  der  in  §.  2.  behandelte  Vorgang  auch  bei  axonometrischer 
Darstellung  ohne  weiters  ausgeführt  werden.  Die  beiden  perspectivi- 
schen  Achsen  sind  in  diesem  Falle  sogar  parallel. 

Unsere  Coustruction  lässt  sich  bei  axonometrischer  Darstellung 
auch  dann  leicht  anwenden,  wenn  die  die  beleuchtete  Fläche  be- 
stimmenden gegebenen  Linien  r uud  M nicht  der  II.  Ordnung  au- 
gehören. 


IV. 

Beleuchtungs-Constriictionen  bei  perspectivischer 

Darstellung. 

§.  6. 

Die  behandelten  Flächen  nehmen  bei  perspectivischer  Dar- 
stellung die  einfachste  Lage  dann  ein,  wenn  die  Flächenachse  AB 
zur  Bildebene  parallel  ist;  die  Fluchtlinie  fiv  der  Parallelcurven 
muss  daun  durch  den  Augpunkt  gehen.  Wir  nehmen  an,  dass  von 
einer  solchen  Fläche  die  Achse  AB , eine  Parallelcurve  P und  die 
zur  Bildebene  parallele  Seitenlinie  M gegeben  sei.  Durch  den 
Schnittpunkt  A von  AB  mit  der  Ebene  P führen  wir  das  Bild  l 
eines  Lichtstrahles  uud  auch  das  Bild  1‘  seiner  orthogonalen  Pro- 
iection  auf  die  Ebene  P.  Um  dann  die  den  einzelnen  Seitenlinien 
Mx  entsprechenden  Tangential büschel,  deren  gemeinsame  Scheitel 
wir  auch  bei  perspectivischer  Darstelluug  auf  einen  Punkt  5 der 
Flächenaxe  AB  verlegen,  construireu  zu  können,  drehen  wir  die 
Ebene  P,  welche  auch  hier  als  (Joustructionsgrundriss  betrachtet 
wird,  analog  der  axonometrischen  Darstellung  um  die  Schnittkante 
M'  der  Ebeuen  P und  M iu  eine  zur  Bildebene  parallele  Lage;  sie 
wird  dadurch  die  Erweiterung  der  Ebeue  M.  Wir  werden  wieder 
die  Normalschnitte  der  Berührungscylinder  samt  den  entsprechenden 
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Normalbüscheln  drehen,  bis  sie  in  die  Ebene  M zu  liegen  kommen. 
Man  kann  überhaupt,  damit  die  Erklärung  des  Verfahrens  soweit  möglich 
einfach  werde,  M als  in  der  Bildebene  liegend  betrachten.  Dadurch 
gestaltet  sich  die  Construction  der  einzelnen  Normalbüschel  sogar 
einfacher,  als  bei  axonometrischer  Darstellung.  Ebenso  bietet  die 
schliesslich  vorzunehmende  Projection  der  auf  M entstehenden  Punkto 
auf  die  Seitenlinie  gar  keine  Schwierigkeiten. 

Das  in  den  früheren  Paragraphen  bezüglich  der  Lichtpole  und 
einiger  speciell  liegender  Seitnnlinien  gesagte  hat  auch  bei  perspec- 
tiviscker  Darstellung  seine  volle  Giltigkeit.  Ebenso  lassen  sich  bei 
derselben  die  Isophotenpunkte  jener  Parallelcurven  leicht  bestimmen, 
in  welchen  die  gegebene  Fläche  von  zu  AB  parallelen  Cylindern  be- 
rührt wird. 

Bei  der  Behandlung  des  Ellipsoides  hat  man,  wie  bei  axono- 
metrischer Darstellung,  über  AB  den  Kreis  M zu  führen  und  den 
Umstand  zu  benutzen,  dass  die  beiden  den  Linien  M und  Mv  ent- 
sprechenden Centralbüschel  wieder  zum  Normalbüschel  Ss\  perspek- 
tivisch liegen.  Ebenso  einfach  gestaltet  sich  die  Behandlung  der 
anderen  Flächen  II.  Ordnung. 


V. 

Beleuchtungs-Construction  für  das  windschiefe 

Paraboloid. 

A.  Bei  gewöhnlicher  Darstellung  durch  Grund-  und  Aufriss. 

§.  7. 

Bei  dem  in  Fig.  5 gezeichneten  hyperbolischen  Paraboloide 
wollen  wir  zunächst  den  als  eine  Gerade  sich  ergebenden  Grundriss  der 
Selbstschattejngrenze  0 bestimmen.  Der  im  Hauptschnitte  P liegende 
Punkt  derselben  ergibt  sich  auf  die  bei  dem  elliptischen  Paraboloide 
angegebene  Art,  und  um  den  im  zweiten  Hauptschnitte  Q liegenden 
Punkt  der  Selbstschattengrenze  zu  erhalten , bestimmen  wir  gleich 
sämtliche  Isophotenpunkte  von  Q.  Zu  dem  Behufe  denken  wir  uns 
Q in  dem  in  die  horizontale  Projectionsebene  umgeklappton  Kreuz- 
risse dargestellt.  Um  aber  diesen  Hauptschnitt  nicht  zeichnen  zu 
müssen , führen  wir  r normal  zu  %'  und  machen  oF  gleich  der  Sub- 
normale  der  Parabel  Q 


[$«  = 2 B"C”,  C,nF  senkr.  auf  Cma\ 
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Id  F construiren  wir  nun  den  entsprechenden  Normalbtischel,  welcher 
den  Kreuzriss  von  Sl  zur  Richtung  und  zum  Radius  und  die  wahre 
Grösse  von  Sl  zur  Scalenlünge  hat,  schneiden  ihn  durch  die  Gerade 
r und  projiciren  die  sich  dadurch  ergebenden  Punkte  in  der  Rich- 
tung x'  nach  Q‘.  Durch  die  beiden  Pnnkte  der  Selbstschattengrenze 
ergibt  sich  schliesslich  der  Grundriss  derselben. 

Der  weiteren  Construction  der  Isophoten  legen  wir  das  zur 
verticalen  Projectionsebeue  parallele,  aus  lauter  congruenten  Parabeln 
bestehende  Curvensystem  zu  Grunde.  Die  Richtungen  /, , *2,  . . . 

der  dann  den  einzelnen  Schnitten  P»P*Pt...  entsprechenden  Um* 
hüllungscylinder  bekommen  wir  mittelst  des  Hauptschnittes  Q im 
Kreuzrisse.  Für  den  Schnitt  Px  ergibt  sich  schon  in  y,  F die  Rich- 
tung der  Normalen  seines  in  Q liegenden  Punktes  und  in  t"'  [txm 
seukr.  auf  die  Tangentenrichtung,  so  dass  oöl  gleich  der  Sub- 
tangente und  die  Hälfte  davon  gleich  der  Abscisso  des  in  1\  liegen- 
den Punktes  des  Hauptschuittes  Q ist. 

Wir  legen  sämtliche  Normalschnitte,  welche  in  diesem  Falle 
normal  zur  Kreuzrissebene  sind,  durch  einen  Punkt  S der  Flächen- 
achse und  drehen  dieselben  um  die  Gerade  m so  lange,  bis  sie  in 
die  Ebene  P zu  liegen  kommen.  Um  in  dieser  Stellung  den  Normal- 
büschel für  den  Normalschnitt  Nx  zu  erhalten,  zeichnen  wir  ein  für 
allemal  über  S m l'"  als  Durchmesser  den  Kreis  k und  tragen  die  sich 
dann  ergebende  Strecke  Stt,d1  auf  der  durch  1"  und  l'  gehenden  Ge- 
raden g nach  M,  auf.  S'rkx  gibt  schon  die  Richtung  und  den  Radius 
des  betreffenden  Büschels  an.  Schneidet  mau  denselben  durch  eine 
zu  xx  parallele  Gerade  p4 , welche  von  S"  dieselbe  Entfernung  hat, 
wie  der  Brennpunkt  des  parabolischen  Normalschuittes  Nx  von  seiner 
Directrix,  so  kann  man  dio  sich  auf  gx  ergebenden  Punkte  durch 
zu  x normale  Ebenen  auf  N\  projiciren.  Durch  dio  dadurch  auf  N\ 
entstehenden  Punkte  gehen  aber  die  Isophoten  des  Berührungscylin- 
ders,  welche  ebenfalls  in  den  erwähnten  Ordinalebeuen  liegen  und 
den  Schnitt  Px  in  den  gesuchten  Isophotenpunkten  treffen.  Beide 
Projectionen  der  letzteren  müssen  demnach  in  den  Strahlen  liegen, 
welche  man  durch  die  Punktreihe  p4  normal  zu  xx  führt.  Die 
Gerade  p4  wird  am  einfachsten  erhalten,  wenn  man  durch  den 
auf  Pt  liegenden  Punkt  0 der  Selbstschattengrenze  den  zu  xx  nor- 
malen Strahl  zieht  uud  denselben  mit  dem  Nullstrahle  des  Normal- 
büschels zum  Schnitte  bringt.  Um  die  Aufrisse  der  gesuchten  Iso- 
photenpunkte  zu  bekommen,  hat  man  schliesslich  die  Hälfte  der 
Subtangente  <n5a  von  den  sich  auf  P"  ergebenden  Punkten  aus  nach 
aufwärts  aufzutragen.  Damit  man  aber  die  Parabel  P"  nicht  zu  er- 
weitern braucht,  ist  es  zweckmässig,  statt  dessen  die  entsprechende 
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Strecke  von  den  auf  /*"  entstehenden  Punkten  aus  nach  abwärts 
aufzutrageu. 

Die  den  normal  beleuchteten  Punkt  enthaltende  Schnittebene 
bekommt  man,  weuu  man  S"’  f bis  zur  Geraden  r verlängert. 

Das  in  diesem  Paragraphen  behandelte  Verfahren  lässt  sich 
auch  in  ungeänderter  Weise  auf  das  elliptische  Paraboloid 
anwenden. 


B.  Bei  axonometrischer  Darstellung. 

§.  8. 

Der  zuletzt  eingesehlagene  Vorgang  ist  besonders  geeiguet,  in 
einem  axouometrischen  Bilde  des  hyperbolischen  Paraboloides  die 
Isophoten  direct  zu  liefern.  In  Fig.  6 der  Taf.  III.  ist  von  einer 
solchen  Fläche  ein  Stück  axonometrisch  dargestellt,  welches  in  der- 
selben Weise  begrenzt  ist,  wie  das  in  Fig.  5 bezeichnete  *) , wobei 
B den  Flächenscheitel  und  BA  die  Flächenachse  vorstellt. 

Weil  die  Constructionen,  welche  früher  im  Kreuzrisse  ausgeführt 
wurden,  jetzt  in  der  Hauptschnittebeno  yz  zu  machen  sind,  projiciren 
wir  die  Lichtstrahleurichtung  OZ  auf  diese  Ebene 

[Z'jSfi*,  ßl'Uz,  Hm\\x] 

und  stelleu  das  ganze  in  ihr  auszuführende  Constructionsgebilde  in 
wahrer  Grösse  in  einer  Nebenfigur  6a  dar.  Verlegt  man  nach  Bo 
die  Achse  und  nach  B den  Scheitel  des  genannten  Hauptschnittes, 
so  hat  man  die  wahren  Grössen  von 

CB"[BB"  fi  y]  und  BB"  nach  Ba  [Fig.  6 a] 
beziehungsweise  auf  oC  aufzutragen 

Ba  =»  B o 

zu  machen  und  CF  normal  zu  Ca  zu  führen,  um  in  oF  die  Sub- 
normale für  den  Hauptschuitt  CB  zu  erhalten.  Damit  sich  in  der 
Nebenfigur  die  Projection  Flm  der  Lichtstrahlenrichtung  ergibt, 
tragen  wir  die  wahren  Grössen  von  ßl und  Oß  beziehungsweise 
nach  Fb  und  bl'"  auf. 


I)  S.  d.  Vcrf.  „Constructionen  über  Flächen  II.  Ordnung  in  allg.  Purallel- 
projection“. 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  T.  XI.  9 
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Auch  bei  axonometrischer  Darstellung  ist  es  zweckmässig,  vor- 
erst die  auf  dem  hyperbolischen  Grenzschnitte  entstehende  gerad- 
linige Projection  0'  der  Selbstschattengrenze  zu  construiren.  Der 
auf  Q'  liegende  Punkt  derselben  ergibt  sich,  wenn  man  in  der  Neben- 
figur die  Gerade  Fo  normal  zu  Flm  führt  und  die  sich  dadurch 
ergebende  Ordinate  <so  mit  der  entsprechenden  Verkürzung  auf  Q' 
nach  Ad  aufträgt.  Einen  zweiten,  im  Hauptschnitto  P liegenden 
Punkt  der  Selbstschattengrenze  erhält  man,  wenn  man  an  den  Grenz- 
selmitt  Pt  eine  zu  Iß  parallele  Tangente  führt,  ihren  Berührungs- 
punkt o bestimmt  und  dann  oo  parallel  zu  z und  dd  parallel  zu  y 
führt.  Fallen  die  beiden  construirten  Punkte  des  Grundrisses  der 
Selbstschattengrenze  zu  nahe  an  einander,  so  kann  man  auch  mit 
Benutzung  der  Grenzhyperbel  die  zu  0/'  conjugirte  Richtung  suchen. 

Um  nun  die  Isophotenpunkte  der  einzelnen  zu  P parallelen 
Flächenschnitto  Pt,  P3,  P4  ...  zu  erhalten,  bestimmen  wir  nach 
dem  aus  der  Figur  5 ersichtlichen  Verfahren  vorerst  die  entspre- 
chenden Punkto  auf  dem  Grenzschnitte  P8  und  projiciren  sie  dann 
auf  die  Schnitte  P,,  P3,  P4  . . . Aus  Fig.  5 ergibt  sich,  dass  mau 
die  aus  S"  beschriebenen  concentrischen  Kreise  samt  den  aus  ihnen 
entstehenden  Normalbüscheln,  Punktreihen  und  Parallelbüscheln 
auch  als  in  der  Ebene  Pt  liegend  betrachten  kann.  Wir  machen 
von  diesem  Umstande  bei  der  axonometrischen  Darstellung  Gebrauch 
und  verlegon  dem  entsprechend  den  Scheitel  S sämtlicher  Normal- 
büschel in  die  Parabelachse  0 C.  Um  daun  die  einzelnen  Büschel  in 
wahrer  Grösse  construiren  zu  können,  denken  wir  uns  die  Con- 
structionsebene  P*  zuerst  um  OC  so  lange  gedreht,  bis  x parallel 
zur  Bildebene  wird,  und  hierauf  um  die  durch  S parallel  zu  letzterer 
gehende  Gerade  m so  lange  gedreht,  bis  die  Ebene  P2  in  eine  zur 
Bildebene  parallele  Stellung  kommt.  In  dieser  Lage  ist  nun  die 
Constructiou  der  Fig.  5 auszuführen.  Wir  tragen  deshalb  die  wahre 
Grösse  von  ßV  nach  Sk  auf,  ziehen  kg  parallel  zu  z und  tragen 
Fl'"  [Fig.  6a]  nach  Ad  auf,  um  in  Sö  die  wahre  Grösse  der  Strecke 
Hl  zu  erhalten. 

Soll  nuu  der  durch  Px‘  gehende,  zu  P2  parallele  Schnitt  Px  be- 
handelt werden,  so  hat  man  die  wahre  Grösse  von  Ayx  in  der 
Nebenfigur  nach  <jyx  aufzutragen  und  yx  Fdx  zu  führen.  Die  sich 
dadurch  ergebende  Strecke  Fdx  wird  dann  in  der  Hauptfigur  nach 
AA,  aufgetragen  und  aus  Skx  resultirt  der  dem  Schnitte  P,  entspre- 
chende Normalbüschel  Syt.  Letzterer  ist  nun  in  einer  bestimmten 
Entfernung  von  •$’  durch  eine  zu  m parallele  Gerade  jrj]  zu  schnei- 
den. Wird  die  den  Büschel  Sxl  und  die  Punktreihe  [r,]  enthaltende 
Constructionsebene  nach  einander  um  die  Achsen  m und  * gedreht, 
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bis  sie  in  die  Ebene  1 P8  zu  liegen  kommt,  und  durch  die  sich  da- 
durch ergebende  neue  Lage  {r,}  der  Punktreihe  [r,]  der  zu  z pa- 
rallele Strahlenbüschel  gezogen , so  muss  der  Letztere  zu  dem 
ursprünglich  construirten  Büschel  Sn1  perspectivisch  sein.  Die 
perspectivische  Achse  beider  Büschel,  welche  zu  m parallel  ist, 
wird  am  schnellsten  orhalten,  wenn  man  durch  den  sich  auf  iy  mit 
Benutzung  der  Selbstschattengrenze  der  Fläche  ergebenden  Punkt  o‘ 
die  zu  y parallele  Gerade  o'o'  führt  und  dann  o'o  parallel  zu  z 
zieht  Schneidet  man  jetzt  den  Büschel  mit  der  Geraden  pj  und 
zieht  durch  die  sich  dadurch  ergebenden  Punkte  Parallele  zu  z,  so 
erhält  man  die  gesuchten  Punkte  auf  i*.  Da  nun  letztere  auf  den 
Flächenschuitt  Pt  zu  projiciren  sind,  so  führe  man  acr  parallel  zu 
y und  c'c  parallel  zu  z.  ca  gibt  dann  die  Richtung  und  Länge  der 
betreffenden  projicirenden  Geraden  an. 

Auch  hier  kann  man  den  den  Lichtpol  der  Fläche  enthaltenden 
Schnitt  bestimmen,  wenn  mau  von  der  Nebenfigur  ausgeht. 

Um  die  sehr  wichtigen  Isophoteupunkte  der  Contourparabel  zu 
erhalten,  bestimme  man  vorerst  ihren  Scheitel,  ihre  Achse  und  die 
Subnormale.  Der  dann  etwa  im  Brennpunkte  der  Contour  zu  con- 
struirende  Normalbüschel  hat  Ol  zur  Richtung  und  zum  Radius  und 
Si  zur  Scalenlänge. 

Der  soeben  behandelte  Vorgang  lässt  sich  auch  bequem  bei  per- 
spectivischer  Darstellung  durchführen  *). 

Bielitz  in  Oesterr.-Schlesien,  im  Februar  1891. 


1)  Die  in  dieser  Abhandlung  vorgeführten  Constructionen  der  Isophoten 
hat  der  Verfasser  bei  windschiefen  Flachen  II.  Ordnung  bereits  im  Jahre  1877 
in  seiner  Abhandlung  „Ueber  die  Construction  der  Linien  von  gleicher  Be- 
leuchtungsstärke auf  windschiefen  Flachen“,  welche  sich  als  Manuscript  im 
Archiv  der  „k.  k.  wissenschaftlichen  Prüfungscommission  für  das  Lehramt  an 
Gymnasien  und  Realschulen  zu  Wien“  befindet,  durebgeführt. 


9* 


Digitized  by  Google 


132 


O eking  haus : Zur  Theorie  der  elliptischen 


VIII. 

Zur  Theorie  der  elliptischen  und  hyperelliptischen 

Integrale. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


I. 

Die  nachfolgenden  Entwickelungen  werden  sich  auf  einige  Ad- 
ditionstheoreme der  ! hyperelliptischen  Integrale  beziehen  und  zwar 
auf  Grund  der  von  uns  schon  früher  aufgestellten  Integralfunctionen, 
weshalb  wir  in  Kürze  die  Betrachtungen  wiederholen  wollen,  welche 
zu  diesen  hyperelliptischen  Functionen  hinüberführen.  Ueber  eine 
Merkwürdigkeit  der  Cassinischen  Curvo  berichten  wir  am  Schlüsse. 

Es  sei  die  Gleichung  nten  Grades 

j «=*  x»« -|- oxM_1  _ . . pX-[-q  =*  0 

zugrunde  gelegt. 

Mit  dieser  sind  die  folgenden  Relationen  verknüpft,  welche  wir 
schon  früher  für  den  4.  Grad  entwickelt  haben,  aber  allgemein  für 
jeden  Grad  gelten: 

k = 0,  1,  2 . . . k—  2 


noch  andere  Variabelc  y etc.,  so  ergiebt 

y) 


z - - 

z dd 


0, 


Enthält  die  obige  Gleichung 
die  Differentiation  von  J(«, 
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0 


and  in  Benutzung  dieser  auf  die  obige  Identität  rosultirt 

„ , dx 


Es  sei 


By 


4z,  y — JTj  y*-\-2Xiy  Xz  — 0 

worin  die  X Functionen  von  * sind;  dann  ist  wegen 

!/+*,  = VxJ-  X,  x3 

_ Xkdx  _ Xkdx 


also  auch 


xx  y.+ Vxt2— Xi  x3 

/xk  dx 

— = — c 

yxj-XyX., 


0 


Wir  werden  diese  Relation  auf  eine  Gleichung  anwenden,  welche 
wir  in  der  Abhandlung:  „Trigonometrische  Auflösung  biquadratischer 
Gleichungen“  bei  der  Untersuchung  der  Verhältnisse  zwischen  Kreis 
und  Kegelschnitt  aufgestellt  und  als  Cosinusresolvente  bezeichnet 
haben,  welche  u.  a.  auch  zur  Trisection  des  Wiukels  führte. 


Wir  nennen  die  4 Winkel,  welche  die  4 Radien  des  Kreisos 
nach  den  Schnittpunkten  desselben  mit  dem  Kegelschnitt  mit  der 
Centrale  li  beider  Curven  bilden,  i/>j  ih,  Ji  habe  gegen  die 

grosse  Achse  die  Neigung  gq,  und  der  Radius  des  Kreises  sei  s. 
Die  Verbindungsgeradeu  vou  Kreis  und  Kegelschnitt  schliessen  in 
ihrem  vollständigen  Vierseit  drei  Winkel  yt  y2  y3  ein,  für  welche  wir 
a.  a.  0.  folgende  Gleichung  aufgestellt  haben: 


2/22(a*sing>a-4-2»2cosg>2)  — 2aa£2-f-(a2-f-Ä*)  j2  , 
cos/H '■ '■ COS/' 


MR-  \ 

-j-  ( ^2  ( a 4 S^n  <p2-h  cos  <P2)  — 1 ) cos  y 

a*-f£2 


212* 
+ — 


(a2  sin  g>2  — b2  COS  cp2)  -f-  2a*  b 2 — (a2 -J-  b *)** 


C*S* 


0 


Im  Anschluss  an  die  vorhin  aufgestcllto  Integralfunction  be- 
trachten wir  cosy  als  x und  die  in  der  vorliegenden  Gleichung  vor- 
koramenden  Parameter  72,  s,  cp  als  y,  wodurch  wir  verschiedeue 
neue  Functionen  erhalten.  Ist  also  zunächst 
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Jl  = y 

so  erhält  man  schliesslich  nach  gehöriger  Reduction  der  Form 
Xi't  — Xx  Xs  nach  Einführung  von 

sin  Jy2  ==  $(1  — cosy) 

z r ..  aAi 

J (*-!?  -a-*(i=W.*jsin 


welches  Integral  auch  noch  unter  dem  Zeichen  mit 

cos  y = 1 — 2 sin  $y* 

multiplicirt  werden  darf. 

Die  £ bezieht  sich,  wie  man  sieht,  auf  drei  Integrale,  deren 
Amplituden  |y»  $y»  ^y3  sind.  Dio  Summe  dieser  Integrale  ist  für 
alle  Kreise  von  gleichem  Radius  • und  gleicher  Neigung  cp  desselben 
gegen  dio  grosse  Achse  eine  constante  Grösse. 

Man  erkennt  sofort,  dass  die  vorstehende  Relation  ein  Addi- 
tionssatz ist  für  diejenigen  Abol’schen  Integrale,  bei  denen  unter 
dem  Integralzeichen  eine  Quadratwurzel  aus  einem  Ausdruck  fünften 
Grades  in  Bezug  auf  die  Integrationsvariabele  steht,  wie  sich  er- 
giebt,  wenn  wir 

cosy  oder  sin^y2  = x 
setzen.  Man  hat  nämlich 


2 r (c-f -ßx)dx 

J Vx(I  — X)  (1  — k*x)  (1  — A*x)(l  — UJ 


X) 


welche  Form  an  schon  bekannte  und  untersuchte  erinnert. 

Um  nun  zu  einem  bestimmten  Theorem  zu  kommen,  gehen  wir 
auf  die  kubische  Gleichung  für  cosy  zurück,  indem  wir  die  Relation 


cosy 


1—  ttfiy2 


darin  einführen  und  demgemäss  folgende  Gleichung  erhalten: 


44cos<p2tgiy ' 6 — («*£>*  cosqc2 — (a2-j-62)ft2sin9. 2 62c*(a* — #*))tg  $ y4 
-f-  (rt*£2cosgp*  — (a*-f-^2)«lsinqp2 — — **))tg$y* — o4sinqp2=  0 

Wir  setzen 
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c*  e*  1 h 2 

„J  _ ß*  = -t p,  /*  = l + -,cot(j>J 

1—  r» 

also 

a'2  = l — a2=-j,  yj*  = — a'2cot<p2 
Ans  dem  Absolntglied  ergiebt  sich 

a4 

tg  in*  tg  W tg  i/s*  = te?2 

also 

tgiyi2tg|y,*tg^3*  ~ — —p-. 

Diese  Relation  bildet  eine  erste  Bedingungsgleichung  zwischen 
den  Amplituden  der  Function.  Es  tritt  noch  eine  zweite  auf.  Wir 
bilden  aus  der  letzten  Gleichung  für  tg£y2dic  Summen  Ztg  $y2  und 
-Ecot gjy*  und  man  erhält  durch  passende  Zusammenstellung  zunächst 

y'2  Z tg  \y'2  — /S'2  2:cot  *y 2 = (1  -f  «'*)  (a*  -f  £'2)  + y'2  ( 1 + /S' : *) 

oder  auch,  wenn  wir  durch  a'2ß '2y'2  dividiren  und  die  obige  Rela- 
tion benutzen, 


+ + ‘«ln’)  + tgJrj’Qs+trin*) 


Ist  diese  Bcdingungsgleichung  zwischen  den  drei  Amplituden  |y, 
$y,$y3  und  den  Moduln  a2ß*y*  zugleich  mit  der  zweiten 


tgiyi*tg$y2atg$ys2 2 

erfüllt,  so  ist  die  Summe  der  drei  hyperelliptischen  Integrale 

db  n 


’Sva  —d 


V (1  — a2  sin  £y2)  (1  — 02sin  |y2)  (1  — y2  sin  £y2) 


stets  eine  constante  Grösse.  Diese  Relationen  bilden  also  zusammen 
ein  Additionstheorera  dieser  Integrale  dar,  deren  Amplituden  eiuo 
geometrische  Bedeutung  besitzen. 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass  die  Rela- 
tionen für  alle  R und  also  auch  für 

R = 0 


Digitized  by  Google 


136 


0 elcin  g hau  s : Zur  Theorie  der  elliptischen 


gültig  sind.  Damit  rückt  aber  das  Kreiscentrum  in  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnitts  uud  die  entsprechenden  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  sind 


cosyi  = -j-  1,  cosy,  — — 1, 


cosy3  = 


2a2  b*  - **(a*-}-J*) 


oder 


Die  Constante  setzt  sich  also  aus  2 Integralen  zusammen.  Das  eine 
ist  wegen 

in  - ff 


ein  vollständiges,  welches  wir  II  jn  oder  K nennen;  das  andere 
möge  die  Amplitude  ja  haben,  hervorgehend  aus 


und  die  Integralfunction  wird  nun  zu 

H ifa  “I“ ™ Hjn-\-Hja 

Der  bisher  vorausgesetzte  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  das  um- 
gekehrte Vorzoichen  von  b 2 ergiebt  also  eine  Hyperbel. 

Die  analytischen  Determinationen  stehen  also  in  Abhängigkeit 
von  den  geometrischen. 


Wie  schon  bemerkt,  kann  man  unterm  Integralzeichen  noch  mit 
sin£y2  multipliciren,  Ohne  dass  das  Theorem  seine  Gültigkeit  verliert. 

Bemerkenswert  ist,  dass  die  Relation 

tg$yitg$y*tg|ys  = £2tg<p 

von  der  Centrale  R und  dem  Halbmesser  des  Kreises  t unabhängig 
ist.  Sie  gilt  auch  noch  für  die  Asymptoten  der  Hyperbel  mit  den 
Halbachsen  0,  also  für  zwei  sich  schneidende  Geraden  unter  dem 

Winkel  oder  y2  etc,  für  welche  also  auch  - bekannt  ist  Die 

obige  Relation  bietet  dann  noch  Veranlassung  zu  interessanten  Ent- 
wickelungen zwischen  einem  Kreise  und  zweien  ihn  schneidenden 
Graden. 

Ferner  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  die  zu  Anfang  aufge- 
stellte Cosinusgleichuug  in  der  Form 
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cosys-f-acosy2-j-iScosy-f-y  ■=  0 

darch  Gleichsetzen  entsprechender  Coefficienten  zu  einer  geometri- 
schen Auflösung  dieser  und  ähnlicher  Gleichungen  dienen  kann, 
freilich  unter  Beachtung,  dass  eine  Wurzel  negativ  sein  muss.  Die 
Achsen  des  Kegelschnitts  a,  b sind  im  allgemeinen  beliebig.  Das 
Kreiscentrum  sei  x,  y , der  Radius  = » 

2 Z»4  (i — a ß — y) 

c8  P ’ y “ C*  p 


„ 8a4 £4 



C6P 

Die  Wurzeln  y sind,  wie  schon  angegeben,  die  3 Winkel  des  von 
Kreis  und  Kegelschnitt  gebildeten  Yierseits. 

Liege  z.  B.  vor 

cosy3—  |cosy2— ^cosy-j--^  = 0 

so  würden  für  die  gleichseitige  Hyperbel  die  folgenden  Coordinaten 
bestehen 

,2  a 2 (1  +«4 -ft-f-y)  2 a2  (1  — «-j-/3  ~y) 

2 y ’ y =2  y 


oder  für  a = 1 

* = $V2,  y = iV/6,  5 = 3^2 

Die  Construction  des  Kreises  mit  seinem  Yierseit  ergeben  dio  Winkel 
y,  oder  ausgewertet 

cosy,  — £,  cosy*  = cosy3  « £ 

Für  diese  Argumente  hat  man  also  auch 

<lto  


■f 


V(l— 2smij's)(l  — IS  sin \y*)  (1-1  sin \f) 

. . V 19 
sin  | ff  — — w— 


In  der  zugrunde  gelegten  Resolvente  können  wir  ferner  den 
Parameter  * oder  den  Kreisradius  variabel  annohmen  und  dadurch 
zu  einer  neuen  Entwickelung  hyperelliptischer  Iutegrale  gelangen. 
Nach  einer  Reihe  von  Reductionen  finden  wir 
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f 


dy 


oder 


2R*(b>  o*  . 

+ —f  smpMcosy 

+ ?(«*+*’)(^L‘-^,)+l} 

dY 


= C 


2 f 

1 //a8-f-i8  . \ 

y l — h cosy)  (3f -f- cos  y)(2V-f  cosy) 

^ -R>(a4C08  9*-|-Ä4C08  9ps)-}-  ö*Ä*g8 

“ JE*  c8  (a* sin  <p8  <p8)  - a W 


— C 


,,  ^ -R*(a4 cos<p8-|-64 cos  <p8) — a*J8g8 
/22c8(fl88ingp8-f-Mcos  <p8)  — a8£8c8 

ql  — i?4  — 2c*Ä3cos29-j-c4 

Die  Summe  der  obigen  drei  Integrale  ist  stets  constant,  sofern 
die  Amplituden  y concentrischen  Kreisen  entsprechen. 

Liegt  das  Kreiscentrum  auf  der  Ellipse,  so  geht  die  Relation 
über  in 

X f— — Qir 

V (1— olsin*>,’‘)  (x—  (l+  b-t  cotf^sin 

und  führen  wir  hierin  ein 

fg  iy  tg  y = ^ 


also  die  neue  Yariabele  i/;,  so  resultirt  die  elliptische  Integral- 
function 


s 


dy 


und  es  ist 


j/(l — (l+~2COt<p8^  COS^ 


-cot®  = cotE 
a 


wo  E die  excentrische  Anomalie  bedeutet. 

Man  kann  endlich  in  der  Resolvente  <p  als  variabel  betrachten 
und  die  Gleichung  in  der  Form 

JTjSÜnp-j-^cos^  + Zj  — 0 
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aufstellen,  worin  X Functionen  der  Wurzeln  sind, 
foaction  wird  dann 


dx 

VV+V-f’ 


= c 


Die  Integral- 


Die  Resolvente  nimmt  nun  die  einfache  Form 


an,  daher  ist 


'^,cos2(p  + Z,  ==  0 

x r dcosy  = r 
J Vfx.+  x,) 


worin 


_ 12*  , , 2/2*  , , 

JT,  - ^-cosy*+^j  (a4  -i4)cosyH 

Xz  — — cosy3 — (12,(a24&2) — 2a*6*4(a*4^2)  **) 
212*(a4  -f*  54) 


<?4«2 


cosy 


12*  (0*  _f-  bi)  4. 2a*  i*  - (a*  -f  6»)  ** 
4"  cosy 


Bei  der  Bildung  der  Summe  Xt-\-Xz  und  der  Differenz  Xs  — X3 
lässt  sich  ein  Factor  1 — cosy,  bzhw.  1-j-cosy  herausheben,  deren 
Product  siny*  ist;  da  aber 

dcosy  =»  — sinydy 

ist,  so  erhält  man  schliesslich  nach  einigen  Rcductionen  die  Function 


/ 


| / ^cosy*-{-2 


dY 

6*12* — a*6*  -4—  a* 
C08 

a*Ä*-a»Ä*  + 5V 


y + n) 


X 


/ , . 0fl*Ä*-«v+iv  , A 

^ cosy*-f  2 ci-t cos  y + n J 


= C 


212*  6*<a*  4 b*)  — 2a*  6*  c*  -f  (a4  — 64)#* 
™ c4*2 

, 212*  a*  (a24  6*)  -f  2a*  6*  c*  -f  (a4  — 64)** 

— e4«* 


6*  R*-a*6*4-a***  , a*fi*  — a*i*4^«* 

m «■  1— s , m — — 


c*#1 


C2  I* 


1 
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dr 

cosy2-f-2mcosy-f-w)  (cosy2-}- 2m'  cosy  -f-n') 


= C 


Zwischen  den  Werten  mm'nn  findet  folgende  Bedingungsgleichung 
statt: 


(m-j-m'  — |(n  — w<))2  ==  2(m'  — m-j-  l)(n-f-n') 


Für  cosy  *=>  x ergiebt  sich  eine  Function  6.  Grades,  deren 
Radical  man  folgende  Form  geben  kann 


8 — V(1  — x-)(x — a)(x  — ß)(x  —y)(x  — <5) 

oder  eine  entsprechend  andere,  wenn 

sin  |y2  = x 

cingeführt  wird.  Dio  abgeleitete  Function  gilt  für  alle  Kreise  vom 
Halbmesser  deren  Centra  auf  einem  mit  dem  Kegelschnitt  con- 
centrischen  Kreise  vom  Halbmesser  R liegen. 


Die  Functionen  vereinfachen  sich  bedeutend  für  eine  gleich- 
seitige Hyperbel.  Dio  Constante  stellt  sich  wieder  als  eine  Summe 
von  Integralen  dar,  deren  Amplituden  sich  aus  der  speciellen  Lago 
des  Kreises  ergeben,  wonach  dessen  Mittelpunkt  entweder  in  der 
X - oder  Y- Achse  liegen  kann,  also  9 = 0 oder  =*  90°  ist. 

Wir  wählen  jetzt  als  Yariabcle  zwischen  Kreis  uud  Ellipse  den- 
selben excentrischen  Winkel  9,  welcher  bei  der  Rectification  der 
Ellipse  vorkommt  und  leiten  folgende  Gleichuug  ab: 

tg  $94(s2  — 11*  — b2  — 2b R sin  er)  -f-  iRa  COS  a tg  ^ <fs 

-j-(2*2 — 2R*-\-2b*  — 4a2) tg  ^92-f-  4/?acos  atg^9-{~*-2 — R 2 — b 2 

4-27jtf>sina  = 0 

Nach  den  von  uns  früher  mitgeteilten  Methoden  ergiebt  sich 
hieraus  die  Resolvente 


cos  y8  — 


2{s*-R2)— a*-b* 


/ \jii  \ 

cosy2-}-  ( _^4~  («2cosa2-f-&2sina2)  — 1 J cosy 


2^-RHaHb2)  4 R*  , , , t „ . n 

2 — ( — a2COSa2-j-i2siua2)  = 0 


Yi  =*  + Yt  “ KVi  — — 94)  etc* 

Nach  den  anfangs  aufgcstcllten  Relationen  betrachten  wir  hierin 
cosy  als  x und  R als  y und  erhalten  nach  Durchführung  der  Rech- 
nungen 
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dh  __ 

sin  &*)  (1 — (1  -H  tg«*)  Sin $y2) 

— c 


Auch  hier  haben  die  y geometrische  Bedeutung.  Errichtet  man 
nämlich  in  den  Schnittpunkten  von  Ellipse  und  Kreis  Normalen  zur 
grossen  Achse,  so  geben  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  die  Ellipse  um- 
schliessenden  Kreise  vom  Radius  a vier  Punkte,  deren  Verbindungs- 
geraden ein  Kreisvierseit  liefern  mit  den  durch  sie  gebildeten  Winkeln 
ix  Yi  y3- 

Die  Constante  C der  hyperelliptischen  Integralfunction  folgt  aus 
der  Bemerkung,  dass  die  Function  für  alle  R,  also  auch  für 

R — 0 

gilt,  wodurch  die  Wurzeln  der  Resolventc  sich  auf 

2,2—  a2  — b* 

cosyl2  ■=  ± 1,  cosy3  ~ ~2 

C 

reduciren.  Also  ist  hier 

a2  — 

7i  “0,  y2  = 180°,  sin^y32  = — — “ sin£a2 

C 


Die  hyperelliptische  Function  hat  also  folgende  Form 

^71+^7,  + Hfa  - Hix+Hio 

Hierin  ist,  wie  früher,  Jl\n  das  vollständige  Integral. 

Verallgemeinern  wir  auch  hier  wieder  das  geometrische  Theorem 
in  ein  analytisches,  indem  wir  einführen  die  Moduli 

c2 

a2  — — - etc. 
er 

so  gelangen  wir  wieder  zu  demselben  Satze,  den  wir  als  den  ersten 
vorhin  aufgestellt  haben. 

Nehmen  wir  ferner  in  derselben  kubischen  Resolvente  a variabel, 
wonach  also  jetzt  der  geometrische  Ort  der  Kreiscentra  ein  Kreis 
Tom  Halbmesser  R ist,  so  führen  die  bekannten  Rcductionen  auf 
die  Function 
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m 


2(ä2-jR2)  — a2— A* 


deren  Amplituden  aus 

(4/2*  \ 

~£$T  («2cosa*-}~^8sinaS)  — ■ 1 J cosy-f- 


m 


4J?2 

-J — -j—  (a*C08  a*  — A2  sin  a2)  — » 0 


folgen.  Die  Constante  folgt  aus  der  speciellen  Lage  des  Kreises 
für  o =»  90°,  es  ist  dann  y,  « 0 und  die  andern  Wurzeln  folgen 
aus 

4i2*  A2 

COS  y2  — ( m — 1)  cos  y — m -j = 0 

und  diese  geben  die  Amplituden  der  Integralconstanten. 

Ganz  allgemein  und  von  geometrischen  Rücksichten  frei  kann 
man  die  Function  in  der  Form  schreiben 


rfy 

cosy2  — (m-f-l)cosy-f-m-j-p)i(c08y2 


— (m  — 1)  cos  y — m-f-A) 


4 7?2a2  4 Ä*A2 

c4  “ 9' 


und  die  Elimination  von  sina2  aus  den  Wurzelformeln  der  Resol- 
vente  führt  auf  die  Bedingungen 

cos  y,  -j-  cos  y3  -j-  COS  y3  = m 

cos  yx  cos  ytcos  y3  ( g — A)  -f-  (cosy1cosy2  -f-  cosy3cosy3  -f  cosy3co8yi  )(g  -{-  A) 

=*  2gh  — m(g—  A)  — (^-j-A) 

Sind  diese  Bedingungen  zwischen  den  3 Amplituden  y erfüllt,  so  be- 
steht die  Function 


//yi  + AfyÄ-f //y3  = H ax  -f  H 
während  die  Amplituden  der  Integralconstanten  aus 

C08 m — l±V(tt*H-i)2 — 4A 

C08  (Tj  2~ 

folgen.  Man  kann  übrigens  statt  cosy  auch  tgjy2  einführen,  wo- 
nach z.  B. 

=»  ^cotft 


und  ähnliche  andere  Ausdrücke  sich  ergeben. 
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Alle  bisher  abgeleiteten  Functionen  stellen  in  gewissem  Sinne 
Additionstheoreme  hyperelliptischer  Integrale  dar,  deren  Amplituden 
und  Moduli  geometrische  Bedeutung  besitzen.  In  bestimmten  Fällen 
können  übrigens  auch  elliptische  Integrale  auftreten,  beispielsweise, 
wenn  wir  die  Resolvente  der  Gleichung  der  Normalen  der  Ellipse 
den  Entwickelungen  zugrunde  legen. 

Von  einem  Punkte  R(a)  ziehen  wir  Normalen  an  die  Ellipso 
nnd  von  den  4 Fasspunkten  Parallelen  zur  kleinen  Achse  b\  die 
Schnittpunkte  dieser  mit  dem  die  Ellipse  umschliessenden  Kreise 
(r  =.  a)  liefern  durch  ihre  Verbindungsgeraden  ein  Kreisvierseit  mit 
den  Winkeln  yi  Ya  Ym  welche  aus  der  Gleichung 


cosy3-{-^"  (a2cosa*+ö28in  «*)  — 1^  cosy  -f-  sin 2«  = 0 


hervorgehen. 

Vergl.  die  Abhandl.:  Trigon.  Aufl.  biquadr.  Gl.  1884. 


Wir  betrachten  « als  Veriabele  und  erhalten  nach  bekannten 
Principien 


welche  auch  unter  dem  Zeichen  noch  mit  cosy  multiplicirt  werden 
darf.  Diese  Function  kann  in  eine  elliptische  reducirt  werden.  Die 
Constante  lässt  sich  berechnen  aus  einer  speciellen  Lage  von  /*(«) 
Für  a = 90°  wird 

bR 

= 9Q0  Und  siny<j  und  siny3  = ± 


welches  die  Amplituden  der  Constante  sind.  Die  Reduction  wollen 
wir  hier  indessen  nicht  durchführen,  da  dieselbe  leicht  ist,  aber  noch 
bemerken,  dass  die  obige  kubische  Gleichung  leicht  mit  der  aus 


folgenden 


cos3y  = 4co8y3  — 3cosy 
cosy8 — f cosy  — *cos3y  = 0 


identificirt  werden  kann,  deren  Resultat  auf  eine  Trisection  des 
Winkels  mit  Hülfe  der  Normalen  der  Ellipse  führt,  was  wenigstens 
theoretischen  Wert  besitzt. 


Das  vermittelst  der  Kegelschnitte  und  des  Kreises  die  Trisection 
ermöglicht  ist,  haben  wir  in  der  oben  citirten  Abhandlung  bewiesen. 
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In  Bezug  auf  die  Normalen  der  Ellipse  wollen  wir  hier  eine 
Integralfunction  ableiten,  welche  mit  einem  Integral  der  Central- 
bewegung auf  Grund  des  Newton’schen  Attractionsgesetzes  in  Ver- 
bindung steht. 

In  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ziehen  wir  von  einem  Punkte 
xy  Normalen  an  denselben,  und  bezeichnen  die  entsprechenden  Ra- 
dienvectoren  von  einem  Brennpunkt  an  die  4 Fusspuukte  mit  r. 
Der  Brennpunkt  ist  zugleich  der  Coordinatenanfangspunkt.  Für 


r = P 

l-f-«COSt> 

findet  man  folgende  Gleichung 

r4  — 4arI-f-(pa-j-Oa2-}-(2  — r 2 

— 2(a*p-j-a3-{-(2  — e2)(xe-{-2p)tt)r-j-fl3p-f~0re~j~2,p)2tt  = 0 

« e 2 . y 2 

“ “ p(l  - e2)2 

Wir  nehmen  r und  xe-\-2p  variabel  an  und  suchen  die  entsprechende 
Function.  Sie  ist 


y[r  — a)Y—  r2 


dr 

-\-2ar  — 


welche  wir  noch  mit  r (r  — a)  multipliciren. 


Demnach  erhalten  wir 


C 


■/?= 


rdr 


r*-\-2ar  — a2(l  — e2) 


Cy 


Wir  nehmen  nun  an,  dass  der  Kegelschnitt  von  einem  nach  dem 
Newton’schen  Gesetze  afficirtcn  Punkto  beschrieben  werde,  welcher 
die  4 Normalenfusspunkte  in  den  vom  Perihel  an  gerechneten  Zeiten 
MaM 4 passirt.  Von  diesen  4 Puukten  wird  einer  in  die  eine,  die 
drei  andern  in  die  andere  Hälfte  der  Bahn  fallen.  Da  nnn  das  oben 
gefundene  Integral  die  Zeit  der  Bewegung  defiuirt,  so  existirt  nach 
Feststellung  der  Vorzeichen  und  der  Coustauten  für  alle  Normalen 
der  Kegelschnitte  der  Centalbeweguug  die  folgende  Relation 


— + <j  + *s4"*4 


2V/> 
Ice  y 


worin  T die  Umlaufszeit  bedeutet. 

Es  ist  aber  y oder  A’sina  die  Gleichung  einer  der  grossen  Achse 
parallelen  Geraden;  daher  sagt  die  abgeleitete  Formel,  dass  alle 
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Normalen,  welche  von  Punkten  einer  der  grossen  Achse  paralloleu 
Geraden  an  die  Planetenbahn  gezogen  werden  können,  in  ihren  Fuss- 
punkten  Bogen  und  damit  entsprechende  Zeiten  begreuzeu,  deren 
algebraische  Summe  eine  coustante  Grösse  ist. 

Wenn  wir  anstatt  t+  die  Ergänzung  zu  \T  setzen , iudem  wir 
diese  Zeit  vom  Aphel  an  rechnen,  so  erhalten  wir  die  die  einfachere 
Formel 

, 2v> 

fi  ^ jce  y 


Man  bemerke,  dass  die  Constante  nur  vom  Parameter  und  der 
Exentricität  abhängt  und  die  Formel  also  für  alle  Gattungen  der 
Kegelschnitte  gültig  ist.  Indessen  ist  bei  der  Parabel  nachzuseheu, 
was  aus  1 4 wird,  da  der  entsprechende  Normalenfusspunkt  in  die  Un- 
endlichkeit fällt.  Dass  d^ese  Zeit  nicht  gleich  null  gesetzt  werden 
darf’,  dieselbe  violmchr  einer  bestimmten  Grenze  zustrebt,  lässt  sich 
so  entwickeln:  Die  Normale  bilde  mit  der  grossen  Achse  den  Winkel 
dco,  und  schneide  mit  letzterer  auf  der  elliptisch-parabolischen  Greuz- 
curve  den  Bogen  da  ab,  welchen  wir  mit  der  Geschwindigkeit 


gleichförmig  beschrieben  denken.  Alsdann  ist 


öa 


Da  ferner  die  Normale  auf  der  Achse  die  Strecke 


abschneidet  und 
ist,  so  folgt 


b2 

* “ « “ P 

(>dtö=  öa 


0(0 

tK  = Q — 
^’o 


<5  ca 


Vc 


Und  indem  wir  noch  berücksichtigen,  dass 

y = (ac(l-f-e) — x)övi 

so  folgt  nach  Einsetzen  dieser  Ausdrücke 

1 + « y 


«4  = Vp 
d.  i.  indem  wir  e — 1 einführen 

Arch.  d.  Math.  u.  Phye.  2.  Reihe,  T.  XI. 


e(l-j-e)  — - 


10 
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und  die  Zeitrelation  für  die  Normalen  der  Parabel,  deren  drei  sind, 
reducirt  sich  auf 

V p 

*1  ^3  — ■' fc  y 


Wir  haben  also  auch  für  die  Parabel  den  Satz,  dass  die  alge- 
braische Summe  uer  Zeiten,  welche  zur  Zurücklegung  der  durch  die 
3 Normalen  begrenzten  vom  Perihel  au  gerechneten  Bogen  eino 
constaute  Grösse  ist,  wenn  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte 
der  Normalen  eine  der  grossen  Achse  parallele  Gerade  ft  sin«  ist. 


Die  Gleichung  dieser  Normalen  in  Bezug  auf  die  wahre  Ano- 
malie v ist 

tg£e3-}-  ^1-j-  "COScr^  tg  = — sin« 

Lassen  wir  ft  sin«  in  die  Directrix  der  Parabel  fallen,  so  ist 


ft  cos«  = 2q 

und  die  Gleichung  wird 
welche  eine  reelle  Wurzel  besitzt. 


Mau  kann  dieselbe  benutzen,  um  aus  der  Anomalie  eines  eino 
Parabel  beschreibenden  Kometen  die  verflossene  Zeit  mittels  einer 
durch  den  betreffenden  Parabelpunkt  gehenden  Normalen  zu  finden. 
Die  von  letzterer  auf  der  Directrix  abgeschuittene  Strecke 


V — 


Vp 


t 


ist  der  Zeit  der  kometarischen  Bewegung  proportional.  Die  Lösung 
dieser  spcciellen  Aufgabe,  Zeit  aus  Ort,  wird  also  durch  die  Parabel 
selbst  vermittelt. 


Ein  Kreis  schneide  einen  Kegelschnitt  in  4 Punkten.  Die  Cen- 
trale beider  seüft,  ihr  Winkel  gegen  a gleich  «,  der  Halbmesser 
sei  gleich  s,  die  Winkel,  welche  die  4 Halbmesser  des  Kreises  nach 
den  Schnittpunkten  mit  der  Centrale  bilden,  seien  etc.  Alsdann 
hat  mau  als  Gleichung  derselben 
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((R  4- «) 2 (a2  sin  a*  -j-  5*  cos  a2)  _ a2  £2)  tg  4 — 2c2«  {R  + «)  sin  2 a tg 

2 (CR2  — «2)  (a2  sin  a2  4" £2cos  a2)  4~  2«2(a2cosa2 4~  &2sina2)  — a262)tg£v>2 
— 2ch(R  — «)sin2atg^-f  (72  — «)2(a28in«24-Ä2coscr2)  — a2Ä2  = 0 

In  dieser  nehmen  wir  tg  und  R variabel  und  verfahren  wie 
früher.  Man  findet  schliesslch 


C0S^i>2<7^ 

~7* 

a2  sin  «2  4~  6*  cos  a2  S*n  ^ 


C 


Und  da  man  noch  mit  tg i»2d\»  multipliciren  darf 


2 C 8ini 

/ Vi-  — 

V a28iu  a 


iua24-^2COSa2 


sin#2 


mithin  auch 
Z 


, r 

■ / i/i 

«■/  V a2sina2-M 


= c 


2 -\-b2  C0Sa2 


Bin  #2 


Nennen  wir  r den  Eilipsenradius,  in  dessen  Richtung  R liegt,  so 
ist  auch 

di» 


, C ifc 


■\* . 

) si 


sin  $2 


Sieht  man  « als  den  zu  r conjugirten  Halbmesser  an , welche  den 
Conjugationswinkel  a mit  ihm  bildet,  wonach  also 

r «sin  c o = ab 

ist,  so  folgf  auch  noch 

s r jw* 

J Vl — sinto 


2 sin  #* 

Durch  Substitution  der  beiden  ersten  Integrale  erhält  man  noch 

dsin# 


sf-r=£ 

J V*-  e 


d)  “n#* 


deren  Integration  ergiebt 


io* 
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arcsm 


in  (H 


sin 


C 


und  hiermit  verbindet  sich  noch  die  allgemein  gültige  Relation 

#1  -f-  ^2  ~f~  ^a“i~  ^4  = 360°  — 4<p 

Betrachten  wir  dagegen  den  Radius  des  Kreises  in  Beziehung 
auf  den  Wurzel  wert  als  variabel,  so  findet  man 


V a*  -j-  b*  — Rl  -j-c^siii 


cos 

2a . sin  2^4-  (/£*  — c2 


cos  2a)  cos2^ 


c 


multiplicirt  man  diese  Function  mit  tgjfr'2  und  addirt  sie  zur  vor- 
stehenden, so  folgt 


<J  ho- 


a*4 -b*—R* 

- 2c*Ä»C08  2«  + c‘  + cos  2(0  - £) 


wenn  wir  einführen 


tg2* 


c2sin  2a 
R 2 — c 2 cos  2a 


Diese  Ausdrücke  haben  geometrische  Bedeutung.  Ziehen  wir 
nämlich  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  den  Brennpunkten  des 
Kegelschnittes  zwei  Strahlen,  welche  einen  Winkol  ß einschliessen, 
so  lässt  sich  die  folgende  Formel  leicht  erweisen 

J12 

costf  

V R 4 — 2c2  Rl  cos  2a  -j-  c4 

und  die  Function  nimmt  die  Form  an 


— «) 
sin  (9 


= C 


In  dem  genannten  Dreieck,  dessen  Grundlinie  = 2c,  dessen 
Mittellinie  R ist,  seien  die  durch  letztere  geteilten  Winkel  des  Win- 
kels ß gleich  y und  yu  dann  besteht  die  Formel 


tg(y — n) 


c2  sin  2a 

R*— c2  cos  2a  ^ 8 


y—  y i 


2 


so  dass  auch  e geometrisch  bekannt  ist. 
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Wir  betrachten  endlich  noch  folgenden  Fall: 

Es  sei  der  Mittelpunkt  des  Kreises  vom  Radius#  um  die  Strecke 
7?  von  einem  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  entfernt.  Der  Winkel, 
den  R mit  der  X-Achse  einschliesst,  sei  a.  Die  Schnittpunkte  beider 
Curven  verbinde  mau  mit  dem  Kreiscentrum  durch  Radien,  welche 
mit  der  verlängerten  R die  Winkel  (t  etc.  einschliessen  mögen.  Aus 
den  beiden  Relationen 


72sina-{-  8 8in  = 


psiii7> 

1 — «cos  cp 


R COS  « -f-  s cos  ( it  -f-  a) 


p COS  9 
1 - «COS  cp 


folgt  nach  Elimination  von  rp  dio  Gleichung 

(7?2-|-#2 — p2  — c2  R2 cos«2  — 2 pe  72  cos  a — e-s~ cos«‘2-{-  2 72#  c2  cos  a2, 

-f-  2 pe  # cos  a — 2 72# ) tg  £ 

-j-  (4  Rh  e 2 sin  a cos  a -j-  4 pes  sin  ct  — 4e2#2siu  « cos  a)  tg 
-f-  (2722-f-2#2  — 2p 2 — 2«2  722cos  «2 — 4^>e72cos  a — er  s* 

-f-  3 e2s2  cos  2a)  tg 

-f-  (4 Rs e2 sin a cos  a-f-d^essin  a-f-  4c2#2 sin  acosa)  tg|tf 
-f-  722-j-  *2  — p 2 — e2  72*  cos  a2  — 2 pe  R COS  a — c2  #2  cos  a2 
— 272#  c2  cos  a2 — 2/)csCOSa-f-27?#  =*»  0 

In  Bezug  auf  tg^  sehen  wir  R als  variabel  an,  und  erhalten 
nach  den  anfangs  aufgestellten  Regeln 


cos\fr2d\&  

sin  #4  — 8(1  — e2)  sin#2  — 16  — sin«  . 8int>  -|-8 

S 


c 


sin|^2d|^ 


sin#4  — 8(1  — c2)  sinö-'2  — 16  ^ ~ sin  a.  sin  ^ -f-  Ö J .£ 


C 


di> 


. -- 

•e2)  sin»92  — 16  — sin  a sin  9- -f-8 


C 


und  aus  den  beiden  ersten  durch  Subtraction  für  sin  ,9-  =•  x 


dx 


xi — 8(1  — c2)x2  — 16^  sin  a.«-|-8  — 8 

S 8 


c 
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Die  Summe  dieser  Integrale  ist  constant  für  alle  Kreise  von 
constantem  Radius,  deren  Centra  auf  einer  gegen  dio  Achse  mit 
dem  Wiukol  a geneigten  Geraden  liegen.  Dio  drei  ersten  Functionen 
sind  hyperelliptisch,  die  4.  elliptisch.  Man  kann  also  speciell  der 
letztem  in  der  Form 


dz 

— Bz'-fC 


eine  geometrische  Bedeutung  abgewinnen,  wenn  man  aus  den  Con- 

V 

stanten  ABC  die  Worte  , e.  sin a entwickelt  und  x — sin ^ setzt. 

A 

Sehr  einfach  wird  sie  für  die  Parabel,  da  dann  dio  Functionen 


2f 


<Ut 


j/ sin  0*  — 16  ^ sin  a . sin  # -{-  8 ^ 


dz 


J/x4 — 16  jsina.x-j-8^- 


= C 


auftreten. 

Wenn  wir  die  # so  wählen,  dass  sie  2 rechte  Winkel  nicht 
überschreiten,  so  müssen  die  Amplituden  noch  der  Bedingung 


genügen. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  s als  Yariabele  die  hyper- 
elliptische  Function 


£ f == 

J yAsin#4-{-£si 


d& 


#4  -j-  B sin  vt3  C’sin  #2-f-  D sin  & -j-  1 

. 1 fR  „ 2 \2  1 

A = — (1  — e-  cos«2)  — ecos ctj  — 

Re  f Re  \ 

B = $ — sin  a ^2  — 2e2cos  a -f>  — cos  « j 

C — — Afeeosa (1  — e2)^ 

V \ V / 

D = 2 — sin  a 
P 

und  analog  wie  vorhin  für  sin#  = x 


— - C 
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dx 

Yäx*  4-  ßx* -f Cx*  -j-öx-f-1 


und  die  Amplitudenrelation 


C 


-|- ^3  — — 4a 

gilt  auch  hier.  Die  obigen  Functionen  gelten  für  alle  Kegelschnitte 
und  Kreise  mit  hinsichtlich  der  letzteren  festem  Mittelpunkt  und 
beliebigem  Radius. 

Die  merkwürdigste  und  schönste  Integration  liefert  uns  die 
Cassinische  Linie  in  Verbindung  mit  einem  sie  in  vier  Punkten 
schneidenden  Kreise.  Das  Kreisceutrnm  habe  wieder  die  Polar- 
coordinaten  R{ a).  Wir  ziehen  von  den  beiden  Brennpunkten  nach 
den  4 Schnittpunkten  Strahlen,  welche  die  Winkel  0 bilden,  und 
entwickeln  die  für  tg|0  geltende  Gleichuug,  indem  wir  die  Cnrven- 
gleichung 

r4  — 2c2r2cos2<p-{-c4  — r4 


zugruude  legen.  Nach  einigen  Eutwickeluugen  folgt 

((1  — ß)*  — 4p- 1^ cos  tg  J04  — 4^ (ß — l)sina tgl©3 

/ R*  8c 2 \ R 

/ 2ß 2 — 2 -|-4  R2  cos  a2  ) tg  i 02  — 4 - (ß  -}- 1)  sin  a tg  £ 0 

\ c 3 / c 

71  2 /c2  \ 

+ (l+^),~  Cosa2  = 0 


Hierin  nehmen  wir  den  Radius  s oder  ß d.  i. 


ß 


R2  -f-  c2 


variabel  und  verfahren  wie  früher.  Nach  einigen  Rcductionen  er- 
halten wir  die  für  alle  conceutrischcn  Kreise  gültige  Formel 


cos  $02d  IS 

j/(l-g*ta*e*)(l+£ec»ie*j 

AR 

— cosa 
c 


^ f*  sinJ0*d-J0 

/ j/ (l — fä  sin  I02j  ^1-f  \ cosI02^ 

AR 

— cosa 
e 


c 
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AR 


— COSa 
C 

Diese  Fnnctionen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  weder  * 
noch  R noch  a enthalten,  also  ganz  unabhängig  sind  von  der  Lage 
oder  Grösse  des  Kreises,  welcher  auch  in  eine  Gerade  übergehen 
kann. 

Die  Constauten  oder  die  Moduli  der  Function  sind  nur  abhängig 
von  den  die  Curve  constituirenden  Grössen  c und  <7 

Die  Integralfuuction  hat  demnach  einigen  Wert  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  und  zwar  um  so  mehr,  als  mau  dieselbe 
noch  auf  solche  der  ersten  Art  mit  einer  Amplitude  reduciren  kann, 
die  ebenfalls  eine  geometrische  Bedeutung  hat.  Der  Focalwinkel 
& zwischen  zwei  Brennstrahlen  der  Cassinisehen  Curve  steht  näm- 
lich mit  dem  von  den  zwei  Scheitelstrahlen  gebildeten  Winkel  y in 
folgender  Verbindung 

tg}e«gr_j/^±s* 

Diese  Scheitelwinkel  sind  die  Winkel,  welche  die  von  den  End- 
punkten der  grossen  Achse  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve 
gezogenen  Geraden  mit  einander  eiusekliessen.  Im  folgenden  nehmen 
wir  stets  den  spitzen  Nebenwinkel  von  y.  Die  Ableitung  dieser 
Formel  kann  vermittelst 

2 ra  sin  q>  2rcsinqp 

*«  1 7*  -^3-’  '8  8 = 

r*  = c*  -f  - q 2 COS  S etc. 


geschehen.  Unter  Benutzung  der  obigen  Relation  geht  nun  die 
Integralfunction  über  in 


welche  also  für  alle  Kreise  oder  Gerade  in  beliebiger  Lage  in  Be- 
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ziebnng  auf  die  Cassinischen  Linien  gültig  ist  und  sich  durch 
Eleganz  und  Einfachheit  auszeichnet. 

Aus  der  allgemeinen  Formel 

j, 

cosy* 

geht  noch  die  folgende 


also  ein  elliptisches  Integral  dritter  Art  hervor. 

Die  Einfachheit  des  Modulus  dieser  Integrale  führt  auf  den  Ge 
danken,  denselben  aus  den  Constanten  der  obigen  Gleichung  für 

tg^Ö  = j/l-f  *2coty 

oder 

tg|64  — Atg^ö3-f^tgie*-Ctgi04-D  - 0 
zu  entwickeln.  Setzt  man 


so  folgt  nach  einigen  Rechnungen  der  Ausdruck 


*(A*  B — 2AC)  (x  (1  — D)  1 + /»* 

-f  (C*  — ÄlD)(x(\-D)  + l + D)(xi('2  — B)  + Ex) 

+ 1+  D)-(C*-A*  D){x-\)Y 

-f  (C*  — A*  £>)(*(!—  D)  + 1 + D) 


also  für  x eine  kubische  Gleichung,  deren  Wurzeln  drei  verschiedene 


Werte  von  3 oder  der  Elemente  der  Cassinischen  Linie  repräsen- 

tiren.  Bedingung  ist  nur,  dass  die  Werte  0 der  Curve  den  Wurzeln 
der  Gleichung  genügen. 

Die  Integralfunction  der  Cassinischen  Linie 

d7 


74  . 

- j.4  'OS  f 
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ist  sehr  merkwürdig,  weshalb  wir  noch  etwas  bei  ihr  verweilen 
wollen.  Die  Constantc  ist  entweder  = null  oder  «=»  2 K.  Wir  wollen 
für  dio  getrennten  Ovalen  der  Curvo  die  verschiedenen  Formeu  der 
Functionen  aufführen. 

Legen  wir  durch  diese  Ovalen  einen  beliebigen  Kreis  oder  eine 
Gerado  und  zwar  durch  die  obern  Hälften  der  Curven,  so  ist  die 
Function 

F,+  *»  = *.  + ** 

wonach  also  y,  und  y*  in  der  einen,  y8,  y4  in  der  anderen  Hälfte 
liegen. 

Geht  nun  der  Kreis  oder  die  Gerade  durch  einen  äussern  Schei- 
telpunkt, für  welchen  also 

n - 

80  ist 

Ft  + Ft-Fz 

Wandert  nun  der  4.  Schnittpunkt  von  Kreis  und  Curve  in  die 
untere  linke  Hälfte  der  letztem,  so  ändert  das  entsprechende  Inte- 
gral sein  Vorzeichen,  und  man  hat 

F^Ft-Ft-F* 

Rückt  der  3.  Schnittpunkt  in  den  iuneru  Scheitelpunkt,  so  ist  wegen 
ft  = 0 

Fj-f-F*  — K — F4  oder  *i  + Ff+ F4  = K 

Wandert  auch  der  3 Schnittpunkt  in  die  untere  linke  Hälfte, 
so  wird 

F,  + /i+/i+F4  -2* 


Berührt  der  Kreis  oder  dio  Gerade  die  linke  Ovale,  so  ist 

^i+fi+2F,  = 2K 
Berührt  er  auch  die  rechte,  so  folgt 

Fx  + Fz  - K 

Für  eine  tangirende  Gerade  lässt  sich  dies  leicht  bewahrheiten 
Mau  hat  nämlich  für  diesen  Grenzfall 


also 
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tgy*-  = 


Jfe* 


Die  Bedingung  für 
oder 


ist  aber 


/ 


2 Fx  = K 
dy 


Y 1 — &2  cos  ys 
cotgy2  ~ p 


K 

2 


welche  mit  der  abgeleiteten  übereinstimmt.  Die  obigen  Relationen 
geben  Lösungen  von  Additionsproblemen  elliptischer  Integrale  der 
ersten  Art 


wenn  man  aus 


\fvT= 


dcp 


Y 1 — A2sin  cp* 


k 


die  ensprechende  Cassinischo  Curve  construirt  und  die 

y =,  90 °-g> 

als  spitze  Scheitelwinkel  darin  einträgt.  Tut  man  dies  für  die  drei 
Argumente  <p,  <jp293,  und  legt  einen  Kreis  durch  diese  Punkte,  so 
entspricht  der  4.  Kreispunkt  in  seinem  Winkel 

ft  — 90°  — 

der  gesuchten  Amplitude  für  diejenige  Function,  welche  unter  den 
angeführten  enthalten  ist,  unter  welchen  also  die  Relation 

nur  ein  specieller  Fall  ist. 

Ist  A'2  grösser  als  die  Einheit,  so  tritt  eine  geschlossene  Cassi- 
nische  Curve  mit  Grenzbedinguugen 


auf,  während  die  Relationen  im  wesentlichen  die  entwickelten  sind. 

An  sie  knüpfen  sich  eine  zahlreiche  Menge  von  Formeln  zwischen 
den  Amplituden  unter  den  Beziehungen  von 

cos  9,  sin<p,Vl  — A2sin<p2 
wie 
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cos  qPj  cos  g2 — siny,  sing>sz4cr  = cosg>3cos<p4 — sin  qp3  sing>4^f<J 


was  eintritt,  wenn  der  Kreis  die  erste  Ovale  in  einem  Punkte  y,  be- 
rührt, und  die  andere  in  einem  ähnlich  liegenden  Punkte  schneidet 
Die  gesuchte  y3  gehört  dem  4.  Schnittpunkte  an. 

Die  Cassinische  Linie,  bat  also,  wie  wir  bewiesen,  für  die  ellip- 
tischen Jutegrale  dieselbe  Bedeutung,  wie  die  Kegelschnitte. 


Die  folgenden  Entwickelungen  werden  im  Anschluss  an  die 
„Transformationen  der  ellipt.  Integrale  u.  Funct  etc.“  eine  Reihe 
hyperelliptischer  Integrale  aufstellen,  welche  auf  elliptische  reducir- 
bar  sind. 

Am  a.  0.  haben  wir  auf  S.  171  eine  Ketteuliuie  zugrundo  gelegt 
in  der  Form 


cotyt  Jyt  -f-  cot  y8  ^ cot  y3  ^/y4  -f-  cot  y4 
1 — cot  y,  cot y^Yi^Yi  ^ 1 — cot  y3  cot  y4^y3^y4 


u.  a.  m. 


Man  bemerke  noch,  dass  in  der  Relation 

Fi  + F2  = F3-F4 
für  j F,  — F2  — F4  hervorgeht 

Fs  = 3Fj 


II. 


e— 1 ' 

und  haben  für  a;,  y,  s vermittelst 


s 


2 


sinro  «=  — , 

y —k 


folgende  Reihen  abgeleitet 
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2n2  ( q . nu  3 q3  . 3ttm  5 o5  . bnu  \ 

k’K*  (rr?8in2ir  ~ i — g«81“  2a:""^  i-2loSm2Z"  * • 7 

deren  Argument  u das  Integral 


u ==» 


dy 

V(j,2 -l)(l+t'»-2Vy) 


ist.  Eine  weitere  Entwickelung  für  hyperelliptische  Integrale  lässt 
sich  und  zwar  für  den  5.  Grad  anf  Grund  der  Formeln 


g3jt_|_g— 8*  g3jr  — g— 3x 

y3  _ g , «3  D 2 

/d<?3  . «3 

sin  opq  =»  r> 

Vi  — &*sin  qp3*  Va  ~~  k 

anbahnen.  Man  hat  zunächst 


= <?x,  ys  — *3  =•  e~ 

3 3 

ex  — V y3  + *3,  “ V ys  “ 

and  weil 

*3  = Vys*  — 1 

so  folgt  weiter 

3 

e*  = v*+y*»-i 

and 

3 

1 / 3 

«”*  y ys—  1 /y*  -1 

Aus  beiden  folgt  durch  Addition 

3 3 

~^ys4-Vys*— : i ~f  ^ya  — Vy»2— 1 

ymm  2 

welches  die  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

y3  — f y — iy s — 0 »st. 

Bez.  d.  Aufl.  d.  kubischen  u.  höheren  Gleichungen  durch  die 
Kettenlinie  sehe  man  a.  a.  0.  S.  262  nach. 


Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 


ys  — 4y3—  3y 
dy3  — 3(4y*  — 1)  dy 


Führen  wir  diese  Ausdrücke  in 
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^3 

% V<**-i)<l+***-i*'»*) 

ein,  so  erbalten  wir  das  hyperelliptiche  Integral 


' -J  jE 


3 dy 


(y*-l)  (-^+3y-4y’) 


_ r _<i<H  _ 

J Vl— &*sin  cp3* 


Die  Variabele  y dieser  Art  von  hyperelliptischen  Integralen 
und  der  dieser  Form  analogen  kann  man  also  als  die  Ordinate  einer 
Ketteulinie 

ei  z-{-  e~x 
y = 2 

betrachten,  deren  entsprechendes  x zugleich  mit  3x  = xs  auch  j/3 
und  damit  *3  bestimmt,  womit  daun  auch  die  entsprechende  Ampli- 
tude <p3  des  elliptischen  Integrals  desselben  Arguments  vermittelst 


sin  <jp£ 


y&—k' 


erhalten  wird. 

Verfährt  man  in  ähnlicher  Weise  für 


yb 


e5*’-!-  e-® 


ox 


e5*—  e“5x 


2 * 85  ~ 2 
so  ergiebt  sich  das  hyperelliptische  Integral 

5 dy 


. ..  [-= 

J Y 2 k’  (y» 


-1)  -r>y  + 20y>  - 16y5) 


(bb 

Yb— Ich 3 


für  welche  dieselbe  Construction  von 

bz  «= 

etc.  wie  vorher  durchzuführen  ist. 

Demnach  ist  allgemein  das  hyperelliptischo  Integral 

n dy 


81U  <p5‘ 


Wh 


fl' 


+ 


M (’j  l)  \~w  + V‘y 31 — ^ + 


auf  das  elliptische 
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Un 


dcpn 

y 1 — k*  8in  <Pn 1 


zurückzuführen,  wenn  « eine  ungerade  Zahl  ist,  denn  die  gesuchte 
Amplitude  tpn  ergiebt  sich  durche  eine  leichte  Construction  aus 


8in*"  “ *T-T- 

und  yn  und  sH  sind  bekannt  durch 


xH  = nx 

weil  durch  die  bekannte  Yariabole  y des  Integrals  auch  x und  dem- 
nach auch  das  übrigo  bekannt  ist.  Vermöge  der  Eigenschaften  der 
Kettenliuie  ist  der  letzte  Ausdruck  leicht  geometrisch  zu  deuten. 
Vergl.  a.  a.  0.  S.  173. 

Vermöge 

n » 

y yn  -f-  sn  4“  y y n — #k 


hat  man  unter  Benutzung  der  angeführten  Reihen 


2 ?r2  / q . 7t  u„  2q*  ÜJttin 

krK*  Vr-? Sin 2K  + r-^C0S  2K 


wodurch  die  Umkehrung  des  hyperelliptischen  Integrals  bewerkstel- 
ligt ist. 


Man  kann  auch  zur  Darstellung  von  y sich  der  Formeln  auf 
S.  174  und  185  ibid.  bedienen  und  demnach 

2 

' , _ . nun  2 n un  9 . 37tUn  . \n 

1 cos  ® ^ *2K  * - * 

i n • nn~n  n . 2 intift  - n a . 37t«n  . 

1 — 22Sin2^-  — C08_2^"  + Vsm  ~2K~  + - 
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+ 1 


1 ^ % n i Hft  . 3.T  Un 

1 — 2^  sm  .7^  — 2</  eos  -f-  2^  sin  -yy  + . . 

1 -f  25  sin  - 2q* cos  - — 2^9sm  ~^K  -f . . . 


2A'  "*  ww  2AT 

benutzen.  Führt  man  die  elliptische  Transcendente 

2n  Um 


TT 

© = 1 — 2q  cos  "■  -j~  2g4  cos  — 2<j9  cos  -f- 


3tt  Um 
K 


ein,  so  ist  auch  noch  vermittelst  dieser  Thetafunction 

2 2 


y — $ 


: (f : -)V 

® (f  + “*)• 


+ 1 


0 

(2  + “») 

0 

(i  - -) 

Ferner  sei 

dann  ist 
und 


y * 


e2x  _J_  g— 2f 
2 ’ 


r>2j  — /»— 2.c 


y,  = 2y2-l  - 2«2  + l 


u,  - r ...  2^_  _ r df* 


; 47t2  / q*  TT  «2  2</4  2*7*0  , \ 

b*  k’  K 2 V 1 — g4  C0S  K 1 — 2«  008  ~lt  + * * • j 


E 4?t2 
y^'Kic 


oder  man  hat 


_ p 2 ds 

2n2  / q . 7Ttt2  3<ZS  . 37t ?ia  , \ 

Ä*ÄT  Vf-78m2Z  — r-^8U1  2A'  + • • 7 


Führen  wir  hierin 


s — tg<5 


2 

7t 


wo  <5  der  Winkel  der  Tangente  am  Punkte  xy  der  Kettenliuie  ist, 
ein,  so  folgt 


2 dö 


(*+*')  j//(r+T),_9inä,! 
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welches  Integral  man  mit  dem  bekannten  der  Pendelbewegung  in 
Beziehung  setzen  kann,  wenn  der  Ausschlagwinkel  a durch 


sin  £a 


1 — V 
1 + k' 


bestimmt  wird.  Der  Elongationswinkel  9 ist  dann  gegeben  durch 

♦,.ia  f q . nt  3 q3  . 3 nt  , \ 

tsi9  ~ vT*  ~ i-l«  8,n2 f + • ") 


— tgi/J*  «-f/?  = 180° 

Eine  weitere  Transformation  der  durch  die  Kettenlinic  vermit- 
telten Integrale  führt  für  gerade  n auf 


4 dy 


n. 


■f 


4 tls 


\/ 2*V+1)  (--2  j—  - 8»’  - 8»*) 


u.  8.  W. 


Auf  S.  191  der  „Transformationen“  haben  wir  die  Formel  ent- 
wickelt 

o • 71  u c q • 3nu  I n ,r  . ,5*» 

<ix_1  ^ aln2Ä:- V^-iTT+V5^:^  ■1. 

e*  1 1 — 2j'1cos  +2<;l“cos  — - — 27mcos— S? 

A A A 


Dafür  können  wir  schreiben 


e+J* — e-\x 


s > 


e+l-r-j-  e— ix 

wo  yj  wie  x Coordinaten  der  Kettenlinio  sind,  und  zwar  ist 


V\ 


dx-{-e~  I*  . eix  = e~ix 

2 ’ **  = 2 


also  ist  wegen 


auch 


2/i 


cosdj 


i «i  = tg^i 


«}  . * el*  — 1 

— = sin  oi  = 

y\ 


Arch.  d.  M»th.  u.  Phy3,  2 R oihe,  T.  XI. 


11 
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Der  obige  Quotient  der  Jacobi’scben  Transccodenten  ist  damit 
geometrisch  delinirt  und  zwar  durch  den  Tangentenwinkel  dj  des 
Punktes  x\y\,  wofür 

x «=  4x* 

gilt.  Erhebt  man  entsprechende  Coordinaten  zur  4 Potenz,  so 
^esultirt 

y =-  8y«4  — 8y;2-f-l 

Es  ist  aber  das  Argument  u mit  y durch  die  Definition 


” = / 


äV  

V(?2 - + 


verknüpft.  Führen  wir  hierin  anstatt  y seinen  obigen  Wert 

8 '8 


ein  und  setzen 
so  erhält  man 


y cos  di 4 cos  dj* 
sin  dj  -=»  z 

4 dz 


+ 1 


n 


wz 

A • nu  n .)  • 3nn  . f)T7i 

2 q Sin  7- -r.  — sin  rr  4-  2q2-' sin  ^ . 


nu  . 27i?t  3 er m , 

1— 2g4cos  ^ — f- 2g,',cos  — 2<?30cos  -^r  -f* . 

Indem  wir  hierin  einführen 


l-j-VÄ"'  . 

sintp  = sin 


wird 


u 


vf, 


1—VV 

dt\) 


(i  +vv)*J  i/,  fi—  y*v  . , 

SIU  v 

und  die  Umkehrung  dieses  Integrals 


TW 


sin 


1-j -yt'  2q  sin  2A  Vsin  2A'  +2rrJs>n  2/c 


1— V*'  , 0 4 7174  i o iß  2t?«,  o aß 

1 — 2q* COS  ^ — f-2<21(,COS  - — 2g36  COS  -jrr 


Wir  haben  ferner  auf  S.  191  die  Formel 
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4 4 

l + V^sinqp  , ( Yq  . rrn  . Vq3  . 3 rru  , \ 

1 — VA;  sin  ip  ' i l— y5sin2A'  ^ l—y<2sS,n2Ar 

aufgestellt,  welche  wir  noch  zu  einigen  Transformationen  benutzen 
wollen. 


Wir  setzen 


4 4 

oj« 71  w 4 W 

-sin  — r— 


l—yq  '2K 


. 3 TCU  . 
l_ys»sm-2Ä  + 


als  Abscisse  einer  Kettenlinie  fest,  und  führen  ein 


und  es  ist 


also 


V 


e*-f -c~* 
2 ’ 


8 


1 — A;  sin  g3 
y 1 — isinqp21 


2 VA;  sin  cp 
1 — A;sin<p2 


tg  £<5  =*  VA;  sin  cp 


ti 


dep 

Yl  — k“S\n<p* 


WTir  haben  nun  naebgewiesen , dass  für  diejenigen  Coordinaten, 
welchen 

a*, , = nx 

entspricht,  also  für 

c tu  _|_  ß—vx  tftz ß—nx 

yn  , *»  r2 


in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Tangentenwinkel  <3  und  d„,  deren 
Complemente  E und  En  seien,  die  Relation 

tg  \En  = tg  \En 

besteht.  E ist  also  hier  der  Winkel  zwischen  Tangente  und  Y- 
Achse.  Demnach  ist  auch 


also  wegen 


tg(45°  — £<S„)  = tg(45°  — 3<5)m 
tg  £<5  ==  VA;  sin  tp 


1 — VA;  sin  cp„  /I  — y k sin  cp\  n 

1 V k sin  <p,i  \ 1 Vlc sin  cp) 

Diese  Ausdrücke  können  aber  in  die  zu  Grunde  gelegte  Formel 
eiugefübrt  werden,  und  man  hat  also  für  die  beiden  Integrale 

u* 
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*“/ 


dxp 

Y 1 — k*  sin  92’ 


_ /* 

J y l — &2siu  qpM2 


die  Relation 

4 

V<Z  . . 

s»n4Tir  -y 


4 

Vq 3 


377  U« 


1 — y q 0111 2K  1 1— V<*»  8in  2 Ä' 


4 

Vg 


/ V 

= * (jzr 


7TU 


Vq  810  2Ä  * 1 — V«3  01“  2K 
Beispielsweise  würde  für  n = 3 zu  setzen  sein 

<P»  — «Pa 

3 sin  9 + & sin  <ps 
sin  9s  — “y-|_3*8inv! 


V <?3  . Smt 


sin 


+ • 


^ffemein  ist  für  grN 


isin  qpn2 


j/H—1  1 -f-fc  sin  y* 

y«  +1’  y ” 1 — fc  sin  y2 


«— 1 
2 


y"  — 2W+1 . (-1) 
wenn  n ungerade,  und 


( rt(n*  1 2)  «(«*— l)(ns— 3*)  , 

{”> TT-^  + " 5 1 * 


-) 


y« 


2H-1  (_1) 


ii 

2 


/ 7i2 

(1—2 


y2  -f 


n2  («2  — 22) 

41' 


.4  _ 


n*(n* — 22)(n* — 4 2) 
6! 


0 


wenn  n gerade  ist. 


Hierdurch  erhält  man  allgemein  sin  y„  durch  sin  y ausgedrückt, 
und  man  hat  für  diese  Amplituden  und  Integrale  die  obige  Relation 
zwischen  den  betreffenden  Argumenten  u und  «t». 


HL 

Ein  bemerkenswerter  Fall  der  Transformationen  ist  der,  dass 
sich  aus  ihnen  eine  Reihe  von  Fuuctionalgleichungen  dritten,  vierten 
und  höheren  Grades  entwickeln  lassen,  von  welchen  wir  eine  schon 
mitgeteilt  haben.  Es  sind  Gleichungen,  deren  Absolutglied  eine 
Reihe  nach  Art  der  elliptischen  Functionen  ist,  und  deren  eine 
Wurzel  sich  ebenfalls  durch  eine  solche  darstellen  lässt. 
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Auf  Seite  179  der  „Transformationen“  haben  wir  für 


die  Gleichung 


l+k'A 


, u-f 


dtp 


2 k'  y ‘ 


n6  ( q nn  9 q* 

-r- I PAfl  — 


r oV  ym  -|-  ® \l— q*  C08  2 K 1— </  2A' 

gefunden,  deren  eine  Wurzel 


C08 


3ttu 


...)’  = 0 


E 4t*  / n u 2q*  2ttu  3 qs  3 mi  \ 

y ~ Vk~  Vk*  vi^y 008  k ~ 1-7/ eos  ~T  + 008  ~k  ’ ) 

oder  auch  (a.  a.  0.  S.  175) 

(1 — k ')*  g 7114  , </s  3tu  \ 

y — — 4P  h 4p  c°s8  ^f_j_9sC08  2k~^  1+Ö6C0S  2A  + * * ) 


ist. 


Wir  führen  ein 


1 +*'*  x, 

» ~2k~  - x 


also 


- VS.  V 


J —k‘ 


Yw  * 4+k' 

nnd  die  obige  Gleichung  verwaudelt  »ich  in 

, 1-f-fc'*  , 7t3  / q 7tu  <78  3tm  \ 

l3 — x4-  -7-— „I  C08  wj.  —9  z h COS  Wir  1=0 

2k  r V2A:'3  äA1  — <1  Ah  1 — r 2A  1 / 


welche  zu  den  irreducibeln  gohört.  Und  eine  Wurzel  ist 

3tu 

- sin  4 1 „ -t- -5  cos  wir  — i ; v -5  cos 

y 2k 


1-f*4  . Af 

x = v — sin  4 I 
v V 


r JTM 

l-j-5*  008  2A  l-f5« 


2A' 


"11  5tu\ 

l-|_gl0CO82A  ) 


Diese  merkwürdige  Reihe  stellt  also  einen  Wurzel  wert  der  re- 
docirten  Gleichungen  3.  Grades  mit  3 reellen  Wurzeln  dar.  Man 
kann  sie  als  eine  indirecte  Lösung  der  Gleichung 


x*-Ax-\-ß  — 0 


betrachten,  deren  Coefficient 


den  Modul 


i y-*:2 

A “ 2k‘ 

k'  = A-Yä*— 1 


ergiebt. 
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Würde  also  aus  dem  Absolutglied 


B 


7T' 


1 /'2k'3  K3 


(q  Ttn 

X_2*c082 K~~ 


9 q3 
1 —q« 


3.t  u 


+ 


25t*  5t  w \ 

i — gi«  C0S2A  * * v 


umgekehrt  der  Wert  vou  cos  -cj.  sich  crmittelu  lassen,  so  wäre  damit 
die  Wurzel  x gemäss  der  obigen  Reihe  bekannt.  Infolge  von 

Je  l 

y 2k'  ' Je 


können  wir  eine  S.  157  gegebene  Reiho  benutzen,  und  man  hat 


x 


4t  / q tw 

— 1 , « cos  k, 

ywKV—a 


wonach  wir  also  für  dio  Unbekannte  zwei  Reihen  zur  Verfügung 
haben.  Führen  wir  noch  den  bekannten  trigonometrischen  Winkel 
E ein,  so  ist  noch 


cos  (60°  + /!;)  = 


2t 

K 


cos 


T w 

2 k 


- j/^cosS,  008(60°— £) 


*}  cos  (60°-f-£) 


Im  Anschluss  hieran,  wollen  wir  noch  die  Discriminante  D der 
kubischen  Gleichung 

x3  — ax^-^lrx  — c — 0 

durch  eine  Reiho  darstellen.  Führen  wir  ein 


tgr  = 3a;2  - 2ax- \-l 


und  eliminiren  aus  beiden  x , so  folgt 

tgr2 — (a-  — 3i)tg  r2  — D = 0 

Identificircii  wir  diese  mit  der  obigen  Gleichung  für  y,  iudem 
wir  setzen 


und 

so  wird 


tg* 
a2  — 3 h ■ 


■■  y 

2 k‘ 
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n "6  _(  _'l  _ %!*  3™  25<jr5  5^m  \ 

1 - j®  2Äf  + cos  2K  ' j 

and  cs  ist 

«2  | , E l*2  / </2  rrw  2«/1  2wm 

’ = k'  K VK*  Vl— q*  C0S  I<  ~~  \CCji  cos  IC  * * J 

Andererseits  kann  man  auch 

U1  ~ xi  u2  ~ x3 — rn  n3  = xi  — x3 

einführen  als  Wurzel  von 

m3 — (a2—  3£)tt-|-V — D «■=  0 

und  es  folgt 

1-f ( q vn  q 2 \ 

“ VW  Slü4  U+32  C0S‘2K  $ 003  2A'  + * * ’) 

(~l  — ^ (‘r2  — X?)  (x3  ~Xl) 

~ j_  'j 
2AT  ^ ' 7 


71 1 


(0  7im  9a3 

; « COS  — J.  COS  r 

1 —fl  *K  1 —3°  ° 


Die  bisher  entwickelten  Formeln  und  Reihen  enthielten  den 
Cosiuus.  Man  sicht  aber  auch,  dass  dieselben  sich  durch  Sinus- 
functionen  ersetzen  lassen  unter  Benutzung  der  Relation 

k‘ 

^am  (K — u)  — -z 

v d am  u 

So  hat  man  also  auch  für 


.3 


1_|_£'2  rr3  / q . nn  (Jq*  . 3 *tt  \ 

2k‘  y 2^3  A'3  Vi-tz" S1U  i ~qG  s,n  + / 0 


14 -k*  . / Aq  .nn  q 3 . 37t«  qb  . 57t«  \ 

* Vä4r  *“  W*"5k'h  +*  l+*»,ra2Ä  - ) 

uud  dem  entsprechend  die  übrigen 

4 n ( q . 7t  u qz  . 3:r«  \ 

3 “ l-K  8111 2tf  1 SU1 2/v  + • * 7»  ctc- 

Man  kann  ferner  solche  Gleichnugeu  für  den  4.  uud  5.  Grad 
ableiten,  wenn  wir  in 


Ä 


für  sin? 


jy1- 1 

y—k' 


welcher  Wert  aus 
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y 


1 4-  vj 


k1- yz 

folgt,  die  Abscisse  y der  Kettenlinie  einführen,  man  hat 

dy  l+i‘> 


U~f 


V*  - 2k' y)  (y*-  1) 


2k‘ 


woraus 


dy  =-  Y 2k' (y*  — 1 ){A  — y)  du  = 0 


Wir  differentiiren  nun  die  oben  aufgestellte  kubische  Gleichung 
für  y in  der  Form 

/ 7t3  f fl  7TU  9 o8  3 7tu\ 

* Va~»  ~ lr-j* cos  2k  w>co*  äz) 


und  benutzen  den  vorhergehenden  Differeutialausdruck,  wodurch  wir 
folgonde  Gleichung  erhalteu 

7i8  / q nu  21q*  . 3tt«\ 

“ 36Ä'4A'8  \l—  q*  S1“  2A'  “ 1 - q6  S1U  2K  ) 

deren  eine  Wurzel  wieder  unter  der  oben  angegebenen  Form  be- 
kannt ist. 

Wir  differentiiren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  führen 

x%  = A—y 

ein  und  erhalten 


xb-§Ax*  + l(4A2  — 3)x 

nb  ( q rrn  81  fl3  Sttu  \ 

~ ÜVW&  li-<z*C08  55:  “ 1~<ZG  cos  MT  • • 7 

welche  sich  als  eine  reducirte  Gleichung  5.  Grade9  darstellt. 
Denken  wir  uus  eine  Gleichung  dieses  Grades 

zb-Pz*-\-Qz  — R = 0 
mit  der  obigen  identisch  und  setzen 


also 

und  demnach 


z =* 


X 


n 


xb  — Tn*  xz  -f-  Q n*  x — R n°  — 0 

Rn*  = Qn * = 
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Rnb 
so  folgt 


7T" 


fci 


7tM  81  q3  3xu 
COS  <777  — ..  g COS 


24  y2jfc'&K5  U— fl*  2JT  1— 76 


3^ti  \ 

2Ä"  ' * 7 


25 


7i 


2(6/>2 — 25  a> 


4 — 


3P 


Vl2P*  - 5U  Q’ 
mit  der  Bedingung 


k‘  = 


3P-V50Q  — 3P8 
V12.P*  — 50Q 


*>g?» 


und  das  Absolutglied  ist  folglich  nach  einer  Transformation 


7t5  / l4» 

24  A'5  n5  y^ic'0  \I 


fl  . 7111  . 3473  . 3^tt 

? sm2 K^~  i— nG  sm 2AT 


+ 


5 7 tu 


5 V 

l—q™  81U  2Ä 


und  die  Wurzel  der  Gleichung  5.  Grades  ist 


z = 


1-f-*'  4g  . Ttw  <23  . 3tem  \ 

«V2^  81D\l-hl*  S1U2A+3  1 +568m2A  + 


) 


Die  auf  S.  145  abgeleitete  Function 


, . l/l— \—J  q . nu  q3  . 3 nu 

| arcsin  y x_|_^  - l-|-2*sln2A+^  l+56  8111 2A 

wollen  wir  zur  Aufstellung  eines  transcendenten  elliptischen  Inte- 
grals benutzen.  Wir  führen  ein 


also 


1-j-zf 


1 — v2  _ 4 wdw 

^/  ==  t— - o,  ==  — 77"  1 — ä7g 

l-hr  U-fr) 


und  demzufolge  ist 


d<p  = 


1— y2 

l+y* 


2 dy 


d(p 


Wir  multipliciren  nun  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichuug  mit 
und  die  rechte  mit  du,  und  integriren,  dann  folgt 
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welche  für 


übergeht  in 


q 3tU  q*  3nu 

= ~ HV  C°S  2K  ~ & i+76  C0S  2K  * * * 
* [ ^ = sin* 


v 


,2 


TT» 

008  21'"*"* 


Die  Constante  folgt  aus 


0 


<?3 

l-f<Z6 


und  so  erhält  man  das  merkwürdige  Integral 


sin  * 


1 /\-k'  1—J 

~ X l-l-i'  i 


l+L‘  1-f^’ 


Sin  qp  = 


2siu  x l> 

1—  *'  + (1  -fVjsiu*2 


Demnach  kann  man  das  vorstehende  Integral  and  analoge  an- 
dere in  Reihen  entwickeln.  Man  könute  sie  elliptisch-trauscendente 
Integrale  nennen. 

Der  grösste  Wert  desselben  geht  aus 

1-*' 

sm  «,  = 

hervor  und  ist 
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- v (1+r)  (i+?  +1 1+2«  + Ä rl<r  + ••  •) 

Zum  Zweck  einer  Yerification  haben  wir  angenommen 

k - \VZ 

V = q = 0,08579573.  g*  = 0,007361,  A'  = 2,156515 
wodurch  das  letzte  Integral  übergeht  in 

t/  V 1 — (3  Sill  ti/)2  n:  V 1-j-g2  ' ' 1-f  ^ ) 


also 


K 


0,68643 


Es  sei 


dann  ist 


3 sin  rj;  = x,  ip  = arcsin  g,  3cosi \>dg>  = dx 


n 

2 

“ \ f (sin  cp  -f  ^ sin  <f*  + j^sinqp5  + • • •)  d(P 

o 

wenn 

x — sin  cp 


gesetzt  wird.  Die  Ausführung  der  Integration  und  die  Wertbestim- 
mung zeigt  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Seiten  der  obigen 
Gleichung  und  damit  die  Richtigkeit  des  transcendenten  Integrals. 
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Wir  wenden  endlich  noch  die  Formel  S.  146  an 


i arc  sin 


m V i-k'  i 


— 4 n n , . q*  . ?r«  . , o4  . 2m 

l-\-J  “ ha'  1 81,1  K l-j-5ö  810  A 


indem  wir  einführen 

\—A 

1+^ 

und  beiderseitig  die  Gleichung  mit 

dtp 


4 i_-r  = 81,11 


u 


multipliciren  und  integriren  unter  Benutzung  von 


W<jp 


2rfy 


‘V(ösy-)(Gsr-^ 


Mau  findet  wie  vorher  in  analoger  Art  das  transcendeute 
Integral 


/ 


rdx 


V‘-  (i+l5) si,,t“ 


7i  ir 


2nul 


2(! H~ k ) " (16  A,a  + 8,ul>a'  1-f«*81“  2 K 


f/0  37tM*V 

+ i 1+g11  " 2K  ) 


l/l  + A-  1 -J 

sm  1 “ \ fl! T ! + <*’ 


2 sin  t 


\+d*  8m<p  1-  Af'-J-d-j-lOsinT* 

Um  noch  einige  Gleichungen  zu  entwickeln,  benutzeu  wir  die 
Iteihe  für 

sin  am  u — sin  tp  = y 

für  welche  besteht 

2tt  / V'/  . 7lu  V</3  . 3rru  \ 

y “ kK  \T—q  Sm2A  i-/Z3sin2A'  • ' ) 

dg  = V(1  — */*)  (1  — &*sr*j  rf« 

Differentiirt  giebt  dies 
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(1-*V)  - ~ (j±-  COS  Yk  + 


nn  2V7s  3ttm 


l-o» 


cos 


.jttu  \ 

2 K • ’ J 


nochmals  differentiirt  folgt 

. 1-f-P  , K*  /^V'O  . 7111  9l/«»  . Ü71U 

y ~ ' 2P  y^~  4k*  K*  V.  i —q  sm  2 K^~  1 - q*  S1U  2K  * ' ' J 


und  ferner 


. ,1+**  , , 1 + 14*»+*« 

24  Ü* 


1tv 


192  kbKö 


Yq  . 7CU  81 Vq*  . Sirti 


f V<1  • 
I —^Sl 
Vl  ~q 


8111 2K+  1—  q*  *m2K 


) 


Die  obige  Reihe  für  y ist  eine  Wurzel  dieser  Gleichungen. 
Nach  den  Formeln  S.  238  findet  man  ähnlich 

9 q*  . Snu 


. 1+P2  , 2n=  r q . ku  . V . öTiu  , -x 

y 1 — Je'*  V~ ^ PA'  * V.1— q*  8m  2 K 1— q«  S1D  2K  + * ‘ J 

3 TtU 


71  U 


y 


4 7*  r q . «w  , ^ 

~ lÄvi— 3*sm2A+  i— 3® 8in 2k  •* 


) 


und  ähnlich  für  den  5.  Grad,  wenn  wir  setzen 

1-fP 
1 — k'  “ * 

, 1 /'"ll  ß2~j-9~'v  _ . 1 / a , 

wC-^rJ^+ü^ +7)* 


ku  81 q*  . 3ku 


k°  f q , 

6PA5  Vl— 810  2 A'  ‘ 1—3« 


sin 


2K 


0 


|/l— 1*'  . . fKU  \q*  . mt  I34  . 2nu 

“ K r+*',m4(jjr+ 1+7 810  r + i+7sin  T + - ■ ■ ) 

Die  Reihe  für  sin  am u*  führt  nach  einigen  Differentiationen  auf 
1-ffc*  8 , x «6  C q .KU  4q*  . 2nn  ~\2 

" k*  X + P P A6  VI-?2  Sm  A'  + D~P8m"T  * • ’ J 0 


K—'E  _ 2*2  ^ 3 
P A"  PA'2  VI— ?2 

Die  Reihe  für 


TTU  2q * 2 KU  , 

C08  k + r_t C08  - + . . j 


2 KU 


liefert  wie  auch  die  für 


cos  am  cp  — y 
k’  sin  am  « 
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(1  -2A*'2)  7i3  f y q . n n 9 +3  3 . 

y 2k*  y - 4p/va  V_i  fTg  8111  2A'  “ ff?  Sin  2/1  J 


2/ 


2 7t  yq  7C7i  Vfl3 
4ATVlf  lf? 


sin 


1+7' 
?>Ttn 

2ÄT 


0 


und  ferner  die  Reihe  für 


sr 


(i+n  _*3  f q 


2 


2/ 


TtM  4fl2  2;iU 

y~A3  ^.if  ? cos  k + lf ? cos 


K 


n 2 n q 

2 A + Ä7  Vl+fl* 


Ttll  fl 

COS  ^ + r- 


27T74 


i+a’ 


cos  — 


. . *=*  0 
:u  "X 

: J 


Weitere  Differentiationen  würden  Gleichungen  5.  Grades  her- 
vorbringen. 


Nach  den  Formeln  S.  27G  folgt  für 


„ lffc2  . 4 7t6  Vq  7tu  2Vq*  Srru 

" 2 1- A2  kG  Ar,;  Ll  — fl  C0S  2A  ~ 1— q*  C0S  2A  * • J 


x 


2 K 1 —fl3 

y+- 
y 


0 


f V q . nu  VqS  . %7tn 

log  jr  = 8 (_  1 - - «n  5X- ~*w SU1 5F  + • • • J 


u.  a.  m. 


Zum  Schluss  geben  wir  einige  Näherungswerte  für  K und  E. 
Auf  S.  148  haben  wir  die  Reihen  aufgcstcllt 

2 tc  f . . 4 </4  . 4o8  . 4fl12 


(HV/+ 


+ 1 i _V  , V +712  ^ 

v.  •"  i +?  •"  i+//,t5  + if  fl*4  * / 


1+721 


VqmT^p  __ 271  _i«L  , V _ + 

1/8(1+A' )VX>  — A'  v1  lffl8  + lffl16  1+fl24,  • J 


oder 


(1 + V/*')2  - 2”  (1  + 2,/  + 2a"i  + 24“  . . ,)! 


2.t 


V8(lf  k')Vk'  — — (1— 2fl4  + 2fl«G  — 2fl30)2 


2 TT 


!(1~V£')2  = j^(7+79  + 725+  ..•)* 

Aus  der  Addition  der  beiden  reducirten  vorletzten  Relationen 


folgt 
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i+vi'+v,8(i+t')y*‘= \/j-  a+2S"> ...) 


woraus 


n 


4te 


,16 


2=  A<i+V*'+V8<i+i')V*') 

bis  216  genau  folgt. 

Um  E darzustellen,  folgt  aus  den  obigen  Formeln  zunächst 


47T 


(i+v*')2+ v,»u+/fc')V/fc'  = -A-  (l+v+v“ ...) 

Auf  S.  156  steht  aber  abgeleitet 


TC* 


\ — 1 ~ i~yjp  Y* (1  + %8  — %l(5+  • . .) 


aus  der  vor- 


In  diese  Formel  setzen  wir  den  Wert  für  CD’ 
hergehenden  ein,  und  erhalten 

1=1-  Y=Vk'  + «1  + V *')* + V»<  !+*') Vi')*ü  - 32j16) 


oder 


I - (— 3r-~y -*'+iU+  vw?  Ya 1 + k'Yvk' 


und  da 


so  ist  auch 


E n 


K 


8t 


(i+V*'+Vö(i+*').V*') 


$(1  - f (1-hV*')*  V8 (1 +*0  vl' 


(i  -f  vic + yg(i+io  y *')s 


beide  bis  516  genau. 
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IX. 

Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste. 


Von 

Karl  Reich. 


I.  „Hat  die  Primzahl  p die  Form  4n  — 1 und  fügt  man  jedem 
„von  allen  incongruentcn  quadratischen  Resten  a von  p die  gegebene 
„durch  p nicht  teilbare  Zahl  h hinzu , so  gibt  es  unter  den  so  ent- 
standenen \{p  — 1)  Zahlen  \{p  — 3)  solche,  welche  wiederum 
„quadratische  Reste  vou  p sind“. 

Beweis.  Wenn  a und  a-\-h  quadratische  Reste  von  p sind, 
so  gibt  es  Zahlen  x und  y,  welche  den  Congruenzen 

EEE  (i  - j~  ä,  y*  = a (mod.  p) 

Genüge  leisten.  Hieraus  folgt 

(x-\-y)  (* — y)  = Ä (mod  p)  (1) 

Und  umgekehrt:  Wenn  zwei  Zahlen  x und  y der  Congruenz  (1)  ge- 
nügen, so  ist  nicht  allein  y* , sondern  auch  $/2-{-fc  quadratischer 
Rest  von  p.  Es  handelt  sich  also  darum,  die  Anzahl  derjenigen  von 
null  verschiedenen  Lösungen  (ar,  y)  der  Congruenz  (1)  ausfindig  zu 
machen,  von  denen  keine  zwei  (a-„  .y,)  und  (a^2,  y2)  so  beschaffen 
sind,  dass 

y,2  = y 22  (mod.  p) 

ist.  Zu  dem  Behufe  scheide  mau  zunächst  aus  der  Reihe 
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1,  2,  3,  . . . p — 1 

die  beiden  Wurzeln  q und  p — q der  Congruenz 


(2) 


(mod.  p) 


aus.  Bedeutet  alsdann  r irgend  eine  der  noch  übrigen  p— 3 Zahlen 
der  Reihe  (2),  so  gibt  es  in  derselben  Reihe  eine,  aber  auch  nur 
eine  von  r und  p— * r notwendig  verschiedene  Zahl  s von  der  Be- 
schaffenheit, dass 

rs  ==  h (mod.  p) 

ist.  Setzt  man 


x-\-y  ~ x — y EE:  h (mod.  p) 


so  entspricht  jedem  der  p — 3 Paare  r,  s eine  Lösung  (x,  y ),  welche 
sich  aus  den  Congruenzen 


2x  = r-f-s,  2y  = r — * (mod.  p) 

sofort  ergibt.  Da  umgekehrt  einer  bestimmten  Lösung  (x,  y)  ein 
bestimmtes  Paar  r,  s entspeicht,  so  gibt  es  p — 3 verschiedene 
Lösungen  der  Congruenz  (1),  von  denen  aber  je  vier,  wie 

(*»  y)i  («}  p—y)\  (p-*>  y)\  (p  — *,  v ~y) 
welche  den  Paaren 


r,  «;  #,  r;  p — #,  p — r;  p — r,p  — s 

entsprechen,  zu  dem  nämlichen  quadratischen  Resto  a führen.  Also 
gibt  es  ^ (p  — 3)  quadratische  Reste  a , welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  die  Zahlen  a~\~h  wiederum  quadratische  Reste  von  p sind.  — 

Da  — a = h quadratischer  Nichtrest  von  p ist,  b-\-h  = — ( a — h ) 
aber  Rest  oder  Nichtrest,  je  nachdem  a — k Nichtrest  oder  Rest  ist, 
so  folgt  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  unmittelbar  der  andere: 

„Hat  p die  Form  4 n — 1 und  fügt  man  jedem  von  allen  incon- 
,,gruenten  quadratischen  Nichtresten  h von  p die  durch  p nicht  teil- 
bare Zahl  h hinzu,  so  gibt  es  unter  den  so  entstandenen  \{p — 1) 
„Mp  — 3)  solche,  welche  wiederum  Nichtreste  von  p sind“. 

In  gleicher  Weise  wie  den  ersten  Satz  beweist  man  den  fol- 
genden: 

„Hat  p die  Form  4n-|-l  und  fügt  man  jedem  von  allen  ineon- 
„gruenten  quadratischen  Resten  a von  p die  durch  p nicht  teilbare 
„Zahl  h hinzu,  so  gibt  es  uuter’den  so  entstandenen  £(p  — 1)  Zahlen 
„Mp  — 5)  oder  ?(p  — 1)  Reste,  je  nachdem  h Rest  oder  Nichtrest 
„von  p ist“. 
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Bedeutet  ß einen  bestimmten  Nichtrest  von  p «=  4/i  -f- 1,  so  ist 
ßa  — h ein  Nicbtrest,  ßh  = h‘  ein  Nichtrest  oder  Rest,  je  nachdem 
h ein  Rest  oder  Nichtrest  ist  und  i-f-A'  eia  Nichtrest,  wenn  a-\-h 
ein  Rest  von  p ist.  Mit  Rücksicht  hierauf  ergibt  sich  aus  dem 
letzterem  Satze  der  andere: 


„Hat  p die  Form  4rri  1 und  fügt  man  jedem  von  allen  incou- 
„gruenten  quadratischen  Nichtresten  h von  p die  durch  p nicht 
„teilbare  Zahl  h hinzu,  so  gibt  es  unter  den  so  entstandenen  \(jy  — l) 
„Zahlen  i(p  — 5)  oder  *(/> — 1)  Nichtreste,  je  nachdem  h Nichtrest 
„oder  Rest  von  p ist“. 

Bei  Benutzung  des  Legend  re ’schen  Symbols  kann  man  die 
bisher  gefundenen  Sätze  in  den  einen  zusammenfassen: 


„Bedeutet  h eine  gegebene  durch  die  ungerade  Primzahl  p nicht 
„teilbare  Zahl,  so  gibt  es 


P 1 


».'-J(p-3-j[l  + (-D  2 ](^) 

„incongruente  Zahlen  c,  für  welche 
„gleich  sind“.' 


0 


und  constaut  und 


Wenn  man  voraussetzt,  „dass  immer  gleich  ist  — 

wenn  c-\-h  durch  p teilbar  ist“,  so  ist  die  Anzahl  m"  der  ineon- 
gruenten  Zahlen  c,  für  welche  und  constant  und  ent- 

gegengesetzt gleich  sind,  =*  i(p  — 1)  — m‘.  Mit  Rücksicht  hierauf 
kann  man  statt  des  letzten  Satzes  den  allgemeineren  setzen: 


„Bedeutet  h eine  gegebene  durch  die  ungerade  Primzahl  p nicht 
„teilbare  Zahl,  so  gibt  es 

„incongruente  Zahlen  c,  für  welche  und  constant  sind“. 


Wenn  man  insbesondere  h = 1 setzt,  so  erhält  man  die  fol- 
genden Sätze: 

„Hat  die  Primzahl  p die  Form  4«  — 1,  so  gibt  es  ebenso wol 
„unter  ihren  quadratischen  Resten  wie  auch  unter  ihren  Nichtresten, 
„welche  zwischen  kp  und  (£-f-l)/>  liegen,  — 3)  Paare  unmittel- 
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„bar  aufeinander  folgender  Zahlen  c und  So  sind  z.  B. 

unter  den  zwischen  0 und  11  liegenden  Rosten  von  11  die  zwei 
Paare  3,  4;  4,  5,  unter  den  Nichtresten  die  zwei  Paare  6,  7;  7,  8. 

„Hat  die  Primzahl  p die  Form  4n-}-l,  so  gibt  es  unter  ihren 
„zwischen  hp  und  (fc-j-l)/?  liegenden  Resten  \(p — 5),  unter  ihren 
„zwischen  denselben  Grenzen  liegenden  Nichtresten  \{p  — 1)  Paare 
„unmittelbar  aufeinander  folgender  Zahlen  c und  c-f-1“.  So  sind 
z.  B.  unter  den  zwischen  0 und  13  liegenden  Resten  von  13  die  2 
Paare  3,4;  9,  10,  unter  den  Nichtresten  die  3 Paare  5,  6;  6,  7; 
7,  8. 

II.  „Bezeichnet  h eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p nicht 
„teilbare  Zahl,  und  lässt  man  c alle  incongrueuten  quadratischen 
„Reste  [Nichtreste]  von  p durchlaufen,  für  welche  c-\-h  gleichfalls 
„Rest  [Nichtrest]  von  p ist,  so  besteht  die  Congruenz 

£c(c-f  h)  = A*(|(/>H-1))6  (mod.  V ) 

„sofern  p >>  5 ist“. 

Beweis.  Sind  zunächst  c ==>  a und  a-j-A  quadratische  Reste 
von  von  /?,  und  behält  man  die  früheren  Bezeichnungen  bei,  so  ist 

16a(a-j-A)  = 16*2#2  = r4-}-^4  — 2 r2*2  (raod.  p) 

Bei  einiger  Ueberlegung  findet  man  leicht:  Wenn  p die  Form  4«—  1 
hat,  so  ist 

£(r4_J_s4)  = !4  + 24+  . . . -f-üfo  — l))4  — Ä*, 

Q 

Zr*s 2 = h2  ~ (mod.  p) 

wenn  dagegen  p die  Form  4n-|-l  bat,  so  ist  entweder 

2(r*  + s*)  = l4+2«  + ...  +(*(^  — l))4  — 2A2 

Ür2s2  = h 2 ^ — (mod.  ;>) 

oder 

2?(r*+^)=:l4+2H-  ...  +Ü(P-D)4 
2r2s2  = (mod.  p) 

je  nachdem  h Rest  oder  Nichtrest  von  p ist.  Daher  ist  für  alle 
Fälle 

2:i6a(a-fÄ)  = l4  + 24-j-  ...  + (\(p -l))4- \(p  - 1)A2  (mod.  p) 


12* 
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Nun  ist  die  Summe 

l4-j-24+  . . . -f  (£(p — l))4  -=  (p2—  3) 

teilbar  durch  p,  wenn  p > 5 ist  *).  Demnach  wird 

2?  16a(a-f“ Ä)  — ^(jp-f  l)/t2  (mod.  p) 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser  Congrucnz  mit  (|C /?+ 1))4 > so 
erhält  mau  die  zu  beweisende  Congruenz 

Zafa-j-Ä)  = ($(j»  + l))6**  (mod.  p) 

Durch  Multiplication  derselben  mit  ß*  ergibt  sich 

2b(b+h')  = (i(p  + l))6^'*  (mod.  p) 

wo  b = aß  und  b-\~h'  Nichtreste  von  p sind,  wenn  ß eineu  be- 
stimmten Nichtrest  von  p bedeutet.  — 

Lässt  man  z alle  incongruenten  quadratischen  Reste  von  p 
durchlaufen,  so  wird 

£z(z-\-h)  = = 0 (mod.  p) 

denn  es  ist 


2z*==l*  + 2*+  ...  + ($(*»  — 1))4  = 0 (mod.  p) 

wenn^i  >3  ist;  ebenso  ist  Zzhy  d.  i.  die  Summe  aller  incongruenten 
quadratischen  Reste  oder  Nichtresto  von  p,  (je  nachdem  h Rest  oder 
Nichtrest  von  p ist)  = 0 (mod.  p),  wenn  p 3 ist.  Hieraus  und 
aus  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  folgt  der  andere: 

„Bezeichnet  h eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p nicht  teilbare 


1)  Vermittelst  der  Bernoulli’schen  Reihe  findet  man  hei  Berücksichtigung 
der  Identität 

2m -fl 
4 


..  . (— l)ra22"-1  ^2m2^ *)  52«.-i  = 0 

12m*  —f—  22m  — 3-m  — . . . + 


dass  die  Summe 


/ 2m_s 

2a-+,(2m  + l)  V 


2m2 -fm  — 3 

3“ 


>2»-4  + . . . ) 


teilbar  ist  durch  die  Primzahl  p , wenn  p ^ 2m  -f- 1 »st. 
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„Zahl,  und  lässt  man  c alle  incongrucnten  quadratischen  Reste 
„[Nichtreste]  von  j>  durchlaufen,  für  welche  c-\-h  Nichtrest  [Rest] 
„von  p ist,  so  besteht  die  Congruenz 

2c{c-\-h)  5 — 1))5&*  (mod.  p) 

„sofern  p > 5 ist“. 

Man  kann  beide  Sätze  in  dem  folgenden  zusammenfassen: 

„Bedeutet  h eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p nicht  teilbare 
„Zahl,  uud  lässt  man  c alle  in  Bezug  auf  den  Modul  p incongruenten 


folgenden  viel  allgemeineren  Satze  ableiten,  dessen  Beweisführung 
nach  der  eben  angewandten  Methode  ich  dem  Leser  überlassen  kann: 

„Bedeutet  h eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p nicht  teilbare 
„Zahl,  und  durchläuft  c alle  in  Bezug  auf  den  Modul  p incongru- 


„wobei  k eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  — 1)  ist“. 

Wir  wollen  im  folgenden  die  Auswertung  der  Determinanten 
einiger  besonderer  Systeme  vornehmen.  Hiezu  bedürfen  wir  jedoch 
einiger  Identitäten,  dio  ich  vorerst  ableiten  will. 

Bei  positiven  x besteht  die  identische  Gleichung 


„wenu  ;>  > 5 ist“. 

Dieser  und  manch  anderer  Satz  lässt  sich  auch  leicht  aus  dem 


„enteu  Zahlen,  für  welche  nicht  alloin  sondern 

„constant  bleibt,  so  ist 


8 k = e*  • — ( — 1)^+1  2p 


(1) 


Digitized  by  Google 


182 


Reich:  Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste. 


Für  x = 1 besteht  diese  Gleichung  zu  Recht,  da  *=  0 ist. 

Wenn  x > 1 ist,  so  vereinige  man  in  der  Function 


je  zwei  Glieder  wie 


2/3\  /2x-5\ 

3\l)\x-‘dJ 

2 /2x— 3\  /1\ 

• * * * v x-y  \oJ 


und  erhält  so 

- 


-i  W(^+1)  - 

2n 

H"2  \ x-y  / \ y—2J 

2s+4  /2y— 3\  /2x— 2y+l\ 

y+2)  \ y— 2/  \ x—y  ) 


2x+4  /x>\  (2x— 3\  _ 2x+4_  /3>\  /2x  -5\ 
2a;  \0/  \ x — 2/  3(x — 1)  \1/  \ x-3/ 


Das  letzte  Glied  dieser  Reihe  ist 


2x  + 4 / x \ /x — 2\ 

xc-j—  1 £c  -j—  3 ^x  — 1 \ (x-— 3j 


jo  nachdem  x gerade  oder  ungerade  ist  Durch  successivc  Ver- 
einigung der  aufeinander  folgenden  Glieder  erhält  man  leicht 

/2*-l\  x_— 1 /1\  /2x— 1\ 

\x-2)  x+1  \0)  \ x-l) 

x— 1 _ ?*+4  /1\  /2x-3\  x-3  /3\  /2x— 3\ 

sc-f-1  \0/  \ x — 1/  2x  \0 / \ x — 2/  x+1  \1/  \ x— 2/ 

x— 3 /3\  /2x-3\  _ 2x+4  /3  \ /2x-5\  x— 5 /5\  /2x-5\ 

x+1  \lj  V x-2J  ~ 3(x— 1)  Vl ) V x — 3/  ” x+1  \2/  \ x-3j 


Und  da  allgemein 
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x-2y— 

*+i 


»/23/+l\/2*-2y-l\  _ 2x+4  /2y+l\  (2x-2»-3\ 

\ !/  J\  x—y—1  ) (y-j-2)  (x— y)\  y /\  x—y—  2 / 


x-2y— 3 /2y-f3\  /2# — 2y — 3\ 
*+l  \ H-l/  \ x—y— 2 ) 


ist,  so  wird  schliesslich  %(x)  entweder 

_ x—2y— 3 ^2y+3^  (2x—2y-V 
x- 


oder 


-2y — 3 /2y-f-3\  /2x — 2y— 3\  2 /x  — iy 

H“1  \ y~h 1/  \ x—y— 2 ) :e-J-2  — 2 \ 

2y~2  /2y-}-3\  {2x-2y-3\  . x- 

*+1  V y+1/  \ X—y— 2 ) ^Ür  y ~ 2 


x— 4 

fUl.  y = __ 


je  nachdem  x gerade  oder  ungerade  ist.  In  beiden  Fallen  aber  er- 
gibt  sich,  dass  x(x)  = 0 ist.  — 

Von  der  Identität  (1)  nicht  wesentlich  verschieden  sind  die 
anderen : 

r.+!)  - 3 K) + io  »+!(!)  (1 ::!) + ..  . 

2 /2*+l  \ 2 /2ae — 1 \ /1\  2/2*-3\  . 2/3\ 

*+2\  X / x+1  ^ x— 1 /"*"  \,0/'  xV  x— 2/"f"  3 yj 

-.4t  «+•••+ ifc!  HG) +4-. C3) 

Der  Nachweis  der  identischen  Gleichungen 

Iö'-+Jö*^,+  •+’  (t:*)  «■ +4.  CS) 


+( 


2*+l\ 


x 


J — 22*  (3) 

O^+C)2^-  + ('HD 21 - C::!)-22*-1 

(4) 

durch  vollständige  Induction  ist  so  einfach,  dass  ich  ihn  übergehe. 
— Gleichfalls  durch  Induction  beweist  man  die  Identität 

©er  i)+e)fS)+@«+... 
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Dass  diese  Gleichung  für 
gilt,  wenn  sie  für 


* = y + 1 


x = 0.  1,  2 ...  y 

richtig  ist,  zeigt  man  in  der  folgenden  Weise:  Mau  setze 

x — y,  y — 1 ...  1,  0 

multiplicire  die  so  erhaltenen  .y-j-1  Gleichungen  bzhw.  mit 


3, 


und  addire  sie  alsdann  mit  Berücksichtigung  der  Identitäten  (2)  und 
(3).  - 

Wir  schreiten  nun  zur  Auswertung  der  Dctcrihiuanto  fcteu 
Grades  (die  leeren  Stellen  des  Systems  enthalten  Nullen) 


Th 


1, 

3‘ 


2 


-CD 


1, 


. . (21c— 2) 

<->K2::D.  (-*-CTt) 


Zu  dem  Behufe  addire  man  zu  der  mit  2Ac  — {—  1 multiplicirten  Iten 
Zeile  ihres  Systems  die  andereu  Zeilon,  nachdem  mau  vorher  die 
yfc—lto  Zeile  mit  Sk — 1 und  von  den  ersten  k — 2 Zeilen  allgemein 


die  /to  mit  (—  l)*-»'-1 


2 

k—i 


C2k 

k 


2i-3~\ 

i-2  J 


multiplicirt  hat.  Bezeichnet 


ak  das  h te  Eloment  der  so  transformirten  &ten  Zeilo  des  Systems 
der  Determinante  (2&-[-l).ft*,  so  ist  demnach,  wenn  h<^k  ist, 


2 f2k-2h—3~\  _ f2k—2h—3-\ 

2 VO  J V.  k—h — 2 J ’ ’ • L k—h — 2 J V_0  J 
, 2 r2k-2h- 1 

+ Jt-Ä+1  C k-h-1  2)J 
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Durch  die  Vereinigung  des  ersten,  zweiten  und  letzten  Gliedes  der 
rechten  Seite  erhält  man  leicht 


2k— 2k — 1 
Jc-k—1 


+ 


2 

k-h+  1 


C2k—2h— 
k-h- 1 


C2k — 2A— l-'v 
k-h- 2 J 


Mit  Rücksicht  auf  die  Identität  (1)  ist  also 

ah  = 0 für  h = 1 , 2,  3 ...  k — 1 
wogegen  man  unmittelbar  findet 


Ok 


(2A-f  1)  CD  -J-  (8A  — 1)  (2k  — 2)  - (4A-3)(4Jfc-l) 


Hieraus  folgt  sofort,  dass 

(2Ar  -f- 1)  Rk  = (4 k - 2)  (4k  - 3)  Rk-i 

aus  welchem  recursiven  Ausdrucke,  bei  Rücksichtnahme  auf  #1=1, 
der  independente 

Rk  = (>2k -j- 3) (2k -j- 5) (2k 7)  ...  (4k  — 1) 

sich  ergibt. 


In  ähnlicher  Weise  wie  Rk  berechnet  man  die  Determinante 
Arten  Grades 


Sk  - 


1, 


2 

1, 


4 


. . (2k — 2) 
. . 1 


deren  System  aus  jenem  der  Determinante  Ri,  hervorgeht,  wenu 
man  sämtliche  Elemente  positiv  nimmt.  Behufs  Bestimmung  von  Sk 
addire  man  zu  der  mit  2 Je  — 1 multiplicirten  Arten  Zeile  die  anderen 
Zeilen,  nachdem  mau  vorher  die  A;  — lte  Zeile  mit  — (Sk  — 7)  und 


von  den  ersten  k — 2 Zeilen  allgemein  die  ite  mit 


2 r2k- 2i—  3^w 
k— »V.  k-i-2  J 


multiplicirt  hat  Bezeichnet  bk  das  Ate  Element  der  so  transfor- 
mirten  Arteu  Zeile  des  Systems  der  Determinante  (2k—\)Sk.  so  findet 
man  wio  früher 
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Aa  *=  0 für  ä « 1,  2,  3 ...  Je  — 1 
hk  „ (2t  - 1)  — {8k  - 7)  (2t  -2)  - - (4t  - 5 (4t  — 3) 

woraus 

(2t  — 1)6*  = - (4t  — 5)  (4t  — 3) 
und,  mit  Rücksicht  auf  5,  = 1 

Sk  = (-l)*-1(2t  + l)(2t  + 3)(2t+5)  ...  (4t  — 3) 

folgt.  — 

Das  System  von  t2  Elementen  der  Determinante  Sk  lässt  sich 
in  ein  System  von  (t  — l)2  Elementen  verwandeln.  Man  trausformire 
zunächst  der  Reiho  nach  die  lto,  2te  ...  t — 1 te  Colonne  jenes 
Systems  derart,  dass  man  allgemein  zur  Aten  Colonne  die  folgenden 
Colonnen  addirt,  nachdem  man  vorher  die  A-}-He»  t-f-2te  ...  t te 
Colonne  bzhw.  mit 


__  2 r2t-2A— 3^v 

2 VO-J’  “ 3 VI J * ’ * t — h V t— A— 2 J 

multiplicirt  hat.  Auf  Grund  der  Identität  findet  man,  dass  das  so 
transformirte  System  nach  erlaubter  Unterdrückung  der  letzten  Zeile 
und  Colonne  die  folgende  Gestalt  hat: 

— 5,  2 

- 1 G> 

- ICD6- 


— 6.1 


-IG> 


-6.2-5,  6 


(2t  - 4) 


-ä  • 

-ÄCtrD^.  • • • 

— 6(t  — 1)  — 5 

In  diesem  Systeme  transformire  man  nun  der  Reihe  nach  die  t— lte, 
t— 2te  ...  2te  Zeile  derart,  dass  man  allgemein  zur  ?ten  Zeile  die 
vorangehenden  Zeilen  addirt,  nachdem  mau  vorher  von  diesen  t — 2 

Zeilen  allgemein  die  i — x te  mit  en  multiplicirt  hat.  Mit 

Rücksicht  auf  die  Identitäten  (2)  und  (5)  geht  hiedurch  das  letzte 
System  über  in  das  folgende: 
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[1+2*]. 

2 

[GM. 

- [1+2*],  4 

[G-D+22*-4]' 

-[C+D+H-  • 

[C£D+H- 

+OÜD+ *■-•]•  • 

(2& — 4) 

-[1+2*] 


Die  Determinante  dieses  Systems  hat  den  Wert  6*.  Multiplicirt 
man  jedoch  die  ungeraden  Zeilen  und  die  geraden  Colonnen  mit 
— 1 uud  bezeichnet  die  Determinante  k — Iteu  Grades  des  so  er- 
haltenen Systems  mit  Tk- i,  so  ist 


1+2*, 

2 

-[ 

©+*]• 

l-f-22,  4 

(-D4-3 

• 

• • 

'(“-D+2“-6] 

. . . (2k— 4) 

(-  D*-2 

lC2iD+H’  <~1)‘'3' 

X2*iD+H 

. . . l-f22 

Tu- 2 - (—1  )k~lSk  = (2/fc-fl)(2il-f  3)(2&-f  ft)  ...  (4*  — 3) 


Den  Wert  der  Determinante  Tu- i erhält  man  auch  unmittelbar, 
wenn  man  zu  der  mit  2 h — 1 multiplicirten  k — lten  Zeile  ihres 
Systems  die  vorangehenden  Zeilen  addirt,  nachdem  man  vorher  die 
k — 2te  Zeile  mit  8 k — 5 uud  von  den  ersten  k — 3 Zeilen  allgemein 

2 s'2k-2i—b~\ 

die  i te  mit  ( — j multiplicirt  hat.  Bei 

Benutzung  der  Identitäten  (1)  und  (3)  findet  man,  dass  die  Elemente 
der  so  transformirten  k — lten  Zeile  mit  Ausnahme  des  letzten, 
welches 

= 5(2 k — 1)  -f  (2k  - 4)  (8k  - 5)  — (4k  - 5)  (4k  — 3) 

wird,  verschwinden.  Also  ist 

(2k  — 1)  Tk- 1 - (4k — 5)  (4k — 3)  Tk-z 
woraus,  mit  Rücksicht  auf  Tx  = 5,  der  independente  Ausdruck 
für  Tk- i sich  sofort  ergibt. 


image 

not 

available 
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dessen  Determinante  den  Wert  (— l)*-2(8/b  — H)  nk_2  hat'  in  das 
System  der  Determinante  L\-i  über  durch  die  folgende  Umwand- 
lung: Man  transformire  zunächst  der  Reihe  nach  die  k — lte, 
& — 2 te  . . . 2to  Zeile  derart,  dass  man  zur  k— lten  Zeile  die  mit 
—4  raultiplicirte  k — 2te  Zeile,  sonst  aber  allgemein  zur  iten  Zeile 
die  vorangehenden  * — 1 Zeilen  addirt , nachdem  man  vorher  von 
diesen  die  i — lte,  *— 2te  . . .lte  Zeile  bzhw.  mit 


multiplicirt  hat;  in  dem  so  erhaltenen  Systeme  transformire  man 
wieder  der  Reihe  nach  die  lte,  2te  ...  k — 2te  Colonne  derart, 
dass  man  allgemein  zur  Aten  Colonne  die  nachfolgenden  k — 7t  — 1 
Colonnen  addirt,  nachdem  man  vorher  von  diesen  die  A-j-lte,  /t-j-2te 
. . . 1 — lte  Colonne  bzhw.  mit 


CD*  CD*  CD-  • • - Ctf-Ö 


multiplicirt  hat. 


Ersetzt  man  in  den  Systemen  der  Determinanten  77*,  £*,  Tt, 
Uk  die  parallel  zur  Diagonale  verlaufenden  Elemente 

2,  4,  6 . . . (2fc-2) 

durch  die  Glieder  der  allgemeineren  arithmetischen  Reihe 

x,  2*,  3x  ...  (k  — 1)  x 

und  in  den  Systemen  der  Determinanten  Uk  überdies  jedes  andere 
Element  von  der  Form 


— iC+D+H durch  ± {c^+o+^h,} 

und  bezeichnet  man  die  Determinanten  der  so  verallgemeinerten 
Systeme  bzhw.  mit  Rk.x , 7*,x,  UklX,  so  erhält  mau  leicht  bei 

Zugrundelegung  der  hier  angewandten  Methode 

ÄM  = ((fc+l)*+l)((fc+2>+l)((l:«f3)a;+l)  . . . «2k-l)x  +1) 

•%*  - ( — l)*"*1  ((k -f-l)x  — l)((fc~h 2)*  — 1) ((& -f- 3)x  — 1)  . . . 

. . . ((2k  — l)x  — 1) 

Tk.x  - ((*+1)*  + l)((A-f2)x  -f  l)((k  + 3)x  + l)  . . . (2kx -f- 1 ) 
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ük,x  = (— l)*-1  W*+  l(*-l)((*  + 2)*-l)  . . . 

. . . ((2fc  - 2)x — 1) . (2Ax2  — x — 1) 

ausgenommen 

U\ iX  = (2** — x ~ 1 ) “ 2x-j~l 

Die  Werte  der  Determinanten  I?*,  S*,  6*  ergeben  sich  aus  diesen 

Formeln,  wenn  man  x = 2 setzt.  Auch  die  Determinanten  lh.x , 
*^k,X)  Tk.x,  Uk,x  sind  wiederum  nur  specielle  Fälle  von  Determinanten 
ähnlicher,  aber  noch  allgemeinerer  Systeme. 


IV.  Man  bilde  die  Combinationen  Aten  Grades  aller  nach  dem 
ungeraden  Primzahlenmodulus  p incongruenten  Zahlen  c,  für  welche 


CO  - 0*0 


constant  bleiben  (A  bedeutet  wieder  eine  ge- 


gebene durch  p nicht  teilbare  Zahl),  betrachte  die  Combinationen 
als  Producto  mit  a*  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  a*  zu  finden. 


Wie  früher  (II)  werde  die  Summe  2?c*  mit  bezeichnet  Die 
Newton  ’schen  Formeln 


«1 

= *i  \ 

= *2  I 

*2  al  aS  “1“ 

— / (mod.  p) 

Sk-ta,  — «Jt-2  a^-j-sksa^ — . 

. . +( — l)*-1Aajfc  = 8k  J 

ergeben  für  ak  die  Lösung 


£!  ak  = 


Äs 


1 

si 

*2 


2 


gj  3 


(mod.  ?>) 


8k- 1 Sk -2  . . . fc — 1 

Äjt  8k  — 1 • • • 


Man  setze  nun  in  dem  System  der  Determinante  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Congruenz  für  die  Grössen  s2  . . . die  ihnen  con- 
gruenten  Wcrto  (II)  und  transformire  alsdann  das  System  derart, 
dass  man  dessen  Zeilen  und  Colonnen,  u.  zw.  allgemein  die  »te  Zeile 
mit  22,+J  A-C'“1)  und  die  ?»te  Colonne  mit  2_2(M_11  A”“1,  raultiplicirt. 
Von  jetzt  an  sind  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 
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a.  Wenn 


G)  - CfO  ~ Cf) 


ist,  so  erhält  man 

sk  = (— 1)*+»  2p-21'-2  A*  (mod.  j)) 

ilat=  2P-3*“1  Rk hk  = 2P-**-2(2Jfc-f-3)(2*-f5)  . . . (4fc-l)A* 

(mod.  p ) 

b.  Wenn 

"c-j—  4 


so  ist 


CD  - CfO  - Ct) 

n =3  ( -1)*H  2p-2‘-2  f(2^I J)  + 2al  i*  (mod.  p) 


i !a»  = 2P-3*-1n«*  = 2p-3*-1(2*:  + 3)(2<-  + 5)  . . . (*b+l)A* 

(mod.  p) 

c.  Wenn 

G)  - - CfO  - - Cf) 


so  ist 


C2A: — 

k_lJ  h*  (mod.  v) 


k\ak=  2p—3*—1  . ( — 1)* Sk fik  = - 2P-**-1(2fc-{-l)(2fc-f  3)  . . . 

. . . (4fc— 8)A*  (mod.  p) 

d.  Ist  endlich 


G)  - - Cf  0 = Cf) 


so  erhält  man 


n = ( -1)*  2p-*-»  [(*£_[  ) + 2»]  hk  (mod.  p) 
I:!a*=2P-8*-i.(-l)*ü3kA*« -2P-*-i(2*+l)(2*+3)  . 

. . . (4A;  — 5)  . (84:  — 3)  A*  (mod.  p) 


Wenn  man  insbesondere  für  k den  grössten  Wert  m,  den  es 
anzunehmen  vermag,  setzt  (I),  so  erhält  man  nach  einigen  leichten 
Rechnungen  den  folgenden  Lehrsatz: 

„Bedeutet  h eine  gegebene  durch  die  ungerade  Primzahl  p nicht 
„teilbare  Zahl,  und  bezeichnet  am  das  Product  der  m in  Bezug  auf 

„den  Modul  p incongruenten  Zahlen,  für  welche 
„constant  bleiben,  so  ist“ 
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am  = hm  (mod.  p ),  wenn 

JP+1 

2 

atn  — (-  1)  h,n  (mod  p)  „ 

p-1 

2 

am  “ ( — 1)  2Am(mod.jo)  „ 

2am  = hm  (mod.  p)  „ 


CD-  CD-  CrD 

CD-  CD  - - CtD 

CD --CD-  C-t  ) 
CD  - - CD — CrD 
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X. 


Curve  gegebener  Krümmung  auf  gegebener 


Die  folgende  Untersuchung  beschränkt  sich  auf  das  Ziel  die 
genannte  geometrische  Bestimmung  einer  Curve  durch  eine  Differen- 
tialgleichung auszudrücken.  Doch  hat  vielleicht  schon  dieser  An- 
fang der  Darstellung  der  Curve  wegen  der  unerwarteten  Einfachheit 
des  Resultats,  zu  welcher  der  Weg  nicht  sogleich  zu  Tage  liegt, 
einiges  Interesse. 

Die  Coordinaten  x,  y , z eines  Punkts  der  Fläche  seien  gegebene 
Functionen  der  beliebigen  Parameter  «,  v , die  Richtungscosinus  der 
Normale  p,  </,  r,  das  Element  einer  beliebigen  Linie  s auf  der  Fläche 
sei  bestimmt  durch 


Fläche. 


Von 


R.  Hoppe. 


und  zwar  sei 


ds2  «=>  edu2-j- 2fdudv-j-gdvs 
t2  — cg—f1 


Die  Fundamentalgrössen  2.  Ordnung  seien 


d*x  . _ d*x  d*x 

« 4-  . . . ; F = v * — sr  -4-  . . • ; G =■*  v 


Längs  einer  gesuchten  Linie  ■*  sei 


Arch.  4.  Math.  u.  Phy«.  2.  Reihe,  T.  II. 
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Betrachtet  man  w,  v , k als  unabhängig,  so  sei 

dJ  . dJ 


J' 


8«+  k 


ov 


so  (lass,  wenn  J längs  * differentiirt  und 


setzt,  man  erhält 
Ferner  sei 


w <=*  e -|-  2 l:  f -|-  k~g 


d2x 

0H2 


d2x  dx  dx  , 

5 öüT  B * -{-  /ij  o f-/)» 
CU  OV  CU  1 fl»  ' 1 


ov 


d2x  dx  dx 

“ ' 3tt+<7'  3ö  + 6P 


3„- 


mit  Anwendung  auf  y und  2,  ferner 


0^  0 0^ 

yl*  — Ae-{-yl1/’*=  £ ; A3  = df-j-A  ,g  =»  0{t— ^ ^ 


0M 


1^ 


B*  7ie-f-  //,/*-=  ^ ; ft  — #/-f"  ft 0 — 2 

ft  “ c<*  + ft/  =■  ft  “ cf  + ft  0 —l  af; 


dv 


ferner 


ferner 


woraus: 


ft  «=  Aj+2fcft+ /;2ft  (.;  = 0,  1,  2.  3) 

5 = ft;  T =*=  ft 

A’— x';  F «=»  ; Z=~2‘;  7£  = A'2-f- F'2-{-£'2 


A2-f-  F*4-Z*  = tr 

endlich  bezeichne  9 den  Krümmungsradius  von  * und 

£4-2&F-j-fc*  6* 


7/ 


M? 


die  Krttmung  des  Normalschnitts,  welcher  s berührt. 


(1) 

(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 

(7) 

(8) 
0) 


Nun  ist  bekanntlich 

_ \a«V  + v&y  + W/ 
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-( 


a x \* 


«/JL0X_ 

$8  \f  IC J W 0S 

+ • • 


1 dX  X dw\2 


•\2 

) + 


i r/a  2 


JO  I \05 

nach  Gl.  (8) 

nach  Gl.  (3) 
1 


2?of  0* 

1 d/r  XdX-\~...  , Xa  + ---  /^Y 

JO2  0« 


05 


+ =lir1'  (1°) 


IC* 


-J-  . . J — 2( /+%)// J5 


Nach  Gl.  (1)  hat  man: 

dx 


X — *' 
02x 


0W2 


= 4-  z-0* 

0M  ^ ÖV 

. 2k  — -j-  **  a- 

+ JA,0W0»  + 0»2 


d.  i.  nach  Gl.  (4)  (6)  (7): 

dx 

a» 


035  . _ 0®  , 

-1"  = ö x.  + Dt  äv  + HmP 


(10) 


SjC 

X'$„+  ■■■  =Df+D,  9=  T 

A"*+  . . . = D2e  + 2I)Dtf+  D^g  + H*«)* 
was  sich  auch  schreiben  lässt: 

R = SD+TD^Hhc*  (11) 

Jetzt  lautet  Gl.  (10): 

~ = lto-lw'*+*:'VlT«,-(f+lcg)«,']+k'»[0«,-<,f+k9)*l  (12) 

Q 

Dies  hat  die  Form 

«?»  (-s  — H2^  — L+  2 VM+k'* N (13) 

Die  Klammer  zur  Linken  bedeutet  das  Quadrat  der  geodätischen 
Krlimrnuug  und  sei  bezeichnet  durch  K 2.  Die  Werte  der  Coeffi- 
cienten  sind  nach  Gl.  (12): 

N = eg  — / 2 =*  t2 

ferner,  weil  nach  Gl.  (2)  (1)  (5)  (7) 
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H tippt:  Curve  gegebener  Krümmung  auf  gegebener  Fläche. 


, Öe_LZ  0Äi_9i  a^_L9Z2Ö/’  i 7 2 ^ 1 7 3 ^ 

!f  = 0«+fcS„  + 2t3u  + 2*  Zv+k  0«  + * fv 


= 2(^12  -f  2A:  -f  k A3  -f  k2  C2  + 2A:2  Z*3 + A;3  £,) 

= 2(<S-|-A;71) 


ist* 

M «=  7*»  — (S-f  A;  7T)  ( /-f  A- 
= y(C+^)-S(/-+A^) 

= (Dj — kD)t'1 

L — (£  D -f  T Z>, ) - (S  -f  A:  7’)2 

und  zwar  ist 

Dt2  = Sg—  Tf\  Dx  P = 7’e  — 5/ 


(14) 


Drückt  mau  überall  Z>  und  D,  in  S und  T aus,  so  ergibt  sich  iden- 
tisch : 

LN- M 2 = 0 


daher  ist  die  rechte  Seite  der  Gl.  (13)  ein  Quadrat,  und  die  Glei- 
chung lautet: 

»’3  K*  - (k‘t-\ --)* 

woraus: 

3 

kr  =>  kD  — — (16) 

v 


Ist  die  geodätische  Krümmung  gegeben,  so  ist  Zf  bekannte 
Function  von  ?t,  r,  desgleichen  e,  /,  <7,  <;  »c,  S,  71,  Z),  Z),  enthalten 
ausserdem  k im  2.  Grade.  Dio  Gleichung,  welche  die  Curve  be- 

B2v 

stimmt,  ist  2.  Ordnung;  da  sie  explicit  gibt,  so  lässt  sich  die 

Lösung  in  taylor  scher  Reihe  ausdrücken.  Ist  statt  dessen  die  Krüm- 
mung im  Raume  gegeben,  so  ist 

zu  setzen  und  ZZ  in  ?*,  vf  k bekannt 

Ist  die  Fläche  abwickelbar,  so  ist  für  constantes  K die  Linie 
offenbar  ein  geodätischer  Kreis,  daher  die  Integration  der  Gl.  (15) 
immer  ausführbar. 
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l. 

Bestimmung’  des  Krilmmungsinittelpnnktes  der  Xcoide  mittelst  eines 

Kegelschnittes. 

Bekanntlich  ist  die  Polar- Subnormalo  der  Ncoide  constant  und 
gleich  a,  wenn  ihre  Polargleiehuog 

t b -j-  <X  (p 

lautet.  Diese  Eigenschaft  lässt  sich  auch  elementar  mit  Benutzung 
ähnlicher  Dreiecke  ableiten. 

Ist  O der  Pol,  P irgend  ein  Punkt  der  Neoido  und  K der  mit 
dem  Halbmesser  a beschriebene  Polar-Subnormaleukreis,  so  erhält 
man  die  Normale  N des  Punktes  P.  wenn  mau  in  O den  auf  dem 
Leitstrahl 

OP  = r 

senkrechten  Halbmesser  OQ  errichtet  und  Q mit  P verbindet. 

Um  den  Krümmungsmittelpunkt  M zu  finden,  hat  man  den 
Schnittpunkt  von  N mit  der  uueudlich  nahen  Normale  zu  suchen 
Der  unendlich  nahe  Puukt  P‘  der  Neoidc  liegt  aber  in  der  Tangente 
T des  Punktes  P,  die  auf  iV  senkrecht  steht.  Errichtet  mau  in  O 
anf  OP'  eine  Senkrechte,  so  schneidet  diese  K in  Q',  und  es  ist 
Q'P'  die  unendlich  nahe  Normalo  iV'.  Da  aber  Q‘  unendlich  naho 
an  Q zu  liegen  kommt,  so  kann  man  Q'  auch  als  in  der  Tangente 
L des  Kreises  K , mit  dem  Berührungspunkte  (2,  gelegen  betrachten. 
Wenn  mau  aber  einen  rechten  Winkel  um  seinen  Scheitel  O her- 
umdreht, so  schneiden  seine  Schenkel  zwei  feste  Geraden  L und  T 
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in  zwei  projcctivischen  Punktreihen  QQ'  ...  und  PP'  ... , deren  Ver- 
bindungslinien bekanntlich  einen  Kegelschnitt  einhüllen , der  auch 
die  festen  Geraden  in  den  Punkten  A und  B berührt,  die  man  er- 
hält, wenn  man  O mit  C verbindet  und  auf  Of  in  O eine  Senkrechte 
errichtet.  Pie  zwei  unendlich  nahen  Normalen  N und  Nr  der  Neoide 
siud  demnach  auch  zwei  unendlich  nahe  Tangenten  des  Kegelschnittes, 
und  ihr  Schnittpuukt,  der  Krümmungsmittelpunkt  ,1/,  der  Berührungs- 
punkt von  N , uud  als  solcher  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  D 
(dem  Schnittpunkt  der  Tangente  N mit  der  Verlängerung  der  Be- 
rührungssehne AB)  in  Bezug  auf  QP.  Er  kann  demnach,  nachdem 
einmal  der  Polar-Subnormalenkreis  gezogen  wurde,  mit  dem  Lineal 
allein  gefunden  werden,  dass  man  im  Vierecke  AQPB  die  Diagonalen 
zieht,  und  ihren  Schnittpunkt  E mit  C verbindet. 

Der  normalen  Schenkel  wegen  ist 

Wkl.  DOQ  = QCO  1) 

Da  aber  OQ  auf  QC  und  OP  senkrecht  steht,  so  ist 

Wkl.  QCO  = COP 

daher  mittelst  1) 

Wkl.  DOQ  =~  Wkl.  COP  2) 


Der  rechten  Winkel  bei  O uud  P wegen  ist  CTOD  ein  Kreisviereck, 
daher  die  Peripheriewiukel  QDQ  und  OOP  einander  gleich,  und 
mittelst  2) 

A DQüoo  A OCP 


daher 


DQ : CP 


a : r 


3) 


Endlich  sind  die  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  QPC  und  QPO 
ähnlich,  da  die  Winkel  QCP  und  OQP  der  normalen  Schenkel  wegen 
einander  gleich  sind,  daher 


CP : a = PQ  : r 


und  da  im  rechtwinkligen  Dreieeko  OQP 

PQ  = 1 /a2-f-r2 


auch 


«V«2  “1“  r* 

CP  = — 

r 


Dies  in  3)  eingesetzt  folgt: 


DQ 


a*  Ya*  r* 


Der  harmonischen  Punkto  wegen  ist  aber  ohne  Rücksicht  auf 
die  Vorzeichen  der  Strecken 
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MP  DP 
Mil  ” DQ 


daher,  wenn  man  deu  Krümmungsradius  mit  g bezeichnet: 


Q 


ya2-fr2  + 


Va2-\-r* — g 


a*  y ar-\-rl 


woraus  sich  der  bekannte  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  der 
Neoide 


ergibt. 


(a*_|_r8)i 

9 ~ 2a2-J-r5S 


Wien,  im  October  1891. 


Wilhelm  Rulf. 


2. 

Ueber  den  Einfluss  der  Aenderung  der  Excentricitiit  der  Erdbahn 
auf  die  mittlere  Umlaufszeit  des  Mondes. 

Wie  aus  den  allgemeinen  Glcichuugen  der  Bewegung  und  dem 
Gravitatiousgcsetz  folgt,  wirkt  ein  ausserhalb  eines  Systems  von 
Himmelskörpern  befindlicher  Körper  annähernd  so  auf  dasselbe,  als 
ob  die  Masse  sämtlicher  Körper  des  Systems  in  dem  Schwerpunkte 
desselben  vereinigt  wäre.  Für  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt 
der  Erde  uud  des  Mondes  beträgt  die  Genauigkeit  dieser  Bestim- 
mung in  Bezug  auf  die  Entfernung  von  der  Sonne  annähernd 

Mmy  r4 

7/ljj  IP 

wo  M,  sowie  mt  uud  w*  die  Masse  der  Sonne,  bezüglich  des  Mondes 
und  der  Erde,  R und  r die  Radien  der  Erd-  bezüglich  der  Mond- 
bahn bezeichnen,  oder 

1 

224 . 400 . 80 

(Prof.  Dr.  Dziobek,  Die  math.  Theoriecn  der  Planetenbewegungen. 
Seite  157). 

Es  seien  ar,  uud  a\>  u.  s.  w.  die  Coordinaten  von  m,  und  in 
Bezug  auf  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  s,  x und  y die  Coor- 
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dinaten  von  ml  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  der  Erde,  l die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  s von  der  Sonno  S,  die  X-Achse  falle 
mit  l oder  deren  Verlängerung  zusammen,  die  Constante  der  An- 
ziehung k sei  der  Einfachheit  wegen  vorläufig  = 1,  dann  ist,  wenn 
l vorläufig  als  constant  und  s als  ruhend  gedacht,  ferner  dio  Neigung 
» der  Mondbahn  nicht  berücksichtigt  wird, 

d*x  nx  M(l^  a?})  M (l  + s8) 

& = ~ - K'T«i>,+*.T*  + 


9x  d*y  _ py 
**  “ (**-f 


Mn 


My  8 

{(*±  **)*-!-  y*2}* 


wo  für  der  Ausdruck  h gesetzt  ist.  Das  Vorzeichen  — oder 

-f-  wird  dadurch  bestimmt,  je  nachdem  Annäherung  oder  Entfernung 
der  Körper  durch  die  betreffende  Componente  bewirkt  wird.  Dio 
Werte  der  Coordiuaten  sind  als  absolut  zu  deukeu. 


Da 


so  erhält  man,  wenn  mau  Gleich.  1)  mit  2dx  und  Gleich.  2)  mit 
2 dy  mult.,  darauf  beide  Gleichungen  addirt  und  integrirt 


3) 


2 Mu 
Uliri 


2 Mfi 
miri 


{*>!  + *) 


wo  r,  sowie  rx  und  r2  die  bezüglichen  Entfernungen  der  Himmels- 
körper, bt  und  b Constante  bezeichnen. 

Ohne  Berücksichtigung  von  M würde  man  erhalten  haben 


r 


ferner  in  bekannter  Weise 

r2dv  = cdt 


(Flächensatz)  und  hieraus  die  Umlaufszeit 


4) 


T 


27ial 


wo  a die  halbe  grosse  Achse  bezeichnet. 


Führt  man  in  Gleich.  4)  die  Constaute 


b «=» 


£ 

a 


ein,  so  erhält  man 
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5) 


T =- 


2 nfx 

~bf 


Diese  Formel  lässt  sich  erweitern,  so  dass  sie  nähcruugsweise  die 
Umlaufszeit  ergiebt,  wenn  M berücksichtigt  wird. 

In  der  Gleichung 

r*dv  = c dt 


wird  statt  c dann  F(t)  zu  setzen  soiu.  Für  eine  bestimmte  Zeit  tx 
habe  nun  F(tx)  den  Wert  c1 ; setzt  man  nun  aus  Gleich.  3):,  deren 
rechte  Seite  man  auch  schreiben  kanu 


6) 


2 


Mjx 
nh  rx 


Mj* 
m,  r. 


r 


-b 


= 


— b 


diesen  Ausdruck  px , wo  r im  Zähler,  sowie  rx  uud  r2  jetzt  auch 
bestimmte  zu  tx  gehörige  Werte  bezeichnen  sollen,  in  Gleichung  5) 
statt  ja,  so  erhält  mau  eine  Umlaufszeit,  die  durch  dieso  Werte  be- 
dingt wird.  Giebt  man  nun  r,  sowie  rx  und  r2  alle  möglichen  Werte, 
welche  diese  Grössen  anuehmen  könuen,  und  dividirt  durch  dieAuzahl 
derselben,  so  wird  man  eine  Umlaufszeit  erhalten,  welche  annähernd 
der  wirklichen  entspricht.  Da  durch  den  Einfluss  von  M die  Zeit  T 
nur  um  etwa  0,04  Tage  vergrössert  wird,  so  kann  man  zu  dieser 
angenäherten  Berechnung  den  aus  Gleich.  4)  sich  ergebenden  Wert 
von  T benutzen.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Werte  von  rt  und 
r2  ist  daun 

T _ 2 na“V  1—rj* 

d t r“  dv 


wo  rj  die  uumerische  Excentricität  der  Mondbahn  bezeichnet.  Nuu 
ist,  wenn  r3  und  r4  die  Entfernung  der  Körper  »»,  und  m*  vom  ge- 
meinschaftlichen Schwerpunkt  s uud  cp  den  von  r3  und  Z einge- 
schlosseuen  Winkel  bezeichnet, 


ebenso 
ferner  ist 

Für  tQ  ist  cp 


rx 2 = Z2  — 2 Z r3  cos  <p  -f-  j*3  2 
r22  = Z2  -j-  2 Z r4  cos  <p  -f- r42 
d<p  = dv 

0,  für  t = T ist  cp  = 2ji. 


Wegen  Drehung  der  Apsidenlinie  der  Mondbahn  kann  man  an- 
nähernd r als  unabhängig  von  <p  ansehen  und  für  r einen  Mittel- 
wert setzen,  da  r zwischen  «(l-f-»?)  und  a(l—  rj)  liegen  muss 

Die  Constante  bx  muss  so  bestimmt  werden,  dass  in  Gleich.  3) 
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T j Tg  — *-  l 

gesetzt  wird,  da  dann  M auf  « sowol  als  aueli  auf  m,  und  in 
gleicher  Stärke  wirkt,  also  keinen  ändernden  Einfluss  auf  m,  und 
7»«  in  Bezug  auf  das  System  ausübt. 

Dann  würden  mx  und  m«,  sowie  s auf  der  Peripherie  eines  mit 
l als  Radius  beschriebenen  Kreises,  anstatt  auf  der  Sehne  zwischen 
ro,  und  7/ig  liegen.  Bezeichnet  *,  den  auf  dieser  Sehne  liegenden 
Schwerpunkt,  so  ist,  wenn  wir  die  Entfernung  zwischen  s und  «j 
mit  p bezeichnen,  da  die  fast  gleichschenkligen  Dreiecke  Sm^s  und 
smisl  ähnlich  sind, 


Diese  Formel  ist  wegen  der  Kleinheit  von  r im  Verhältnis  zu 
hinreichend  genau  und  giebt  anuähernd 

1 

v ” 80.81.  100- 


wenn  l — 1 gesetzt  wird  Auuäherud  ebenso  gering  ist  der  Unter- 
schied, wenn  r,  und  rs  etwas  grösser  als  l genommen  werden,  indem 
man  durch  s eine  zu  der  Sehne  parallele  Tangente  sich  gezogen 
denkt  und  auf  dieser  mt  und  m»  annimmt.  Verwandelt  man  nun 


1 

rq 


l _ —rz C(,s<p  “ r»  y/a 

1 

?_r4_cPs  V 4-  U V/* 


und 


vermittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine  nach  Potenzen  von 

21  7\,  COS  qp  — 7%. 2 , , . , 21 7*4  COS  If  -{-  7*4 ” 

-j  bezüglich 

fortschreitende  Reihe,  deren  Couvergenz  sosort  ciuleuchtet,  da 


2 ctwa  400 


ist,  multiplicirt  daun  mit 


r 2 dtp 

2^0*  Yi  — i]“ 

und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0 und  2xc,  so  erhält  man,  wenn 


ft 


man  b wieder  = - setzt,  im  Zähler  uud  Neuner  durch  p dividirt 


a 


und  schliesslich  k*p  und  k*M  für  u und  M schreibt, 
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7) 


2 TC  «1 

kV  p 


[ , Mr0* 

l1  + * 


Die  folgenden  Glieder  sind  von  höherer  Ordnung.  Für  r03  ist  ein 
Mittelwert  zu  setzen,  der  zwischen  a3(l-f-?;)3  und  «3(1 — tj)3  liegt. 
Nimmt  mau  die  halbe  Summe  der  beiden  Grenzwerte,  so  erhält  mau 

r03  = «s(l  + 3?/2+  . . .) 

Da  die  Apsidenlinie  der  Mondbahn  sich  nicht  nach  dem  Flächen- 
geset zo 

r2dv  = cdt 


bewegt,  diese  Bewegung  vielmehr  von  M abhängig,  die  Entfernung 
Ms  aber  fast  constant  ist,  so  kann  man  r als  unabhängig  von  cp 
ansehen  und  für  r03  den  bei  der  Berechnung  von  Gleich.  7)  sich 
ergebenden  Mittelwert 


setzen,  da 


welcher  ebenfalls 


2t 


a5(l  — ij2)3rlv 
«“  V 1 - if.  (1  -f- 1)  COS  v)b 


1 -j-I^COS  V 


= a3(l  . . ) beträgt. 


Der  Einfluss,  den  die  Neigung  i der  Mondbahn  ausübt,  ist  nur 


gering;  er  ist  kleiner  als 


3 


8J0U0 

neu  Gliedes  der  Gleichung  7),  denn  es  ist 


des  2.  in  Klammern  eingeschlossc- 


+ 2 1 r cos  i -j-  r2 


— 1 + 


2/r  sin2  \i 


-h 


oder 


= 1 -i — -4- 

— 200 . 400  ‘ 

wenn  i etwa  5^°  gesetzt  wird. 

Denkt  'man  sich  nun  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  der 
Erde  und  des  Mondes  durch  die  elliptische  Bahn  um  die  Sonne  bestimmt 
und  bezeichnet  l jetzt  durch  R,  so  lässt  sich  zwischen  Rx  und  R 3 
am  Anfaug  und  Ende  eines  Mondumlaufs  immer  ein  mittlerer  Wert 
Rm  denken,  welcher  zwischen  diesen  liegt,  so  dass  die  Gleich.  7) 
bestehen  bleibt,  wenn  man  für  l den  Wert  R,n  setzt.  Diese  Rm 
werden,  da  man  7\  als  irrational  zur  Umlaufszeit  der  Erde  annehmeu 
kann,  nach  einer  grossen  Zahl  von  Umläufen  proportional  dem 
Flächensatz  verteilt  liegen;  nur  in  der  Nähe  der  grossen  Achse  2A 
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worden  innerhalb  eines  Winkels  von  etwa  7°  zu  beiden  Seiten  der- 
selben diese  A’w  nicht  Vorkommen.  Da  aber  der  Wert  eines  Bruches 
unverändert  bleibt,  wenn  Zähler  und  Neuuer  proportional  wachsen, 
so  kann  man,  um  einen  Näherungswert  für  die  mittlere  Umlaufszeit 
des  Mondes  zu  erhalten,  sich  die  Werte  Rm  in  dem  Winkel  vt  der 
Erdbahn  zwischen  den  Grenzen 


tj,  = 0 und  t7,  ==»  2tc 

in  der  angebenen  Weise  verteilt  denken.  Bezeichnet  man  nun  die 
numerische  Excentricität  der  Erdbahn  mit  £,  multiplicirt 


1 

JP 


mit 


R-  dv1 


2tiA*}/1  — e- 

uud  iutegrirt  zwischen  den  Grenzen  0 uud  ‘irc,  so  erhält  man 


8)  T£ 


at  f M a*(  l-f-  \ 

k y fi  i ' * n a3(1  — *"  * ’ j 


Difforentiirt  mau  diese  Gleichung  nach  e,  setzt 

de  = — 0,000053 

so  erhält  man  annähernd  «.die  von  der  Acudoruug  der  Excentricität 
der  Erdbahn  abhängige  säcularc  Beschleunigung  der  mittleren  Um- 
laufszeit dos  Mondes.  Dieselbe  beträgt  also 


2 na\  } M «3(  1 -f  3q*)  3e  de 
<J)  kVp'  A\l-e*)l 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  von  e abhängigen  Aenderungen 
von  i und  7j  gegen  de  unbedeutend  sind. 

Die  Gleich.  8)  kann  auch  dazu  dienen,  annähernd  das  Verhält- 

uiss  1 1 zu  bestimmen,  wenn  das  Verhältnis  % und  die  übrigen 

A 

„ M , , 

Grössen  ausser  — bekannt  sind. 

f* 

Es  ist  der  aus  der  Ellipse  sich  ergebende  Wert 

c*  = r2  r2siu-a 

wo  « den  vom  Radiusvector  und  der  zugehörigen  Tangente  gebildeten 
Winkel  bezeichnet. 

Der  kleinste  Wort  von  sin2«  ist  1 — 172,  denn  es  ist 
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t/rff==r--<?  = a(l  — V2)  ( 1 ~{~  COS  v)  C08  fl 

<lr  1 7 1 + 7]  cos  v ’ ^ sin2y  “ 1 ~ 0 


tga 


V 


r]Vl  — rj2 

u.  s.  w.,  sin2«  also  stets  fast  1,  da  tj  < 0,06  ist. 
Setzt  man  in  der  Gleichung 

br 2 F2sin2a 


1 — 


den  Wert  von  sin2a  = 1,  für  F2  den  Wert  F,2  aus  Gleichung  3), 

für  ft  den  Wert  aus  Gleich.  6),  für  b den  Ausdruck  — , so  sieht 

a 

br*  V2 

man,  dass  der  Ausdruck  — ^ — , der  ohne  Berücksichtigung  der  Ein- 

r 

1 — 7)* 

Wirkung  von  M gleich  — - — also  nahe  = 1 ist , mit  Berücksich- 

r3 

sigung  von  M im  Zähler  um  ein  Glied  von  der  Ordnung  M ~3,  im 

Nenner  um  mehr  als  das  Doppelte  dieses  Gliedes  vermehrt  wird, 
bi- 2 F2 

der  Ausdruck  t ■ also  kleiner,  folglich  der  elliptische  Wert  von 
if  durch  die  Einwirkung  von  M auf  das  System  vergrössert  wird. 
Daraus  folgt  aber  auch,  dass  in  Gleich.  9)  vernachlässigt  werden 

kann,  da  diese  Grösse  gegen  die  andern  Glieder  von  der  Ordnung 

Mr3  / a3  \2 

jp,  also  überhaupt  von  der  Ordnung  ( M l3J  ist. 


Dass  überhaupt  eine  Beschleunigung  der  Umlaufszeit  des  Mondes 
stattfinden  muss,  wenn  s kleiner  wird,  erkennt  man  auch  schon 
daraus,  dass  der  Wert  der  mittleren  Anziehung  von  M auf  einen  in 
einer  Ellipse  sich  um  denselben  bewegenden  Körper,  nach  der  Zeit 
berechnet,  grösser  ist  als  derjenige,  welcher  sich  ergiebt,  wenn  ein 
Körper  sich  in  einem  mit  der  halben  grossen  Achse  beschriebenen 
Kreise  um  M bewegt;  denn  es  ist 


2n 


M 


2nAi'^\ 


/*  R*  dvt 


M 


0 


A2Vl  — i2 


M 

für  den  Kreis  erhält  man  das  Verhältniss  ist  also 
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Setzt  man  in  Gleich.  8)  7>  — 27,321 660890  Tage,  jV—1, 
k = 0,017  2021.  s = 0,0168,  tj  =-  0,054  9 J8,  a — 51 804,96  geogr. 
Meilen,  die  Horizontal-Aequatoreal -Parallaxe  der  Sonne  8",  8737,  also 

log-  = 0,41383633  — 3 

und  löst  die  Gleich.  8)  oder 

Ms  — Q,  wo  4f=- 

u 

r 

nach  .1/4  auf,  so  erhält  man 

Mi  — 565,  64 26,  also  M = 3 1 9 95 1 , 54 

r 

Gleich.  9)  giebt  dann  als  säculare  Beschleunigung  der  mittleren  Um- 
laufszeit  des  Mondes 

0,  000  000  10288  Tage  oder  0, 008  8894  Secunden 

Bemerkung.  Nach  den  in  jüngster  Zeit  erfolgten  Bestimmuugeu 
beträgt  die  Sonnenparallaxe  8",  880  mit  einem  wahrscheinlichen 
Fehler  von  0",  002.  C.  Benz. 


3. 

Ueber  harmonische  Strahlen. 

Zum  Begriff  der  harmonischen  Strahlen  gelangt  man  sehr  schnell 
auf  folgende  Weise.  Mau  nehme  eine  feste  Gerade  als  Axe  und 
einen  festen  Punkt  in  ihr  als  Coordiuatcuaufang  an.  Von  jedem  zu 
bestimmenden  Punkte  ziehe  man  in  2 festen  Richtungen  Strahlen, 
welche  die  Axe  in  2 Punkten  mit  den  Abständen  x und  y vom  Coor- 
dinatenanfaug  treffen.  Schreibt  mau  in  diesem  Coordiuatensystem 
die  Gleichung  einer  Geraden 


so  ist  B eine  Function  nur  der  auftretenden  Winkel  und  giebt  an, 
in  welchem  Ycrhältniss  die  Gerade  diejenige  Strecke  teilt,  welche 
die  beiden  Strahlen  von  einem  ihrer  Punkte  auf  der  Axe  abschnei- 
den. 
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Nun  wird  für  die  Gerade  durch  die  Punkte 

* — «i,  y — y 1 und  x = x*,  y = y« 


V\—y 2 

für  die  Geraden  durch  die  Punkte 

x = xiy  y = yt  und  x = xs,  y =*  yx 

B"  = = —B' 

yi—y* 

und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  Strahlen,  welche  in  4 gewissen 
Richtungen  durch  einen  Punkt  gehen,  die  Eigenschaft  haben,  jede 
Gerade  harmonisch  zu  teilen,  sowie  dass  diese  Richtungen  die  der 
Seiten  und  Diagonalen  eines  Parallelogramms  siud. 

Rudolf  Skutsch. 


4. 

Zur  näherungsweisen  Dreiteilung  eines  Winkels. 

Es  giebt  verschiedene  Methoden  zur  näherungsweisen  Dreitei- 
lig eines  Winkels;  für  die  wirklich  auszuführende  Construction 
wird  man  aber  immer  die  versuchsweise  Teilung  jeder  solchen  Nähe- 
rungsmethode vorziehen. 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  haben  deshalb  auch  nur  den 
Zweck,  über  einige  Beziehungen,  die  sich  bei  der  Dreiteilung  eines 
Winkels  ergeben,  zu  berichten. 


I. 

Es  sei  der  Winkel  CAB  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen. 

Man  beschreibe  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  OA  einen 
Halbkreis  über  den  Schenkel  AB , halbire  OB  in  M und  ziehe 
MN  senkr.  auf  0/?,  ferner  MK  | OZT,  wodurch 

Wkl.  KMB  = 2a 

wird,  so  liegt  innerhalb  des  Bogenstückes  NP  der  Teilungspunkt  D, 
welcher  den  Bogen  BH , der  zum  Peripheriewinkel  a gehört,  in 

HD  — ^ a und  BD  = ^ a zerlegt. 
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Denkt  man  sich  die  Linie  AD  bereits  gezogen , so  entstehen 
zwei  gleichschenklige  Dreiecke,  welche  ähnlich  sind 

A AOD  ähnlich  A ODE 

weil  die  den  gleichen  Schenkeln  gegenüberliegenden  Winkel  in  beiden 
Dreiecken  §a  sind. 

Daraus  fogt  die  Proportion,  wenn  man  für  den  Halbmesser  immer 
r schreibt: 

r : ED  = AD:  r (I) 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  AUL  ist  D der  Fusspunkt  der  Senk- 
rechten, die  vom  Scheitel  des  rechten  Winkels  B auf  die  Hypotc- 
nuso  gefällt  werden  kann,  daher 

4r2  — AD  . AL  (II) 

Aus  der  Verbindung  von  (I)  und  (II)  folgt : 

ED  — \AL  (III) 

Wäre  die  Länge  AL  bekannt,  so  würde  * AL  von  O nach  E 
aufgetragen  die  Teilungslinie  AD  ergeben.  Die  Kenntniss  von  der 
Läuge  AL  würde  natürlich  die  Dreiteilung  auch  aus  dem  Dreieck 
AUL  finden  lassen. 

Die  Gleichschenkligkeit  des  Dreiecks  OED  lässt  auch  folgenden 
Ausdruck  zu: 

Wenn  man  auf  der  Linie  Oll  einen  Punkt  E aufsucht,  dessen 
Entfernung  vom  Mittelpunkt  O gleich  ist  derjenigen  von  der  Peri- 
pherie in  der  Richtung  nach  AL  gemessen,  so  geht  durch  E die 
Teilungslinie. 


Nach 

der  Construction  OM~=\Al)  wird 

(IV) 

somit : 

GF  = ED 

(V) 

Die  Dreiecke  OGE  und  MFK  sind  ebenfalls  ähnlich,  und  zwar 
sind  die  Seiteu  des  kleineren  zwei  Drittteile  derjenigen  des  grösseren 
Dreiecks. 


Aus  (V)  folgt 
daher 


GE  — FD 


(VI) 


FD  = | FK  (VII) 

und  diese  Gleichung  kann  man  zur  näherungsweisen  Dreiteilung 
eines  Winkels  benutzen. 
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Nachdem  man  die  Linien  MN  und  MK  nach  früher  gezogen 
hat,  verbindet  man  den  Durehscbnittspunkt  P mit  A und  teilt  die 
Strecke  PQ  in  3 gleiche  Teile;  zieht  man  durch  den  ersten  Teil- 
puukt  R die  Linie  MR , so  schneidet  diese  den  Kreis  sehr  nahe 
dem  Punkte  D. 

Es  würde  diese  Construction  den  Punkt  D absolut  genau  geben, 
wenn  PQ  ||  KF  gezogen  werden  könnte,  was  wieder  nicht  sein  kann, 
weil  sonst  die  Teilung  bereits  bekannt  sein  müsste. 

Noch  genauer  könnte  man  an  den  Punkt  D heran  kommen, 
wenn  mau  eine  zweite  Linie  nach  A oberhalb  D ziehen  würde,  die 
innerhalb  des  Winkels  NMK  fallende  Strecke  ebenfalls  in  drei  gleiche 
Teile  teilte,  und  den  ersten  Teilpunkte  obeu  mit  dem  ersten  Teil- 
punkte (P)  unten  verbinden  möchte,  diese  Linie  schneidet  den  Kreis- 
bogen noch  näher  an  D. 


n. 

Ein  Papierstreifen  als  Trisector. 

Wenn  man  in  der  vorherigen  Fig.  1 das  Dreieck  AOE  betrachtet, 
so  erkennt  man,  dass 

Wkl.  EAO  = %EOB 

und  dass 

AG  — 20E  ist. 

Auf  Grundlage  dieser  Beziehung  lässt  sich  die  Dreiteilung  eines 
Winkels  mit  einem  Papierstreifon  ausführen.  Fig.  2. 

Es  sei  CAB  der  zu  teilende  Winkel;  man  verlängere  AB  über 
den  Scheitel  nach  D,  und  errichte  AF  senkr.  auf  AB ; hierauf  wähle 
man  auf  dem  Schenkel  AC  den  Punkt  E beliebig  und  trage  die 
Strecke  AE  zweimal  auf  einen  geradlinig  beschnittenen  Papierstreifen 
auf;  es  sei 

MN  = 2 AE 

Nun  lege  man  den  Papierstreifen  so  auf  die  früher  gezogenen 
Hülfslinien,  dass  N auf  AD  und  M auf  AF  zu  liegen  kommt,  wobei 
noch  die  Verlängerung  von  MN  durch  den  Punkt  E gehen  muss. 
Dies  erreicht  man  leicht  nach  einigen  Verschiebungen. 

Liegt  der  Papier  streifen  richtig,  dann  kann  man  längs  MN 
eine  Bleistiftlinie  ziehen,  und  dann  ist 

Wkl.  MN A = \EAB 

Dieses  Verfahren  kann  auch  zur  Dreiteilung  eines  stumpfen 

Arch.  d.  Math.  n.  Phys.  2.  Reihe,  T.  II.  * * 
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Winkels  angewendet  werden.  Es  liegt  dann  der  Punkt  E im  Winkel  - 
raum  DAF ’ und  auf  der  Strecke  MN  zwischen  don  Punkten  M 
und  N. 

Anmerkung.  Es  lässt  sich  nach  diesem  leicht  ein  Instrument 
zusammenstellen , welches  aus  einem  rechten  Winkel  und  zwei  bc- 

f 

weglichen  Schenkeln  besteht,  das  als  Trisector  für  spitze  Winkel 
mit  aller  Genauigkeit  verwendet  werden  könnte 


III. 

Ein  auf  die  Dreiteilung  eines  Winkels  Bezug  habender  Lehrsatz 
ist  noch  folgender: 

Hat  ein  Sehnen winkel  die  Eigenschaft,  dass  die  Bögen,  auf 
welcheu  er  steht,  sich  verhalten  wie  1:2,  so  ist  der  auf  denselben 
Bögen  stehende  Seeantenwinkel  'ein  Drittel  des  Sehnenwinkels. 

Beweis.  Es  sei  a der  Sehnenwinkel , ß der  Secantenwinkel, 
welche  beide  auf  denselben  Bögen  aufstehen,  b und  2 b diese  Bögen 
im  Kreise,  so  ist 

Wkl.  « = ü& 

Wkl.  ß = lb 

somit 

Wkl.  ß = i« 

A.  v.  Frauk, 

Professor  a.  d.  k.  k.  Staatsgewerbeschule  in  Graz. 


5. 

isynitotlscher  Wert  der  Facnltätencoefflclenten. 

Bekanntlich  ist  der  aus  der  Zalenreihe  1,  2,  3 ...  « — 1 ge- 
bildete Facultätencoefticient 
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•••+(— 1)*  1 


wo 


1) 


C~mk 

“^[£>m+‘(«t-1)"]o  2) 

//•  • 


Ersetzt  man  in  1)  die  C~mk  durch  die  Nullwerte,  dividirt  bei- 
derseits durch  n2*,  bringt  den  ersten  Factor  rechter  Hand  n — k in 
die  Klammer  und  lässt  bei  constant  bleibendem,  endlichem  k 
den  Exponenten  n über  alle  Grenzen  zunehmen,  so  ist 


k -1 
n 


) 


1 

(2*)  I 


ferner 


..  n— k n—k  n—k 

lim  — TT  = lim  — r-r — - = ...  — lim  — r~i 

n-\-k — 1 «-{-1 


folglich,  wenn  noch 

+ (-D*.  (“)  = 0 

hinzugefügt  wird, 


1 1 ll  /9jb\ 

hm  -gi  Ok  = yjcy  j^j  y o (eX— 1)‘o 

Wenn  nun  von  der  leicht  beweisbaren  Formel 


Gebrauch  gemacht,  sodann 


1 

hUJk — AJl 


1 

k\ 


14* 
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gesetzt  und  schliesslich  der  gemeinsame  Factor  herausgehoben 

A-  , 

wird,  so  ist  der  Ausdruck 


llD1  „2*  ” (2t)l[(o)/3M^1  1^°  G)  D~tx(e’  ~ i)1  ’o 

+ Qü***«(«*- 1)‘-2„ h - + (-l)*-‘  (*  * JlD2***- 

in  seiner  jetzigen  Form  unschwer  als  2Her  Differentialquotient  vou 

(e*-l—x)k  = -f  3j  + * • J = 2*  + 2*-r3!x2*+l+  * * * 


zu  erkennen,  datier  identisch  mit 

((2t)  1 , t(2t+l)|  t (2t)! 

\ 2*  2*-*3!  *jx=0  ""  2* 


Es  ist  somit 
Hieraus  folgt  noch 


C"k 


1 

t ! 2k 


/ 


lim 


n 


(2k)l22k 


3) 


mithin 


4) 


Endlich  wäre  zu  bemerken,  dass  das  Ergebniss  1)  mit  der  be- 
kannten Formel 

C”*1*  = Ck-j-n  C"i-i 


nicht  im  Widerspruch  steht. 

Nach  Einsetzung  der  Grenzwerte  kommt  nämlich 


oder 


(«-fD2* 


n 


2k 


lim  kl  2*~  = lim  m"«S  + lim  w ‘ / 


« 


2k— 2 


kl  2k 


(k — 1)!  2*-1 


lim(»-f  1)2ji-  = 1 i m (n2k  -f  2k . n2*- !) 

Franz  Rogel. 
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6. 

Heber  die  Verwendung  de*  Rechenbrettes  zur  Darstellung  beliebiger 

Zahlensysteme. 

v 

Der  Gedanke,  unser  dikadisclies  Zahlensystem  durch  ein  be- 
stimmtes anderes  zu  ersetzen,  ist  nicht  neu.  Napoleon,  dem  ein 
solcher  Plan  vorgelegt  wurde,  soll  geantwortet  haben:  „Dann  rechne 
man  erst  die  Logarithmen  in  das  neue  System  um!“  Ein  anderer 
Einwand  hätte  vielleicht  ebenso  nahe  gelegen:  erst  ändere  mau  die 
menschliche  Sprache  und  das  menschliche  Fingersystem,  das  der 
ZahleDanschauung  zu  Grunde  liegt  und  ihr  noch  heute  bei  jeder 
Gelegenheit  zu  Hülfe  kommt.  Dem  Wesen  der  Zahl  gegenüber  ist 
unser  dekadisches  System  ein  Zufall,  und  ich  vermag  nicht  zu  be- 
urteilen, welchen  Wert  es  haben  würde,  wenn  es  gelänge,  diesen 
Zufall  zu  beseitigen.  Soviel  aber  scheint  mir  einleuchtend:  erstens, 
dass  mit  einem  einzelnen  neuen  Systeme  für  die  Wissenschaft  wenig 
gewonnen  wäre,  dass  es  vielmehr  darauf  aukäme,  jede  beliebige 
Zählmethode  zu  ermöglichen ; — und  zwoitcus , dass  dies  tunlichst 
in  so  mechanischer  Weise  geschehen  müsste,  dass  sich  unsre  deka- 
dischen Vorstellungen  und  Gewohnheiten  nicht  störend  dazwischen 
drängen  könnten. 


Das  chinesische  Rechenbrett 

dient  mir  dabei  als  Vorbild.  Dasselbe  besteht  aus  einem  flachen, 
länglichen  Kasten,  der  der  Länge  nach  durch  oino  Scheidewand  in 
zwei  ungleiche  Hälften  geteilt  ist.  Durch  diese  Scheidewand  bis  in 
die  beiden  äusseren  Längswände  sind  in  Abständen  von  etwa  einem 
Zoll  Stäbe  oder  Drähte  gezogen.  Auf  jeden  dieser  Stäbe  sind  auf 
der  grösseren,  dem  Rechnen  zugowendeten  Seite  füuf,  auf  der  klei- 
neren Seite  zwei  dicke  Kugeln  oder  flache  Perlen  aufgereiht.  Von 
jenen  fünf  Kugeln  gilt  jede  eine  Einheit,  von  den  zwei  letztgenannten 
jede  eine  Fünfhoit  der  betreffenden  dekadischen  Stelle.  Die  Zahlen 
werden  notirt  („angelegt“),  indem  man  die  Kugeln  an  die  Scheide- 
wand schiebt. 
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Der  Stellenwert  ist  derselbe,  wie  bei  den  arabischen  Ziffern.  Man 
sieht,  es  kann  auf  jedem  Stabe  bis  zu  fünfzehn  angelegt  werden. 
Liegen  nun  aber  auf  einem  Stabe  10  oder  mehr  an,  so  legt  man 
auf  dem  nächsten  Stabe  (nach  links  zu)  1 an  uüd  schiebt  dafür  jene 
10  nach  dem  Stande  zurück,  so  machen  sich  Additionen  und  Sub- 
tractionen  rein  mechanisch.  Die  Multiplication  und  Division  können 
natürlich  durch  (n— 1)  malige  Addition  bzhw.  durch  n malige  Sub- 
traction  geschehen,  werden  aber  in  der  Regel  auf  kürzerem  Wege 
ausgeführt.  Die  Multiplication  mit  Hülfe  des  Einmaleins,  die  Division 
mit  Decimalbrüchen  nach  einer  analogen  Tabelle,  die  gleichfalls 
auswendig  gelernt  wird.  In  dieser  wird  stillschweigend  der  Divi- 
dendus  mit  10  multiplicirt,  und  es  heisst  also  z.  B.  3 iu  1 ist  3, 
bleiben  1;  8 iu  1 ist  1,  bleiben  2 u.  s.  w.  Die  übrigen  Vorschriften, 
dio  der  chinesische  Rechenlehrer  seinem  Schüler  giebt,  sind  rein 
technisch  und  dürften  sich  zumeist  durch  Uebuug  und  Nachdenken 
von  selbst  ergeben.  Die  Grösse  des  Brettes,  die  Zahl  der  Stäbe, 
richtet  sich  nach  dem  Bedürfnisse  des  Rechners. 

Man  hat  nun  beobachtet,  dass  die  Chinesen  mit  dieser  einfachen 
Maschine  die  gestellten  Aufgaben  schneller  lösen,  als  geübte  euro- 
päische Rechner  mit  Bleistift  und  Papier.  Wichtiger  für  unsern 
Zweck  ist  aber  dies,  dass  jeno  Recheumethode  mit  ihrer  eonstruc- 
tiven  Anschaulichkeit  fast  ebenso  bequem  auf  jedes  andere  Zahlen- 
system anzuwendeu  wäre.  Die  dazu  nötige  Maschine,  eiu 


„n-adisches“  Rechenbrett 

wäro  meiner  Meinung  nach  in  folgender  Weise  herzustellen:  Eiu 
Kasten,  dem  chinesischen  ähnlich,  aber  grösser  und  allenfalls  mit 
mehreren  Zwischenwänden,  welche,  gleich  der  oberen  Längswand, 
verstellbar  sein  mögen,  um  gleichmässige  Spielräume  zum  Verschieben 
der  Kugeln  herzustellcu;  ferner  zum  Aufreihen  möglichst  viele  durch- 
bohrte Kugeln.  Ist  n (die  Zahl,  die  mit  10  geschrieben  werden 
soll)  nicht  zu  gross,  so  genügt  eine  einzige  Scheidewand.  Wieviele 
Kugeln  nun  auf  der  uuteren  und  auf  der  oberen  Hälfte  jedes  Stabes 
aufgereiht  werden,  und  welchen  Wert  die  oberen  Perlen  erhalten, 
richtet  sich  nach  dem  Werte  von  n.  Ich  würde  in  dieser  Hinsicht 
folgendes  empfehlen: 

I.  Dio  Werte  der  oberen  Kugeln  zusammenaddirt  seien  =»  n. 
Sind  sic  also  alle  angelegt,  so  schiebt  mau  sie  nach  dem  äusseren 
Rande  zurück  und  legt  dafür  auf  dem  nächstfolgenden  Stabe  (nach 
links  zu)  1 an.  Dem  analog  ist  der  Zahlenwert  der  sämtlichen 
Kugeln  der  unteren  Abteilung  gleich  dem  Werte  einer  einzelnen 
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Kugel  in  der  (nächst-)  oberen , sodass  auch  hier  die  Uebortragung 
mechanisch  geschieht. 

II.  Ist  n teilbar  (keine  Primzahl),  so  sei  der  Wert  jeder  oberen 
Kugel  der  des  grössten  Divisors. 

III.  Ist  n eine  Primzahl  und  nicht  zu  gross,  so  wären  vielleicht 
Kugeln  von  zweierlei  Farbe  zu  empfehlen.  Entweder 

a)  man  lässt  die  Scheidewand  weg,  reiht  die  je  n Kugeln  auf 
die  Stäbe  und  wählt  für  jede  fünfte  Kugel  oder  für  je  fünf  Kugeln 
der  besseren  Uebersicht  wegen  die  andere  Farbe;  oder 

b)  man  dividirt  n mit  der  grössten  Ziffer,  die  man  auf  einen 
Blick  übersehen  und  mit  einem  Griffe  sicher  fassen  kann,  m,  reiht 
auf  die  untero  Hälfte  der  Stäbe  m Kugeln  und,  wenn 

ist,  auf  die  obere  Hälfte  zunächst  o Kugeln,  deren  jeder  man  den 
Wert  m beilegt  und  dann,  als  oberste,  p farbige,  die  wieder  je  1 
gelten. 

Bezeichne  ich  nun  die  Scheidewand  durch  einen  doppelten 
Querstrich,  so  ist  das  Rechenbrett  etwa  folgenderweise  einzurichten: 

Zu  II.  n = 12 

3 Kugeln,  Wert  4 

4 Kugeln,  Wert  1 

Zu  III.,  b)  n - 17 

2 schwarze  Kugeln,  Wert  1 

3 gelbe  Kugeln,  Wert  5 

5  gelbe  Kugeln,  Wert  1 

IV.  Ist  n eino  grosse  Zahl,  so  mag  sich  die  Anwendung  mehrerer 
Scheidewände  empfehlen.  Auch  dabei  muss  die  oberste  Abteilung 
die  Summe  » darstellen.  Im  Uebrigeu  mag  das  Bisherige  gelten. 
Z.  B. 

n — 170 

10  schwarze  Kugeln,  Wert  1 
2 gelbe  Kugeln,  Wert  80 


8 Kugeln,  Wert  10 
10  Kugeln,  Wert  1 
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Das  Verfahren  ist  nun  in  allen  Fällen  ganz  dem  chinesischen 
analog:  ist  die  untere  Abteilung  voll,  so  wird  ihr  Inhalt  in  Gestalt 
einer  Kugel  auf  die  nächsthöhere,  — ist  die  oberste  Abteilung  voll, 
auf  die  unterste  Abteilung  des  nächstfolgenden  Stabes  übertragen. 
Dass  in  den  beiden  letzten  Beispielen  die  obersten,  zuletzt  zur  Ver- 
wendung kommenden  Kugeln  einen  anderen  Wert  haben  mussten, 
als  die  übrigen  der  obersten  Abteilung,  dürfte  kaum  als  Uebelstand 
empfunden  werden.  Im  Uebrigen  ist  das  Verfahren  so  mechanisch, 
dass  man  die  Aufgaben  lösen,  die  Lösungen  vor  Augen  sehen  wird, 
ehe  man  darauf  verfällt,  die  dargestellten  Zahlen  in  Ziffern  oder 
Worte  zu  übertragen. 


Ziffern  und  Za  bien  na  men. 


Notwendig  wird  diese  Uebertragung  aber  doch,  und  es  fragt 
sich,  wie  sie  am  einfachsten  zu  geschehen  habe.  Dass  hierbei  ein 
Einmischen  unsrer  Zahlzeichen  und  Zahlwörter  nur  Verwirruug 
stiften  würde,  leuchtet  wol  ein;  das  radicalste  Vorgehen  ist  hier 
das  beste,  und  auch  hierin  möchten  die  Chinesen  als  Muster  dienen. 

Diese  haben  nämlich  eine  doppelte  Ziffernreihe,  die  das  Rechen- 
brett schematisch  durch  senkrechte  und  wagerechte  Striche  und  die 
Null  darstellt 


»)  O 

")  o 


n 


” oder 


61 


Dabei  wird  wol  auch  Kürze  halber  die  4 durch  X * die  9 durch 

X oder  ähnlich  bezeichnet.  Wäre  nun  n = 12,  so  würde 

57 - 4X12  + 2X4  + 1 

zu  schreiben  sein : 
ferner 


ü 


oder 


598  «=  4 X 122  + 1 X 12  + 2 X 4 + 2 


wäre  dann 


O 


-jj-  oder  - • 
8 — 2 X 4 + 0 


oder  1 X 4 + 4 X 1,  also 


II 


itl 


oder 
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Aebnliche  Ziffern  wären  auch  für  das  drei-  oder  mehrteilige 
Rechenbrett  möglich,  z.  B. 

n = 170 

nach  obiger  Einrichtung 


163  = 2 X 80  + 0 X 10  + 3 r ) 

in 


95  = 1X80  + 1X10  = 5 U oder  L 

also  immer  zwischen  senkrechten  und  wagerechten  Strichen  abwech- 
selnd. Vereinfachungen  nach  Art  des  chinesischen  Zeichens  für  4 
müssten  die  unübersichtlichen  Anhäufungen  von  Parallelstrichen  er- 
setzen ohne  die  Anschaulichkeit  zu  beeinträchtigen. 

Diese  Ziffern  kann  mau  entweder  in  unser  dekadisches  System 
umrechnen  und  umschreiben,  oder  durch  conventionclle  Laute  aus- 
sprechbar machen.  Hierfür  würde  ich  folgendes  Vorschlägen: 

a)  Die  Zahl  der  Buchstaben  oder  Sylben  entspreche  der  Zahl 
der  Stufen  aus  denen  die  Ziffer,  dem  Rechenbrette  folgend,  zusam- 
mengesetzt ist. 

b)  Die  Anordnung  der  Buchstaben  und  Sylben  sei  schematisch 
(o,  e,  *,  o,  u,  ö,  «,  04,  au\  ba , Äe,  bi  u.  s.  w.),  damit  der  lautliche 
Ausdruck  annähernd  ebenso  leicht  merkbar  und  anschaulich  werde, 
wie  der  graphische. 

Jedes  Ziffern-  und  Zahlensystem  ist  so  Zusagen  eine  besondere 
Sprache , wenn  auch  mit  den  gleichen  Zeichen , und  Lautelementen, 
d.  h.  diese  Elemente  können,  gleich  den  Buchstaben  der  Algebra, 
jetzt  diesen,  jetzt  jenen  Zahlonwert  darstellen: 


— la-f  l£-f-5 
==»  80  b «=>  lOJ 


JL  = 2 a -f- 2 

[a  — 4] 

Das  eingerichtete  Rechenbrett  aber  gewährt  ohne  weiteres  deu 
Schlüssel  zum  Verständnisse  der  angelegten  und  aufgeschriebenen 
Zahlen. 


Georg  von  der  Gabelentz. 
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Zur  Theorie  der  Regelflächen. 

Die  Auffassung  der  Regelflächen  als  erzeugt  von  einer  Geraden, 
die  mit  dem  Fundamental trieder,  d.  i.  der  Tangente,  Haupt-  und 
Binormalc  einer  Linie  in  fester  Verbindung  steht,  ist  öfters,  neuer- 
dings in  den  Arboiton  von  Bioche  und  Pirondini  die  Grundlage  von 
Untersuchungen  gewesen.  Wir  wollen  solche  Gerade,  deren  Lage 
relativ  zum  Fuudamentaltrieder  durch  den  Lauf  der  Linie  bestimmt 
wird,  begleitende  Gerade  der  Linie  nennen  und  allgemein  die  be- 
gleitende Gerade  einer  Linie  untersuchen,  welche  eine  gegebene 
Regelfläche  erzeugt. 

Unmittelbar  liegt  hier  kein  Problem  vor.  Auf  der  gegebenen 
Rcgelflächo,  deren  Gleichungen  wir  schreiben 

»“»«o  + ow;  y = z = 20“fCM  (i) 

haben  wir  nur  eine  beliebige  Linie  s zu  ziehen , deren  Tangente, 
Haupt-  und  Binormale  die  Richtungscosiuus  /,  g , 7i;  f\  g‘,  h' ; Z,  m, 
n haben  mögen,  und  die  Winkel  zu  berechnen,  welche  die  Erzeugende 
mit  den  3 genannten  begleitenden  Axen  bildet. 


Dennoch  bleiben  einige  Punkte  zu  untersuchen.  Durch  die 
Regelfläche  F siud  die  Richtungscosinus  a,  Z>,  c,  aber  nicht  a*0,  y0, 
s0  bestimmt,  auch  siud  in  letztem  nicht  bloss  Constante  willkürlich; 
vielmehr  ist  durch  die  Gl.  (1)  schon  eine  Linie  auf  der  Fläche  aus- 
gedrückt. 

Dagegen  ist  durch  die  Fläche  selbst  ein  orthogonales  Triedor 
bestimmt.  Sei  v der  Parameter,  als  dessen  Functionen  a,  Z>,  c,  x0, 
y0,  z0  aufzufassen  sind,  und  zwar  gemäss  der  Relation 

dv2  =>  da2  -{-  db2  -j-  0c2 

Ein  Strich  bedeute  die  Differentiation  nach  v (ausgenommen  in 
f g'h‘).  Dann  entspricht  der  Fläche  eindeutig  ausser  der  Erzeu- 
genden das  gemeinsame  Lot  der  consecutiven  Erzeugenden  mit  den 
Richtungscosiuus  blt  ct  und  die  Normale  zu  beiden  mit  den 
Richtungscosiuus  b\  c\  wo  die  Relation  stattfindet: 


«i 


etc. 


Sei  nun  in  Gl.  ü)  (x0y0z0)  der  laufende  Punkt  der  Strictions- 
linie  s0.  Von  ihm  aus  gelangt  mau  zum  consecutiven,  indem  man 
erst  in  der  Richtung  (a,  b1c1)  eine  unendlich  kleine  Strecke  dco  bis 
zur  consecutiven  Erzeugenden,  dann  längs  dieser  eine  unendlich 
kleine  Strecke  dy  bis  zu  ihrem  Centralpunkt  fortgeht  Hiernach  ist 
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0a*o  = 0a>;  etc. 

Die  GleichuDgen  der  Regelfläche  sind  also 

x — f {a  dtp  -}-  flj  du)  -j-  a u ; etc. 


(3) 


(2) 


Jetzt  sind  a,  b,  c,  ty,  co  als  Functionen  von  v gegeben,  wenn  die 
Fläche  es  ist,  und  umgekehrt. 

Wir  betrachten  nun  u als  Function  von  v\  dann  erzeugt  der 
Punkt  (xyz)  eine  beliebige  Linie  s auf  der  Fläche,  deren  Tangente 
die  Ricbtuugscosinus 


Hieraus  ergeben  sich  in  bekannter  Weise  die  Richtungscosinus  der 
Haupt-  und  Biuormale,  der  KrUninmngswinkel  x und  der  Torsions- 
winkel 

Wir  wollen  nun  nicht  allein  die  Erzeugende,  sondern  auch  das 
aus  ihrer  Bewegung  hervorgehende  orthogonale  Trieder  in  relativer 
Lage  znm  Fundaraentaltrieder  der  Linie  s bestimmen,  indem  wir 
alle  9 Richtungscosinus  auf  2 Winkel  x,  cp  zurilekführon.  Sei  zuerst 


(4) 


hat.  Das  Quadrat  des  Bogonelements  ist 

ds2  *=3  (dy-\-du)2-\-(udv)2-\-dw2 


fa-f-  ...■==  cos x =■*  — 

f' a-\-  . . . =■  sinxcos  cp 
l a - {-  . . . = sin  x sin  cp 


fa- f-  ...■==  cos x =■> 


v'-j-w' 


(6) 


(7) 


Dann  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

U 

f a‘  -f-  ...  = — (x'  -|-  x'  cos  cp)  sin  x = - 

& 


(7a) 


f a’  -{-  . . . =>  (x'  cos  cp  -f-  xf)  cos  x — (g/  &')  sin  x siu  ? 

la  - f-  ...  = x co8xsin<p-}~(9,,_{-^^ ’) sinxcos 9 


Die  Quadratsumme  der  3 Grössen  ist: 

1 = (x<4*T,cosg>)8-f-[t,cosxsiug)  — (g)'-f-^-')sinx]a  (7b) 


Man  kann  daher  setzen: 


sinr  = x'  -j-r'  cos  9 
cose  = r'cosxsing? — (g>'-{-#')8inx 


(8) 

(9) 


und  erhält: 
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fa'  4-  ...  = — sin  £ sin  x = 

f’a'- {-  . . . = sin  fco8xco8qp-f-cos£  sin  <p 
Za'-f-  ...  = sin  f cos  x sing>  — cosecosgp 

Ueberdies  ist  aus  Gl.  (10)  ersichtlich,  dass 


sine 


u 

s‘  sin  x 


(10) 

(11) 


(12) 


also  b eine  durch  n,  s und  x bestimmte  Grösse  ist,  die  verschwindet, 
wenn  s in  dio  Strictionslinie  tibergeht. 


Die  Richtungscosinus  dor  dritten  Axe,  nämlich  der  Rotationsaxe 
der  Erzeugenden,  ergeben  sich  aus  ihrer  normalen  Stellung  zu  den 
beiden  ersten;  man  findet: 

ca' 

/ cij  -f-  ...  — cos  f sin  x «=»  — (13) 

S 

f‘a{- f-  ...  ■=»  cos  £ cos  x cos  g>  — sine  sin  cp 
1 ai  + • * • = cosfcosxsinqp-j-sinf  cosqp 

Sind  nun  a,  b,  e,  i p,  co  zur  Bestimmung  der  Fläche  und  u zur 
Bestimmung  dor  Linie  * gegeben,  so  ist  zuerst  *'  durch  Gl.  (5),  dann 
x durch  Gl.  (6),  daun  e durch  Gl.  (12),  dann  g>  durch  Gl.  (8)  pri- 
mitiv bekannt;  man  hat,  um  die  Formeln  zusammenzustellen: 


g'2  = (t p'  w2+  ca'8 


(15) 


wo 


xp*  -j—  ii‘  . u sin*  — x’ 

cos  x = . — ; sin  t = — — ; cos  ® = — - , 

#'  1 «'Sllix’  T 


aa'  a " 


bb'  b" 
cc'  c'  I 


(16) 


oder  infolge  der  vorhergehenden  Gleichungon  kürzer 

t'8  » (x'  — sin  f)2 -{-{(€'' -f- ^/)  sin  x — cos  s cos  x} 8 (17) 

ist  Eliminirt  man  x\  so  wird  einfacher 
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tg  <P  — 


|V  -f-  4i]  ain  x — cos  c cos  x 
sin  e — x' 


, (18) 


Hiermit  ist  bereits  die  Krümmung  der  Curve  — , (irrational  durch 

& 

Gl.  (17))  dargestellt.  Noch  einfacher  ergibt  Gl.  (9)  die  Torsion 
y-.  Nach  Einführung  der  Werte  lautet  sie: 


=.  — tp4  — cos  e sin  x — (f ' -f*  4)  cos  x (19) 

also  ist  hier  der  Zähler  rational. 


An  das  Vorstehende  knüpfen  sich  einige  speciellere  Fragen, 
unter  andern  folgende. 

Ist  da  = 0,  so  ist  aus  der  Bedeutung  von  da  klar , dass  die 
Fläche  abwickelbar  ist.  Nach  Gl.  (13)  wird  alsdann  entweder  cosc 
oder  sinx  null.  Der  letztere  Fall  ist  ein  singulärer;  denn  für 
sinx  = 0 fällt  nach  Gl.  (7)  (6)  die  Erzeugende  mit  der  Tangente 
von  a zusammen.  Hier  wird 


i7  = t;  « = R — cp]  a = f]  etc. 


Allgemeiner  ist  der  Fall  e = R,  wo  x beliebig  variirt,  während  nach 
Gl.  (9)  cp  durch  die  Relation 

dtp  •=»  — 8#  -j-  8t  cot  x sin  cp  (20) 

davon  abhängig  wird. 


Fragt  man  nun  umgekehrt  nach  dem  Bereiche  der  einer  Curve 
s begleitenden  Geraden , welche  eine  abwickelbare  Fläche  erzeugen, 
so  sind  es  ausser  der  Tangente  an  welche  stets  abgesondert  vom 
Systeme  stehen  bleibt,  diejenigen,  welche  die  Gl.  (20)  erfüllen.  Man 
kann,  um  die  Lösung  einer  Differentialgleichung  zu  ersparen  die 
Gl.  (20)  auch  schreiben: 

8®+83- 

icoU  - 5VÜH  v (2°“) 


und  q>  als  willkürliche  Function  von  s betrachten. 

Ist  statt  des  Vorigen  8ip  — 0,  so  ist  gemäss  der  Bedeutung  von 
dtp  die  Erzeugende  Binormale  der  Strictionslinie  »0.  Nach  Gl.  (6) 
(10)  ist 

du  udv 

fa+ •••  e-$,  » fa  + • 0, 

woraus  nach  Elimination  von  u: 

f \ j \ i d /fda+gdb-j-hdc  * \ 

Ja+gb  + ho  - (8a!+8i‘+8c»y  8‘ ) (21) 
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Fragt  man  nun  nach  dem  Bereiche  der  eine  gegebene  Curve  s 
begleitenden  Geraden,  welche  eine  Binormalenfläche  erzeugen,  so 
sind  a,  £,  c gesucht.  Geht  man  von  einem  Punkte  der  Linie  s in 
der  Richtung  ( abc ) um  die  Strecke  u bis  zum  Centralpunkt  (x^sq), 
so  ist  der  Endpunkt: 

*0  = i+o«;  etc. 

. . . _ 

M dg  (22) 

woraus  durch  Differentiation: 

f0ds0  =*  e^c- 

Bedingung  für  a,  &,  c ist 

/ort-f"2o^"Moc  — 0 
das  ist  nach  der  vorigen  Gleichung: 

(/a-f-  • • .)d«-|-t)u  = 0 

Setzt  man  den  Wert  (22)  für  u ein,  so  erhält  man  Gl.  (21).  Folg- 
lich genügen  alle  Systeme  a,  £,  c,  welche  Gl.  (21)  erfüllen,  der  Auf- 
gabe. Von  den  3 Unbekannten  kann  mau  eine,  z.  B.  a,  als  will- 
kürliche Function  ansehen,  die  dritte  c durch  a und  b ausdrücken 
und  b durch  Gl.  (21)  bestimmen. 

Statt  der  Lage  der  Erzeugenden  im  Raume  wollen  wir  jedoch 
ihre  relative  Lage  zur  Curve  als  gesucht  betrachten  und  diese  ge- 
mäss Gl.  (6)  (7)  durch  x,  <p  ausdrücken.  Gl.  (21)  zerlegen  wir  in 

fd  a- 1-  . . . - , dn 

— — dt  ~ n;  */’a+  * * • = ä7  (23) 

Da  eine  der  gesuchten  Functionen  willkürlich  bleibt,  so  sei  dies  tt; 
dann  ist  nach  Gl.  (6) 

dn 

cos  x = er- 


lässt sich  also  x als  bekannt  betrachten,  ferner  nach  Gl.  (7a) 
fda- f-  . . . = — (0x-j-Srcosg))8inx 
und  nach  Gl.  (7b) 

dv 2 = (0x-J-0TCO8g>)2-j-[orcosxsin  cp  — (Dqp  -J—  ö-O“)  sin  x] 2 

Beides  in  die  erste  Gl.  (23)  gesetzt  gibt: 

(du  dx  \ . (d%  dx  y 

[d,  + g,  coe  sin  *+ * ^ cos<p  j 


. (%x  • dtp-\-dfr  . \* 

-f- Tr  1 g-cosxsmqo — sin  x J =0 


(24) 
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eine  Differentialgleichung  1.  Ordnung,  algebraisch  darstellbar,  welche 
<p  bestimmt. 


Hierdurch  ist  das  Bereich  der  eine  beliebige  Curve  s begleiten- 
den Binormalenflächen  in  folgender  Weise  gegeben.  Die  Erzeugende 
ist  in  beliebigem  Winkelabstande  x von  der  Tangente  an  s zu 
nehmen:  ihre  Lage  aber  auf  dem  so  bestimmten  Rotationskegel  um 
die  Tangente  wird  durch  den  Winkel  cp  mittelst  Integration  der  Gl. 
(24)  gefunden. 

Die  Binormale  von  s selbst  bildet  eine  singuläre  Lösung. 

Die  Curve,  deren  Binormale  die  Erzeugende  ist,  findet  man  als 
Strictionslinie  der  Regelfläche.  Gl.  (7a)  gibt  die  Strecke  n an,  um 
welche  man  längs  der  Erzeugenden  bis  zur  Strictionslinie  fortzu- 
gehen hat. 


Die  Untersuchung  der  begleitenden  Tangenten-  und  Binormalen- 
flächen legt  die  Frage  nach  den  begleitenden  Hauptnormalenflächen 
nahe.  Zunächst  sind  hier  die  Werte  von  ö<g  und  da  zu  suchen. 
Der  Centralpunkt  der  Hauptnormalen,  d.  i.  laufende  Punkt  der 
Strictionslinie,  ist,  wenn  der  Index  1 die  Beziehung  zur  Urcurve  der 
Hauptuormale  bezeichnet, 

ds 

x0  = xi  +/i ' cos2  *i  5 etc.  (25) 


wo  die  Bedeutung  von  A aus  dr  = ötfcosA;  d&  •=  d asinA  erhellt. 
Dies  differentiirt  gibt: 


fx  dsx  sin2Aj 


ö«,  8inA£  cos  A, 


Für  die  von  der  Hauptnormale  erzeugte  Fläche  ist  nun 

a «=  /j';  a!  = sin  Aj  — /j  cos  At : at  — fx  sin  A,  -j-  /,  cos  At  (2G) 


also 


folglich  ist 


<k0  =»  ad  COS2A,^  +ax  ö«|  sinA1 
ip  ==>  cos2  Aj ; da  =*  dsx  sin  Aj 


(27) 


Fragt  man  nun  nach  den  begleitenden  Regelflächen  einer  ge- 
gebenen Curve  s,  welche  überhaupt  Hauptnormalenflächen  sind,  d.  h. 
deren  Erzeugende  als  Hauptnormalen  irgend  welchen  andern  Curven 
zugehören,  so  hat  man  3 Curven  auf  einer  gesuchten  Regelfläche 
in  Betrachtung  zu  ziehen,  nämlich  ausser  s und  sx  die  ihre  Be- 
ziehung vermittelnde  Strictionslinie  *0.  Sind  m,  die  Strecken  von 
«,  bis  s0  längs  der  Erzeugenden,  so  hat  man; 
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und  zwar 

3Cg  — 1 Xj-J-flttl  s=s  *4-atti  etc 

(28) 

a “ fi ' ; etc. 

(26) 

also 

ferner 

Bv*  = 8a*4~  Bb*  4~  3c1  = 8ff,*  oder  v = ax 

(29) 

cs1 

(30) 

-*  - * - ä«;0081* 

fBa  4~.  8*4-Ötcoso>  . „ 

“ = 8«,»  S,=  8o,’  smxS‘ 

(31) 

Die  Gl.  (28)  differentiirt  geben  mit  Anwendung  von  GL  (2): 

adty-\-axd(o  = f1B8l-\-aBu1~\rauldel 

= fB*-\-aBu-{-a‘udax ; etc. 

Mnltiplicirt  man  einzeln  mit  a,  a',  a1  und  addirt  jedesmal  die  3 
Analogen,  so  kommt  einerseits: 


andrerseits : 


8ip  = 8«! 

0 = — c-'1,  cos  Lj  4~ 

8<o  = B*x  sin  Lj 

dy  = 8*  cos  *-f -du 
0 =■  (fa‘  -f-  . . .)  8*  -J-  M Bex 

Bto  <=>  ( /aj  4~  • • ß* 


(32) 


(33) 


Die  GL  (32)  enthalten  nur  die  Relationen  (30)  (27),  welche  als  be- 
kannt  voraus  gesetzt  waren.  In  den  GL  (33),  welche  * und  q>  be- 
stimmen, sind  die  Werte  (8)  (10)  (13),  einznführen,  nach  welchen 

Bs  . 

« = 5 sin  x sin  e 
de  j 

/a'4-  . . . — — sin*  sine;  fa j4~ = — sinxeose 

8 *4- er  cos  <p 


sine 


da  j 


Diejenigen  unter  den  Grössen  o,,  L, , tp,  co,  *,  e,  welche 

durch  diese  10  Relationen  nicht  bestimmt  sind , bleiben  willkürlich. 

R.  Hoppe. 
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XII. 

lieber  Variationen  und  Combinationen  zu 
bestimmten  Summen. 


Von 

Karl  Reich. 


Einleitung:. 

1)  Bekanntlich  ist,  wenn  k eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

0 n(n  — 1)  ...  (n  — k -j-  1) 

~ 1.2  . . . k 


Im  folgenden  wird  vorausgesetzt,  dass  n und  k in  der  Formel 
ganze  Zahlen  sind.  Die  Gleichung 

C)  - 

soll  allgemein,  ohne  Ausnahme,  zu  Recht  bestehn.  Ferner  sei 

t:)  - » 

wenn  n k 0.  Endlich  soll 

V 

<0, 

sein  für  alle  n. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  die  Gleichung 

Juch.  d.  Math.  u.  Phys,  2 Iieihe,  T.  XI.  ] 5 


Digitized  by  Google 


226 


Reich : Ueber  Variationen  und  Combinationen 


allgemein  gilt. 


ist  sie  für  k = 0 und  vermöge  ihrer  gebräuchlichen  Ableitung  für 
k 0 richtig.  — Wenn  k < — 1,  so  ist 


» \ /n+lN  _ 

-k-i)  " v»-*/ 


nicht  nur,  wenn  n — Jfc>0,  sondern  auch,  wenn  n weil  alsdann 


ist  und  (”)•  CJJ) 

k *=  — 1,  so  ist  auch 


gleichzeitig  1 oder  0 sind. 


wenn 


Ist  endlich 


Demnach  ist  die  Gleichung 


richtig  für  beliebige  n und  k mit  Ausnahme  des  einzigen 
Falles,  wenn  n «—  k = — 1 ist. 

Tatsächlich  ergiebt  sich  die  in  Rede  stehende  Gleichung  aus  der 
für  nicht  negative  k geltenden 


(5r)  - (4.)  0+ (:)(:)+(.-.)(■)+•■  + 


wenn  m = 1 gesetzt  wird.  Die  letztere  Gleichung  gilt  auch  für 
k — — 1 ; jedoch  reducirt  sich  dann  ihre  rechte  Seite  auf  das 
einzige  Glied 
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2)  Bei  negativen  n finden  dio  folgenden  zwei  (für  beliebige  « 
zu  Recht  bestehenden)  Gleichungen  Anwendung: 

Wenn  k ^ 0,  so  ist 


wenn  k < 0,  so  ist 

(*)  ” (b> 
Beweis.  Wenn  k^>  0,  so  ist 


3n(n — 1)  . . . (n — t-j-1) 

1.2  ...  k 

, +\i.( — rc-f-fc — 1)( — n-f-i:  -2)  ...  (-«) 

=,(_!)* — 


Diese  Gleichung  ist  augenscheinlich  auch  für  il*  = 0 richtig. 

Wenn  dagegen  k 0,  so  erhält  man  bei  Benutzung  des  soeben 
gefundenen  Resultats 


o-w—  ■>-r:2)-<-r«(::i;) 

wenn  n — k^  0 ist.  Die  Gleichung  (b)  gilt  aber  auch  für  n < k 
(also  für  beliebige  «),  weil  dann  und  gleichzeitig 


null  sind.  — 


Bei  nicht  negativen  n sind  (a)  und  (b)  für  beliebige  k 
richtig.  Wenn  nämlich  n> — 1 und  k < 0 ist,  so  werden  beide 
Seiten  der  Gleichung  (a)  null;  ebenso  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (b)  gleiche  Werte  annehmen, 
wenn  n und  k nicht  negativ  sind. 

Dagegen  haben  bei  negativ.en  n die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (a)  und  (b)  entgegengesetzt  gleiche  Werte,  weil, 
wenn  n < 0,  nach  (a) 


3)  Mit  Benutzung  der  Gleichung  (b)  sind  wir  im  Stande,  eine 
der  Gleichung 


15* 
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■ Ct*)-C)  (;)+(*-.)(?)+ •■+(;)(:) 

analoge  Gleichung  für  negative  7 zu  finden.  Es  ist  nämlich,  wenn 
«,  A,  k > 0 sind, 

— [Ci[)(V)+e:i)Cr‘)+-  •• 

■+(V)C::)] 


Nun  ist 


ÜC) 


ririö 


folglich  i 8 1 bei  positiven  A und  fc 

U,)-ÖC:)*CT(3 

+CDW+-+00 

» darf  hier  beliebig  sein ; denn  falls  n ^ 0,  so  werden  beide  Seiten 
der  Gleichung  null. 

Schreibt  man  anstatt  n,  A,  k bzhw.  — n,  2,  fc— 1,  so  erhält  man 
wie  früher 

wo  jedoch  k — 1 >>  0 sein  muss,  also  k > 1,  aber  nicht  = 1 sein 
darf. 

4)  Wenn  A 0 und  überdies  k < 0 oder  > A — 1,  so  ist 

* *• »> - 0 - (i)  (7  ■) + Q (t!)  <•> 

Es  ist  nämlich 
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*•  “■ « — ö - MV')]  C, ') 

+[fr,)+CrI)](T*)-- 

-(r.:)-Cr')U+(Y)U-- 


<p(x— 1,  A — 1,  Ä— 1) 
<p(x — 2,  A-  2,  ä — 2) 


gp(® — A,  A — A,  0) 


Wenn  hingegen  (A  > 0 und)  0 ^ A ^ 7t  — 1,  so  ist 


Man  findet  nämlich 


9>(x,  A,  Ä)  = 0 


(d) 


?(*,  A,  A)  = qp  (x— A,  0,  A— A)  = 1 “ (Ä  x 2 *)  ""  (*  3 *) 

~f~  ...  “0 

5)  Wenn  0 ^ A ^ A— 1 und  x ^ 0,  so  ist 

nx,  k,  k)  - (*)  - (;■)  (x7!) + g)  (x72)  - . . . 


+ (—!)' 


vxy  VA; 


x lt  /A-A-1N 

< ~»‘+l  {h-s-l) 


(0) 


Es  ist  nämlich,  wenn  vorläufig  ® 11  A vorausgesetzt  wird, 

■ ••+(-«"  t!)  *-■•*-» 

— f(x  - 2,  A-  2,  A— 2)  =...■=  /(® — A,  0,  A-A) 

- - (‘t‘) + (*  r)  - - - e^) 

wobei  die  Glieder 

'-■>-C7‘)ö-  <-«-  C-D(.°.)-  ■ ■ ■ 
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da  dieselben  null  sind,  der  Reihe  nach  vernachlässigt  werden 
konnten.  Nun  ist 


■-(;)-  - cn  -o+  ©-  - ct‘)+ o-  ("■)• 

folglich 

Jetzt  kann  man  die  vorläufige  Beschränkung 

> , 


fallen  lassen,  da,  wenn  x < fc,  nicht  nur  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (e),  sondern  auch  ihro  rechte  Seite  null  wird  wegen 

h—l  — l ^ 0 

und  x —k  < 0 


Variationen. 

\ 

1)  Unter  C ombinationen  zur  Summe  n sollen  im  folgen- 
den, wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil  betont  ist,  stets  solche 
mit  Wiederholungen  verstanden  seiu. 

Variationen  zur  Summe  n sind  alle  Permutationen  der 
Combinationen  zur  Summe  n.  Beispiel: 

Combinationen  z.  S.  6.  Variationen  z.  S.  6 


6 

3111 

6 15 

114 

1113 

11112  111111 

51 

222 

51 

141 

1131 

11121 

42 

2211 

24 

411 

1311 

11211 

411 

21111 

42 

123 

3111 

12111 

33 

111111 

33 

132 

1122 

21111 

321 

213 

1212 

231 

1221 

312 

2112 

321 

2121 

222 

2211 
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Die  Anzahl  der  r zahligeu  Variationen  z.  S.  n ist 


j.  Die  Anzahl  aller  Variationen  z.  S.  n ist  2M_l. 

Beweise.  Die  Anzahl  der  r zahligen  Variationen  z.  S.  n ist 
der  Coefficient  von  xM  in  der  Entwickelung  von 


ist  die  erste  Behauptung  richtig;  denn  es  giebt  eine  einzahlige 
Variation  z.  S.  n.  Wenn  r > 1 ist,  so  bemerke  man,  dass  die  r 
zahligeu  Variationen  z.  S.  n die  Zahlen  3,  2,  . . . , n — (r — 1)  und 
keine  anderen  enthalten.  Lässt  man  also  bei  diesen  Variationen  die 
erste  Zahl  weg,  so  bleiben  alle  r — 1 zahligen  Variationen  zu 
den  Summen  n— I,  n— 2,  . . . , r—  1.  Besteht  die  erste  Behauptung 
für  die  1,  2,  ...  , n— 1 zahligen  Variationen  zu  den  Summen  1,  2, 
. . . , n—  1 zu  Recht,  so  erhält  man  für  die  Anzahl  der  r zahligen 
Variationen  z.  S.  n die  Formel 


Der  aufgestellte  Satz  gilt  dann  auch  für  1,  2,  . . n zahlige  Va- 
riationen z.  S.  w.  Der  Satz  ist  aber  für  ein-  und  zweizahligo  Va- 
riationen zu  den  Summen  1 und  2 und  daher  allgemein  richtig. 

Die  Anzahl  aller  Variationen  z.  S.  n ist  demnach 


Oder:  Es  giebt  1 einzahligo  Variation  z.  S.  n.  Die  zwei-  und 
mehrzakligeu  beginnen  mit  einer  der  Zahlen  1,  2,  ... , n — 1.  Lässt 
man  also  bei  den  zwei-  und  mebrzahligen  Variationen  die  erste 
Zahl  weg,  so  bleiben  alle  Variationen  zu  den  Summen  n— 1,  n— 2, 
. . . , 1.  Gilt  die  zweite  Behauptung  für  die  Variationen  zu  deu 
Summen  1,  2,  . . . , n— 1,  so  ist  die  Anzahl  der  Variationen  z.  S.  n 


Der  Satz  ist  aber  für  die  Variationen  zu  den  Summen  1 und  2 und 
folglich  allgemoin  richtig. 


. . ,y  = ®r  (1.  — x)  r 

also  der  Coefficient  von  xn~r  in  (1  — x)~r,  d.  i. 


Oder:  Für 


1-f  2°4-21-f-  . . . -j-2n~2  = 2"—1 
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Wegen 


(;=;)  - („_:+! .,) 


giebt  es  eben  so  viel  n — r-j-1  zahlige  als  r zahlige  Variationen  z. 
S.  n. 

2)  Die  Anzahl  a„iP  der  Variationen  z.  S.  n,  welche  die  Zahlen 
1,  2,  . . . , p nicht  enthalten,  ist 

--(-r-)+rr>m+ ■ 


r [p  + i]  rP  ’ i^ 


r= 1 

Die  Glieder  dieser  Summe  bedeuten  der  Reihe  nach  die  Anzahlen 
der  1,  2,  3,  . . . zahligen  Variationen  z.  S.  n,  welche  die  Zahlen  1, 


2,  ...,/>  nicht  enthalten. 


bedeutet  die  grösste  in  dem 


n 


Quotienten  — j— - enthaltene  ganze  Zahl. 

Beweise.  Dio  Anzahl  der  r zahligen  Variationen,  welche  die 
Zahlen  1,  2,  . . . , p nicht  enthalten,  ist  der  Coefficient  von  xH  in 
der  nach  steigenden  Potenzen  von  x fortschreitenden  Entwicklung  von 

(a*H-|-zP+2-{_a.pM_j_  ...)»•  = a:Pr+r  (1  — x)~r 

also  der  Coefficient  von  xn~Pr-r  in  der  Entwicklung  von  ( l~x)-r 

dv  ’ 

. 1. 


( 


-1)”-'^  („_/_,)  = ("  r-1  l) 


Diese  Formel  gilt  aber  gemäss  ihrer  Ableitung  nur  für  positive  r, 
welche  der  Bedingung 


genügen,  woraus 


n — pr  — r ^ 0 

tii] 


< 


folgt.  Die  Anzahl  der  r zahligen  Variationen  z.  S.  n,  welche  1,  2, 


. . . , p nicht  enthalten,  ist  null,  wenn  r > 


n 


P+l* 


Oder:  Wenn  man  alle  Elemente  der  r zahligen  Variationen  z. 
S.  n,  welche  die  Zahlen  1,2,...,/;  nicht  enthalten,  um  die  Grösse 
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p vermindert,  so  entstehen  alle  r zahl igen  Variationen  z.  S.  n—rp. 
Die  Anzahl  der  letzteren  ist  aber 

Der  Ausdruck  für  an,P  gilt  auch,  wenn 

p =*  0 

ist.  Ferner  ist 


(n  — rp — 1\ 
r-1  y 


ai,p  = a2, p = op,p  = 0 und  ap+\,p  =>  1 

Einen  recursiven  Ausdruck  für  a„,p,  wenn  n > p -f- 1 ist,  erhält 
man  auf  nachfolgende  Art.  Bezeichnen  r,  und  rx  die  grössten 
Werte,  welche  die  r bzhw.  in  den  Formeln  für  a„_ iiP  und  an-P-i,p 
annehmen,  so  ist 


also 


n —p  — 1 

P+1 


ri'  = r,  — 1 


Al 


- 1 


wenn  — r-r  keine  ganze  Zahl  ist  Aber  auch  dann,  wenn 
P~ r1 

n = Är(jp  -f- 1) 


und  k eino  ganze  Zahl,  also 


rx  ~~k-l 

ist,  darf  man 

rx  «=»  rx  -f- 1 *=»  k 

wählen  anstatt 


weil  das  in  der  Formel  für  crM-i,P  so  hinzukommendo  Glied 
null  ist  wegen  k > 1.  Es  ist  mithin 


/ n — p — 2 
»»-lj.  - 0 

)+ rr 

2)  + l 

r3r2) 

• 

• • 

• • 

• 4~ 

/n — rp  *2 
V r-1 

an-P— 1,P  = 

l 

1 

^ 

2)  + l 

/»-3p— 2\ 

+ • 

• • 

wo 

-1 

UJ 

• • 

• + 

/n — r p — 2 

V r — 2 , 

Digitized  by  Google 


234 


Reich : Ueber  Variationen  und  Combinationen 


Durch  Addition  erhält  man 


(n-p-l\  /»-2p— 1\  (n-rp—  \\ 

+ = ^ o J ‘ \ 1 ‘ \ r— 1 ) 


ff«.p 


Mit  Hülfe  der  Gleichung 

an.p  ==  ff« — i,p  ~f“  ff»— p— i,p  oder 

an—  p- \,p  a (t*,p  — On—  l,p 

vermag  man  die  Werte  von  aM,p  auch  für  negative  n zu  bestimmen. 


• 

• 

1 

00 

- 7, 

— 6,  - 

-5, 

— 

4, 

-3,  - 

-2, 

— 1 

n 

0,  1, 

2, 

3, 

4, 

5,  G, 

7, 

8,  . . 

ff»,l 

. . 34, 

-21, 

13, 

-8, 

-3, 

•> 

*•> 

-1 

1,  0, 

1, 

2, 

3,  5, 

8, 

13,  . . 

o«  .2 

. . - 2, 

3, 

0, 

-2 

» 

1, 

1, 

-1, 

0 

1,  0, 

o, 

1, 

1, 

1,  2, 

3, 

4,  . . 

ff«, 3 

. . 1, 

- 2, 

1, 

o, 

1, 

-1, 

o, 

0 

1,  0, 

0, 

0, 

1, 

1,  1, 

1, 

2,  . . 

ö«, 4 

• • 1, 

o, 

0, 

1, 

— 

1, 

o, 

0, 

0, 

1,  0, 

0, 

0, 

o, 

h 1, 

1, 

1,  . . 

Man 

überzeugt 

sich  leicht,  dass 

a~ 

-l.p  — ( 

-1)  * 

-( 

h 

k — 

,) 

wo  h und  k — 1 die  Werte  0,  1,  2,  . . , p unnehmen  dürfen.  Hievon 
ausgenommen  ist  nur 

a-p(p+i>rP  = 1 — ( — l)-p 

d.  i.  0 oder  2,  je  nachdem  p gerade  oder  ungerade  ist. 

3)  I.  Wenn  man  in  der  Gleichung 

an,p  ——  ein— l.p  “j~  ff«— p— l.p 

der  Reihe  nach  n,  n — 1,  »— 2,  . . . , » — z-j-l  anstatt  » setzt  und 
aus  den  so  gebildeten  z Gleichungen  z—  1 Grössen  eliminirt,  so  er- 
hält man  eine  Relation  zwischen  irgend  welchen  p-f-2  Grössen 
ffjr,P}  ffj^-A  i rp)  ^ • • Es  ist  also 
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a0z^+Ä1a*+*ij»+ax°^„p-h  • ♦ • +<»j>+ia*+*p+ljp  — 0 

wo  die  Coefficienten  a,  alf  . . . von  x unabhängig  sind.  Folglich  ist 
die  Determinante  p-f-2ten  Grades 


°*.p 

ö»+*'.p 

a*+*'4*i»P 

• a*+*'+*p^.1,p 

Öx+A(pl'1l,p 

ax  \h  {p+1)+A1,p  . 

. a*+A(p  fl)+*p+rp 

II.  Wir  wollen  nun  die  Beziehung  zwischen  den  (homologen) 
Determinanten  p-j-lten  Grades 


fix) 


°x,p 

«x+Aj.p 

• • a*+Mp'  f 

«•*+*,  .P 

• • «4T+*,+Ap.p 

a*+kp>P 

°*+*p+*i>P 

• • a*+*p+vp 

und  f(y)  aufsuchen.  Wenn 

aa*,p-f‘flfi°*M».p"f~  ...  +“pa*t*p.p  =*  0 

ist  für  beliebige  x,  so  sind  beide  Determinanten  null,  und  man  kann 
sie  als  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich  betrachten.  Dieser  Fall 
soll  im  folgenden  ausgeschlossen  sein.  Auch  soll  der  kürzeren 
Schreibweise  wegen  der  zweite  Index  p fortgelasscn  werden. 

Es  ist 

f{x)  *=(-1  )9(y-*)f{y) 

Beweis  1.  Wenn 

P — 1 

so  ist  nach  unserer  Behauptung 


/■(*) 


Oi 


(-l)y-*  f(y) 


Wir  brauchen  augenscheinlich  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  bloss 
für  y «=>  x-j-1 


zu  beweisen.  Nun  ist 
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ax-fi  = rax-\-sax+h 
ax  f A |-l  = r'  ax  -f-  s‘  a*  | A, 


R 

S 

r s 

R' 

S‘ 

'i 

, f 

r s 

Wegen 


, Öjr  + 2 = R ß*  ~{“  fh:  | A 
( tx f A-f  2 — R'  ax-\-  S'  ax\h 

r 2 -fr  ’»  sr  + t'a 

~ I rr’  -f-r'«'  «r'-f  ** 


ist  ausserdem 


Clx+2  = dx\ i -j-  a* 


R = r -f  1,  S «s,  R'  = r',  5'  = /+1 

also 


r -}- 1 s 

r1  «+1 

oder 


r-j-1  ==»  r2-fr< « = «r-f«'«,  r'  = rr'-f-r'«',  s'-j-l  <=*»  sr‘  -f-«  2 
Dieso  vier  Gleichungen  sind  identisch  mit  den  zwei  Gleichungen 


r -f-s' 
r‘  a — rs' 


1 

1 


(Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  auch  umgekehrt,  wenn  diese  zwei  Be- 
dingungen eriüllt  sind,  die  Gleichung  besteht 


Folglich  ist 


f(x  + l)  = 

Wenn 

so  ist  zu  beweisen,  dass 


t*  — f 1 $ 

r1  «'-fl 


— /(*) 


> 


fix)  = 


«X 

öx+A, 

ax+kt 

«*+*.+A 

a*  f*. 

OxfA.fA, 

flxfA» 

«X+Jk.+A, 

-fA, 


-/(*  + 1) 


Weil  /(*)  von  null  verschieden  ist,  so  können  wir  setzen 

ax  fl  = r a x -f  * «*+/«»  + t a*  I *• 

Ox{At+l  = r'  aT  -f«'a*  f A,  -{-  t ^x+A, 
o.x  | At-j-i  °=  r"  ax-\-8u  ax+hl-\-t',ax-\-ht 

ox- j-2  = -Rax_f“^öx+A1-|-  T ax\ At 

ax+A,-|-2  = R1  ax  *f  S ' Cfx+A,  ~|~  T flx-f-A, 

«X+ A,.f  2 — Rf'  ax  + At  + T"  a*l  A, 


zu  bestimmten  Summen. 


237 


ojr+3  =*  -\-aax+hi  -f-Taj+Ä, 
Oar+Aj+3  = Q‘ ax  -f-  ö'  (L£+h , -f-  %'  dx+h* 
ö*-f  A,  f 3 — Q”  Ox-\~  <lx+h\  +t"«*+A* 

Dabei  ist 


->  (2:±r«,Os,  = (2±r •'<")• 


Zu  bemerken  ist  jedoch,  dass  das  He  Element  der  «ton  Zeile  von 
{2  + ra  . .)»  gebildet  wird  durch  Composition  der  Heu  Colonne 
von  (-Tir/  . .)w_1  mit  der  *ten  Zoile  von  2±_ra  . . . Nun  ist 


also 


ö.r-f3  — Ox+2-} ~(tz 

(q  — R — l)ax  + (tf  — T)ax+kt  = 0 

(9-  «')«*+(•*— Ä,  — l)«,+*I  + (T4—rf)^r+*#  =0 

(<>"  — X')ax+{6"  — — T"—!)«,**,  - 0 


Weil  /(*)  von  null  verschieden  ist,  so  sind  die  in  diesen  drei  Glei- 
chungen auftreteuden  Coefficieuten  null.  Die  9 Gleichungen 

P = i2-f-l,  u = iS,  t *=•  Ty  q'  — . . . 

reduciren  sich  aber  auf  folgende  3 Gleichungen: 

r+*'+f  ~ 1 

r 4- 1”  r — r'  #+  <'  -f  t r" 


rat 
r'  s t' 


r"  a”  t" 


(Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  man  auch  umgekehrt,  wenn  diese  drei 
Bedingungen  erfüllt  sind,  bei  der  Bildung  von  (Z  + rs' f")3  in  der 
oben  angegebenen  Weise  zu  der  Determinante 


R-\-  1 

s 

T 

1 V 

S'+l 

T* 

K' 

gelangt) 


Folglich  ist 

/(*+!)  = 


rat 


r'  a V 

ff  n jf 

r 8 t 


/(*)  “■  /(*) 


Man  sieht  leicht,  wie  der  Beweis  für 
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Reich:  Utbtr  Vmriationtn  und  Combinationen 


P “ 3,  4,  ... 

in  ähnlicher  Weise  durchzuführen  ist  wie  für 

V ■=  1,  2 

Von  einem  allgemein  gehaltenen  Beweise  nach  der  hier  angewandten 
Methode  habe  ich  jedoch  wegen  der  zwar  nicht  schwierigen , aber 
umständlichen  Rechnungen  abgesehen. 

Beweis  2.  Derselbe  gilt  für  beliebige  j>.  Wenn  (I) 

+ * • • +«pa*+Ap  — Ax  a,+ 1 = 0 

ist  für  beliebige  «,  so  ist  (wegen  f(x)  ^ (»A,  und  daher  auch  minde- 
stens ein  Coefficient  am  von  null  verschieden,  und  man  erhält  durch 
Addition  der  mit  . . . multiplicirten  anderen  Colonnen  zur 

atn 

roten  Colonne 

ax  «x+A,  . . ax+Aw_j  ax+l  «x  f *m+1 

a*+ki  +A,  . . axf^-fA^^j  «x-fiki+1  aJf+ki+Am^i 

• 4 Ap 

Wenn  ferner 


ßoa*~\~ßl  fl*+Al  + • • • +0m-laf+Am_1-}-0n»  + la*+Am  + 1-f-  . . . 

. ..  4“  ßp «i+Ap-f-Rj Öf4-1  '—D1at fA, 4-1  °=*  0 


so  ist  Bt  und  (weil  auch  /‘(ar-f-l)  ^ 0)  mindestens  ein  Coefficient 
ßn  von  null  verschieden.  Demnach  ist 


wo  D eine  Determinante  bedeutet,  welche  entsteht,  wenn  man  in 
f (x)  die  Elemente  dcrro-f-lten  Colonne  durch  «x+i/  «x+ki+i,  . . . 
und  jene  der  n-f- lten  Colonne  durch  a*+Al+i,  ä*+*,4 . . . 
ersetzt.  Fährt  man  in  dieser  Weise’ fort,  so  ergiebt  sich  schliesslich 


m=l/(x+ 1) 


Digitized  by  Google 


tu  bestimmten  Summen. 


239 


wobei  ^ ein  endlicher,  von  nnll  verschiedener  und  von  x unabhän- 
giger Coefficient  ist  Es  ist  also 


• • = q*f(*  — 2) 


qf(x  — l)  — /(*)  — qf(x+i) 


-S  '(•+*) 


Die  Determinanten  . . .,  /( — 2),  f( — 1),  /( 0),  f(l),  /(2), . . . bilden 
eine  geometrische  Progression,  deren  Quotient  q ist.  Weil  aber  alle 
Glieder  dieser  Progression  als  Determinanten  mit  durchwegs  ganz- 
zahligen Elementen  ganze  Zahlen  sind,  so  kann  q nur  -j-1  oder 
— 1 sein. 


Ein  diesem  ähnlicher  Beweis,  welcher  auch  das  Vorzeichen  von 
q bestimmen  lehrt,  ist  der  folgende.  Man  wandte  zunächst  die 
Determinante  p -f- 1 ten  Grades 


Oq  ai  • • ap 

10.  .0  0 

«!  «J  . . «P+1 

0 0 . ..  0 1 

0 0.  .11 

Op  öp -f-1  • • °2p 

• ♦ • • • 

0 1 ...  1 1 

(-1) 


2 


auf  demselben  Wege  wie  oben  durch  successive  Ersetzung  zunächst 
der  Colonnen  und  dann  der  Zeilen  um  in 


d—C.  f(x) 


In  gleicher  Weise  findet  man 


ai 

«t  • 

. «p4-i 

6 = 

a* 

«8  • 

. ßp+2 

Op4-i 

«P4-2  • 

. «2p4-l 

-(-1)  2 =Cf(x+ 1) 


also  auch 


/(*  + !)“  (-!)*/(*) 


III.  Ich  führe  noch  zwei  Sätze  ohne  Beweis  an. 

Die  homologen  Determinanten  />ten  Grades  bilden  Reihen,  die 
ein  Gesetz  befolgen,  welches  dem  der  Originalreiho  ähnlich  ist. 

Eine  Determinante  p-f-Hen  Grades  ist  das  Product  zweier 
Determinanten.  Es  ist  nämlich 


240 


Rete  h:  Leber  Variationen  und  Combinationen 


fix 

«x-f  A,  • 

• n»+*P 

«x|l, 

«x+i,-fA,  • 

• «*!*.+*, 

(*x+kp 

• a*+kp\}'p 

fix  «x*A,  • • «x+Ap 

Hx  «Zf*,  . . «x+Jtp 

= ± 

«x+1  ax+A,+l  . . «x+Ap+i 

«z+1  «z+*,+l  . . «x-fkp-fl 

«j+p  «x-fA,4p  . . «jfAp+p 

«x+p  «x-f*,+p  . . «r+Ap+p 

Insbesondere  ist  die  symmetrische  Determinante  p-j-lten  Grades 


«z 

«x  + A i 

«x+Aq  • • 

«z+A, 

«z+2A, 

«x  fA,-|  Aa  • ♦ 

«x-fA, 

«x+As-f  A , 

«x-f2Aa  • • 

«x  «z-f * i 

«x+1  «x+A,.fl 
«x  + 2 «x+A,+2 


«X  *|*A  9 • • 

ft*+A,+l  • • 
a*+*«+2  • . 


4)  Betrachtet  man  die  einzelnen  Variationen  zur  S.  n als  Pro- 
ductc  ihrer  Elemente  und  bezeichnet  die  Summe  dieser  Pro- 
ducta mit  so  ist 


C„,i(2)  = 


= «2n + 1,1 


Die  Glieder  dieser  Summe  sind  der  Reihe  nach  die  Summen  der  als 
Producte  ihrer  Elemente  angesehenen  «,  \n — 1,  . . . zahligeu  Va- 
riationen z.  S.  n. 


Die  Summe  der  als  Producte  betrachteten  r zahligen  Variationen 
z.  S.  n ist  nämlich  der  Cocfficieut  von  xn  in  der  Entwicklung  von 


d.  i. 


(«-}“  2*2-|-3zs  -f-  . . .)r  sr(l — x)~2r 

f-'r-O  - (t?) 
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Setzt  man 
so  wird 


Cn,  1« 


Ein  allgemeinerer  Satz  ist  der  folgende : Man  schreibe  bei  den 
r zahligen  Variationen  zur  S.  n anstatt  der  Zahlen  1,  2,  3,  . . . die 

Wahlen  (7))*  )’  ’ 1 ’ ’ betrachte  die  so  gebildeten 

Complexionen  als  Producte  ihrer  Elemente  und  bilde  endlich  die 
Summe  dieser  Producte.  Dieselbe  ist  der  Coefficient  von  xn  in  der 
Entwickelung  von 


[*+ ci1)  ** + et2)  • • •]'= **—*-**» 

d.  i. 


(T-7)-C^;‘) 


Bildet  man  in  der  angegebenen  Weise  aus  allen  Variationen  z.  S. 
n neue  Complexioneu,  betrachtet  dieselben  als  Producte  ihrer  Ele- 
mente und  bezeichnet  die  Summe  dieser  Producte  mit  Cn.pO’H),  so 
18t 


r=n 
= £ 


Setzt  man  hier  wieder 
so  wird 


n — r =•  r' — 1 


C’„,p<P+i> 


— 2:  AH-i>— 1 rp-f v— i 

r*=l  V r—  1 


a(p 


n 

- 4, 

-3, 

-2, 

-1,  0, 

1, 

2, 

3, 

4, 

5 . . 

C„,  1 (2) 

. .-21, 

-8, 

-3, 

-1,  0, 

1, 

3, 

8, 

21, 

55  . . 

C„,2»> 

. . 5, 

3, 

1, 

0,  0, 

1, 

4, 

13, 

41, 

129  . . 

Cn*«) 

• • ”4, 

-1, 

0, 

0,  0, 

1, 

5, 

19, 

69, 

250.  . 

C«, 4«) 

. . 1, 

o, 

0, 

0,  0, 

1, 

6, 

26, 

106, 

431  . . 

Zur  recursiven  Berechnung  der  Grössen  C„,p(PH)  kann  man  sich 
zweier  Formeln  bedienen,  denen  ich  jedoch  sofort  eine  allgemeinere 
Fassung  geben  will.  Definirt  mau  nämlich  C’„,p(*)  durch  die  Gleichung 
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Reich:  lieber  Variationen  und  Combinalionen 


Cn,p^ki  — a(j»+  l)w— k— i,p 


wo  h irgend  eine  Zahl  des  in  Bezug  auf  deu  Modul  -j—  1 vollstän 
digen  Restsystems  1,  2,  . . . , p-\- 1 bedeuten  kann,  so  ist 


Die  Gleichung  (1)  gilt  für  beliebige,  die  Gleichung  (2)  für  positive  n- 

Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  will  ich  die  Beweise  dieser 
Gleichungen  bloss  andeuten  und  überdies  bemerken,  dass  manche 
der  iu  der  Einleitung  entwickelten  Sätze  hier  ihre  Anwendung 
finden. 

Beweis  der  Gleichung  (1).  Man  multiplicire  von  den 
7?  ( -}-  l)-f~  1 Gleichungen 


(1) 


(2) 


U(pfl)*+i-l.p  = fl(pfl)H+k-2Jt+  rt(p|-l)M  + k-p-2,p 
«(pf  l)n  f i— 2,p  =*■  fl;p+l,»+k-3,  P -f-  U(p  + l)»i  1 i-p-3,p 


«{p+l)H  l,p  — «!p+l)«-|  i-p*- p-2,p 

“h  a<p  + l)n-f*-p,-2p-2,p 


die  ersten  p- f-1  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 


die  zweiten  p-\-\  Gleichungen  mit 


die  /)ten  p-\- 1 Gleichungen  mit 


die  letzte  Gleichung  mit 
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und  addire  hierauf  alle  Gleichungen. 

Beweis  der  Gleichung  (2).  Wir  wollen  zunächst  zeigen, 
dass  die  Gleichung  richtig  ist  für 


k = m 

wenn  sie  für 

k = m-f- 1 

zu  Recht  besteht  Wegen 

<?„,*<«*>  = Cn,p&+V-Cn-l,p<m+» 
erhält  man  aus  den  Gleichungen 


C„.p<”>+»  - <»+•>+  ... . 

..+C+;-2)^-+( 

m J 

CW-i,p^1)  = Cn—2,p  . * . 

-+e+r3)^i>+( 

durch  Subtraction 

s.  m J 

• +ct-T0°-',"“+ri-70 

(a) 

Ausserdem  ist 

* 

c,-.  ,„(»> + + • • • + c+;  o 

C-1)c-^(m+i)+ • • ■ + CI-TO  Ci-',("+l> 

(b) 


was  sofort  klar  wird,  wenn  man  für  die  Coefficienten  links  vom 
Gleichheitszeichen  die  bekannten  Formeln  auwendet 


CtO-C-D+C-,) 

CD-O+C'D+C+D.  - 


und  überdies  berücksichtigt,  dass 
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Reich:  Ueber  Variationen  und  Combinalionen 


Ci,p('rt)-f  Gi.p^-j-a.p^  — Cr2.p(,M+l>-|-6T3,p(m)  = C3.^w,H),  . . . 
Aus  (a)  und  (b)  folgt  aber 


G,.p(»)=C«_l.l,«»)+(P+1)  Cn-2.p'"')  + . . . +(P+”  2) 


p~\~n — 2" 


+ CITO 


Wir  haben  nunmehr  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung  (2)  richtig 
ist  für 

k “ V + 1 

Zu  diesem  Zwecke  multipliciro  man  die  » Gleichungen,  welche  aus 

c,.P<"+))~  c'*-’.fi,+i)-  CtO 


hervorgehen,  wenn  man 

n,  n — 1 , . . . , 1 

anstatt  z setzt,  der  Reihe  nach  mit 


und  addire  alsdann  dieselben.  Hiebei  ist  neben  Anderem  die 
Gleichung 

1)  = (-1  )P Q (A  — 0,  1,  2,  , p) 

zu  berücksichtigen. 

In  gleicher  Weise  wie  die  Formel  für  «„.pOM-1)  kann  man  auch 
unmittelbar  die  allgemeinere  Formel  für  c„,p^  ableiten,  wenn  man 
die  Gleichuug 

C_*,p(*)  =(-!)*-■  (h  = 0,  1,  2,  ....  p) 


(ausgenommen  C—py  = 1 — ( — 1)^)  und  die  Gleichung  (e)  der  Ein- 
leitung  benutzt. 

5)  Wir  wollen  jetzt  die  Häufigkeit  des  Vorkommens 
irgend  einer  Zahl  z in  den  Variationen  z.  S.  « bestimmen. 

Die  Zahl  n kommt  einmal  vor,  nämlich  in  der  einen  ein- 
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zabligen  Variation  n.  Wir  schliessen  diesen  Fall  aus  und  nehmen 
also  an,  dass  0 < z < n ist.  Bedeuten  alsdann  und  A,,.,  die 

Zahlen,  welche  augebeu,  wie  oft  die  Zahl  z bzhw.  iu  den  r zahligeu 
und  in  allen  Variationen  z.  S.  n auftritt,  so  ist 


Am  ,i(r)  — r 


C:n’D 


An.,  — (n  — *4-  3)2"-'-2  — 2»*-*4  (» — *— 1)2*»-*“2 

Beweis.  Au.,^  ist  gleich  der  Häufigkeit  des  Vorkommens  von 
a,  in  dem  Coefficicnten,  welchen  xn  in  der  Entwicklung  von 

(ai  * 4"  (h  4“  rts  x*  • • -)r 

besitzt,  also  gleich  dem  Coefficienten  von  xn  in  der  Entwicklung  von 


dat 

““  1 — 1 • • • — 1 1 


wenn  man  in  dieser 

setzt.  Nun  ist 

* 0 1 

JTT  (akx  + 03**4  • • -)r  . 

Od,  Jd|=ai=...=l 

= ra:'(a:4x*4  . . .)*-»  — rx*+r“1(l—  *)“r-H 

n — 2 — 1* 


folglich 


“ (-|)"—r+lr  Cn— - r 0-2  ) 

Ferner  ist 


•4n, I ==>  •£  A*,j(r)  = 

r= 2 


<'T‘)+*CTO+  - 

...+(»-«+ 1)  (*_*_£) 

“ K»-*+»)  [C  o 0 + C l 0 + - 
• • • +C-I-DJ  = <’‘-2+3)2,,-'-!! 

Anmerkung.  Die  Anzahl  aller  Zahlen  in  den  r zahligen 
Variationen  ist 

“£■  C”r‘)  - '[C-D + C-D  + - 

•••+C-D]  - C-D 
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Reich:  Ueber  Variationen  und  Combinationen 


folglich  ist  die  Anzahl  der  r zahligen  Variationen 

-C“D 

6)  Die  Anzahl  A,t  aller  Zahlen  in  allen  Variationen  z.  S 
n ist  (w  -f- 1)  2n~ 2;  denn  es  ist  entweder 


-=i>C-0 
■ +nC-D 
-+C-1D] 


Cö')+!C7'XV)+  • 

K»+U [CoO  + Cl  ')+■•• 


oder  auch 


2=1 

An-  1+  2 4H.,  = l + (2  + 0.2-1)-j-(22-f  1.2°)+... 

3 — » — 1 

. . . (n  — 2)2“- --»)  = 2»‘-l  + (l  + 2.2  + 3.22+  ... 

. . . -f  (n-2)2«-3)  «=  (n-j-l)2»‘“2 


Combinationen. 

1)  Die  im  folgenden  dargelegten,  auf  Combinationen  zu  be- 
stimmten Summen  Bezug  habenden  Sätze  wurden  von  mir  schon  vor 
geraumer  Zeit  selbständig  gefunden.  Ein  späteres  Studium  der 
Euler’schen  „Einleitung  in  die  Analysis  des  Uuend- 
ichen“  belehrte  mich  neuerdings,  dass  ich  zu  der  Erkeuntuiss 
vieler  hiehcr  gebörigen  Wahrheiten  auf  einem  weit  müheloseren 
Wego  als  dem  der  eigenen  Forschung  hätto  gelangen  können. 
Gleichwol  reute  mich  die  einmal  getane  Arbeit  nicht , da  ich  dio 
meisten  der  von  Euler  in  dem  augeführten  Werke  (Buch  1,  Cap.  16) 
vorgetragenen  Lehrsätze  aus  anderen  Gründen  gewonnen  und  ausser- 
dem mancherlei  Neues  auf  diesem  Gebiete  erkannt  batte. 

Die  Anzahl  der  Combinationen  z.  S.  « (mit  Wieder- 
holung) soll  stets  mit  kn  bezeichnet  werden  Zur  rccursivcn  Berech- 
nung von  kn  dient  die  Gleichung 

k»  ==  kn — i -j-  kn— 2 kn— 5 — kn — 7 —j—  kn— 1 2 -j-  kn— 15  — kn— 22 — kn— 26  -f*  ... 

Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Reihe  fotschrcitct,  bedarf  keiner 
Erläuterung.  Zu  bemerken  ist  nur,  dass 

k0  = 1 und  k -i  =*»  k~ 2 =*  . . . 


0 ist. 


ru  bestimmten  Summen. 
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Bei  der  Entwickelung  jener  Formel  sei  Eulor’s  Vorgang  be- 
folgt und  nur  der  aus  naheliegenden  Gründen  bei  Euler  fehlende 
Beweis  hinzugefügt. 

Bezeichnet  man  das  unendliche  Product  (1 — a?) ( 1 — x*)  (l—xs)  ... 
mit  77(  1— x*),  so  ist  klar,  dass 


= <i+*'+*,+,+  ...)(i+*,+*81*+  ...)(i+*M-**+3+...) ... 

= — 1 — — I — "4”  . . • 

Nunmehr  ist  erforderlich,  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

77(1  — xh)  = 1 — x -x2-j-x5-|-x7  — x12  — x,ö-j-  . . . 

zu  beweisen.  Zu  dem  Behufe  setze  man  in  der  aus  der  Lehre  von 
den  0 -Functionen  bekannten  Gleichung 


(l-xe*)  (1  — x3ea)  (1-xV) 

(1— x«_a)  (1—  xV-a)(l — xbe~a) 


• • •' 


1 

fl 

— xea  -j -x4e2et  — x9(?a  -j-x16c4flt  — 

“ 77(1 -x2A) 

-xe~a-j-x*c~2a — xve~Scf  -\-xx*e~*a  — 

und  ct  — Jlogx 

anstatt  a.  Dann  geht  über 

x2n-lca  in 

*8h  —2  f>a 

x2n-\c-a 

n 

» 

1 

v 

1 

3 

% 

(1-X2*)  „ 

(1— X**) 

3n* — n 

2 

xH'ena 

» 

x cna 

3n2-f-n 

2 

xH'c~',a 

» 

x e~ua 

i 


Folglich  nimmt  die  letzte  Gleichuug  die  Gestalt  au 

(1 — xea)  (1  — x*ca)  (1 — xV1) 

(1 

1 


l — xea)  (1  — x4ca)  (1 — x7t!a)  . . .1 

l — x*c~a)(  1 — x5«~rt)(l — x8e~a)  . . .' 


77  (l— x3/,j 


1 — xca  -{-xbe2a  — x^e3“  -j-x2*«4®  — 
— x2e~a-{-x^e~2a — xis«-3a-j-x26c— — 


:] 


Setzt  mau  hier 


et 


0 


so  erhält  man  den  gesuchten  Ausdruck  für  77(1 — xh). 
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Reich:  Ueher  Variationen  und  Combitiationen 


2)  Die  Häufigkeit  des  Vorkommens  A„,x  der  Zahl  * in 
den  Combinationen  z.  S.  « ist  gegeben  durch  den  Ausdruck 

An,x  ==  kn  — 2x~\~kn— 3x~|-  . . . 

Beweis.  Es  ist  AHt»  = 1 = A*0.  Wenn  man  jeder  einzelnen 
derjenigen  Corabinationen,  welche  die  Zahl  x<«  enthalten,  die  Zahl 
x einmal  weglässt,  so  entstehen  alle  Combinationen  z.  S.  n—x,  jede 
einmal,  folglich  ist 

Ah,X  = &H—  X~T~Ah— x,x 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  gelangt  man  zu  der 
zu  beweisenden. 

3)  Die  Anzahl  An  aller  Zahlen  der  Combinationen  z S.  n ist 


An 


X =« 

■*=■  £ An,x  “s  i'n— 1 ”f"  2Z*w_2  ~j- 2tu_3 3Ä'h_4 -|- 2^«— 5 -J- 4i*M— 6 • 

X=1 

/i—  n 

• • • mK=*  A O h /l  fi  — /j 

Ä-l 


wo  Oh  die  Anzahl  der  Divisoren  von  h ist,  also 

oa  =*  (a-|-l)(^  + l)  (y-f-1)  • • • 

wenn 

h = aabßcY  . . . und  a,  &,  c,  . . . 
die  verschiedenen  in  7*  aufgeheuden  Primzahlen  sind.  Demnach  ist 


(*o  ix  + hx*  + • • •)  (ffi  + <*a®2  + • • •) 

= A1  -{-  A^c.  -j-  A8x*  -|-  . . . 


Ay  — j-  A%x  A8x^  . . . — 


ai  ß2x  ~f~  (T.>a;2  ~f~  ♦ • • 

1 — X — X* Xb X1 — . . . 


4)  Die  Summe  aller  in  den  Combinationen  z.  S.  n auftreten- 
den Zahlen  ist  einerseits  nÄ-„,  andererseits  A„,i-}-2A„.2-}-3v4n.3-b  .. 
Folglich  ist 

h*-=n 

nkH  = jSj  k'tt—l  ~f~  jSg  kti  _2  -j-  Sß  A'h_3  -j-  ...<==  2 Shkn—h 

/t**=  1 


wo  Sh  die  Summe  aller  Divisoren  der  Zahl  h bedeutet,  also 

o ria+l  — 1 bß+l  — 1 
Sh  1 1 , ' t , 

n — 1 b — 1 ... 

wenn  wie  früher 

k =*  anbit  . . . ist. 

Durch  Addition  der  Gleichungen 
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1/1  \ x X x l x 

— log  (1  — x)  +2  4"  3 

X* 

+ 4 

+*-+. . . 

— log  (1  — x2)  «=>  - 

1* 

' 2 

+ • • • 

-10g(l—rs)~  - 

4~  • • • 

— log  ( L — X4)  — 

X4 

T 

4-  • • • 

— log  (1  — x5)  *= 

X5 

Y + - • • 

erhält  man 

\ 

— log(l  — X — X* -f- X5 -f- X7 — . . .) 

+ !*«*+•  • • 

folglich  ist 

{—  <S»35c®  — j—  iS^a;5“!-  . . . 

= — ^ log(l— -x  — x8-J-x64-®7  — . . .) 
d 

= ^1og(fc«+*ia5  + ^3:,+ V*+  • • •) 

oder 

(i<p+i1x+i^>+ . . . )(S1+-S**+S>x»+ . . .) 

*=>  -|-  2&2x4~  3&gX8  — }-  ... 

wie  oben. 

Aus  der  Gleichung 

<Sj  4“  SfZ  -|-  jSgX8  ... 

*=  ( 1 -}-*  2®  — 5x4  — 7x6  -j-  . . . ) (fcj  -J—  x -j-  &2x8  -J—  . . . ) 
folgt  für  Sn  der  Ausdruck 

Sn  :==  kn— i 4”  2&h — 2 — bkn—5  7&n_7 -j-  12kn— 12  “j~  15A'n— 15  • • ♦ 

5)  Aus  der  Gleichung 

^°g(*o+^ia;4"fcrtt+ • • . ) = ^*4"^  **+ 3~*8+ • • • 

— «1x-f-Ä2x8-f-*3ic3-f*  . . . 

wo 

-Sa 

h ~ Sh 

gesetzt  wurde,  oder 
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Reich:  Ueber  Variationen  und  Combinationen 


S|X-f*S;c2-|-*3x3-j--  • 


~ — |—  — | — . . 

~ ' ■ ) 

><  (^+^*s+ 2] *4 + £ !*“+ • • • • • • 


ergiebt  sich  leicht  der  Satz:  Das  arithmetische  Mittel  zwischen 
den  kn  Werten,  welcho  die  Formel 


*i°  . . . SnH 

«i ! «* 1 . . . an ! 

anzunehmen  vermag,  wenn  man  für  die  Grössen  cti,  ganze  und  nicht 
negative  Zahlen  setzt,  welche  der  Bedingung 

«i  -f-  2a«  -f-  . . . -j-  n an  «=»  n 

genügen,  ist  eins. 

Ebenso  findet  man  leicht,  dass  wegen 

1 — * — x®-j-ic5-f-a;7 — . ♦ . = e 
die  Summe 

«i+w2+-  •+«»  V 

a1 1 a2 ! . . . a„  I 

den  Wert  1 oder  —1  oder  0 hat,  je  nachdem  24 n-j-1  auf  die  Form 
(Uix  + l)*  oder  auf  die  Form  (12;/  ihö)2  oder  auf  keine  von  diesen 
beiden  Formen  sich  bringen  lässt. 

6)  Unter  den  hinsichtlich  der  Aufeinanderfolge  ihrer  Elemente 
fallend  geordneten  Combinationen  z.  S.  n giebt  es  genau  soviel 
r zabligc  als  es  Combinationen  giebt,  die  mit  der  Zahl  r anfangen. 

Beweis.  Irgend  einer  r zahligen  CumbiHation  at  a2  . . . ar 
entspricht  eino  bestimmte  Combination,  welche  aus  ar  Zahlen  r, 
or—i  — «r  Zahleu  r — 1,  a,_2  — or-i  Zahlen  r — 2,  . . . besteht, 
denn  cs  ist 

(«l  " «2)  + 2(a2  — «3)  + . . . -f  (r  — !)  (°r-l  — «r)  + rar 

*=■  — 1 — — j — . . • “j ~ dr  0=3  M 

Umgekehrt  lässt  sich  aus  irgend  einer  mit  der  Zahl  r beginnenden 
Combination  eiue  und  nur  eine  r ’zahlige  Combination  ableiten; 
welcher  in  dem  soeben  angegebenen  Sinne  wieder  die  nämliche  mit 
r beginnende  Combination  entspricht.  Also  stimmt  die  Anzahl  kn,r 
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der  r zahligen  Combinatiouen  überein  mit  der  Anzahl  der  mit  r 
beginnenden  Combinationen. 

Dieser  Satz  ist  ein  spocieller  Fall  des  allgemei- 
neren: Unter  den  Aten  Elementen  der  fallend  geordneten  Com- 
binationen z.  S.  n giebt  es  gonau  so  viele  Zahlen  r als  es  unter 
den  Comploxionen,  welche  aus  den  Combinationen  z.  S.  n durch 
Hinweglassung  der  Elemente  1,  2,  . . . , A — 1 entstehen,  r zahlige 
giebt. 

Beweis.  Man  stelle  aus  einer  bestimmten  r zahligen  (und 
keine  kleinere  als  die  Zahl  A enthaltenden)  Complcxionen  aLat  ..  «,• 
durch  eventuelle  Hinzufügung  der  erforderlichen  aus  der  Reihe  1, 
2,  . . . , A — 1 entuommeuen  Elemente  wieder  jene  Combiuation 
ö,  . . . «rOr-fi  . . • ar+y  zur  Summo  n her,  aus  welcher  die  Com- 

plexion  a,  . . . ar  entstanden  ist.  Man  loite  jetzt  wie  früher  von 
der  Combination  a,  as  . . . ar.f y eine  neue  Combination  z S.  « ab, 
welche  aus  «r-fy  Zahlen  r-j-y.  «r+y-i  — ar+y  Zahlen  r-f-y— 1,  . . . 
besteht.  Wegen 


Cörr+  y — 1 — ör-f */)  “I“  • • • '"f“(ar4-l~  ßr+'.’)  ==* 

ör-f-y  { — Car-|-£/ — 1 ffr-f  -y)  “l-  • • • — "ttr-fl)  = dr 

nimmt  die  Zahl  r in  der  abgeleiteten  Combination  ar — «r-fi  Stellen 
ein,  u.  zw.  die  ar.fi-j-lte,  ar+\  -f*2  te,  . . . ar  — lte  und  arte,  also 
gewiss  auch  dio  Ate  Stelle,  weil 


ar  f i -f- 1 ^ A ^ ar 


ist.  — Umgekehrt  entspricht  einer  bestimmten  Combination  z.  S.  « 
deren  Ates  Element  die  Zahl  r ist,  eine  bestimmte  r zahlige  und 
keine  kleinere  als  die  Zahl  A enthaltende  Complexiou  ax  at  . . . ar. 
Hieraus  folgt  die  Richtigkeit  des  aufgestellten  Satzes. 

Um  also  die  Häufigkeit  des  Vorkommens  der  Zahl  r in  den 
Combinationen  z.  S.  n zu  finden,  hat  mau  blos  unter  den  Com- 
plexioncn,  welcho  man  erhält,  wenn  mau  aus  allen  Combinationen 
der  Reihe  nach  zuerst  kein  Element,  dann  das  Element  1,  hierauf 
die  Elemente  1 und  2,  u.  s w.  weglässt,  die  Anzahl  der  r zahligen 
zu  bestimmen.  Man  bemerkt  leicht,  dass  eino  Combination  zur 
Bildung  von  so  vielen  r zahligen  Complcxionen  beiträgt,  als  die 
Differenz  zwischen  ihrem  rten  und  r-|-ltcn  Elemente  Einheiten 
enthält.  Bezeichnet  also  S n,a  die  Summe  der  Atcn  Elemente  aller 
Combinationen  z.  S.  «,  so  ist 
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Reich : Ueher  Variationen  und  Combinationen 


Ati.r  — 0»,r — ©M,r+1 


An  = 2 (<Sn,r  — ©n.r-fl)  = <$n,l 

r=l 


Wenn  hingegen  jede  einzelne  der  Combinationen  z.  S.  » hin- 
sichtlich der  Aufeinanderfolge  ihrer  Elemente  steigend  geordnet 
wird,  so  kommt  das  Element  1 an  der  Aten  Stelle  für  beliebige  A, 
das  Element  r > 1 an  der  Ateu  Stelle,  weun 


in  allen  Combinationen  mal  vor.  Vermindert  man  näm- 

Uch  in  allen  jenen  Cnmbiuatiouen,  welche  an  der  A ten  Stelle  die 
Zahl  r haben,  die  Elemente  an  den  ersten  A — 1 Stellen  um  je  1 
und  lässt  obeudrein  die  Zahl  r an  der  Aten  Stelle  weg,  so  erhält 
man  Combinationen  z S.  n — r — A-f-1,  jedoch,  wenn  r > 1,  nur 
dann  alle  diese  Coinbinatiouen,  wenn  keine  derselben  mehr  als 
A — 1 zahlig  ist.  Also  muss,  wenn  r > 1 ist, 


sein,  wenn  der  in  Rede  stehende  Satz  bei  beliebigen  r gelten  soll. 

7)  Weun  man  jedo  von  den  r zahligen  Combinationen  z.  S.  n 
hinsichtlich  ihrer  Elemente  steigend  ordnet  und  hierauf  zu  den 
einzelnen  Elementen  jeder  solchen  Combination  die  Zahlen  0,  1,  2, 
. . . r — 1 bzhw.  addirt,  so  erhält  mau  alle  r zahligen  Combi- 
nationen Cn.r  z.  S. 


mithin 


ohne  Wiederholung.  Die  Anzahl  der  Combinationen  Cn,r  werde 
mit  kH,r  bezeichnet. 


zu  bestimmten  Summen. 
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n 

1, 

2, 

3, 

4, 

5» 

6,  7,  8, 
15,  16, 

9, 

17, 

10, 

18, 

11, 

19, 

12, 

20, 

13, 

21 

14 
• • 

kn,l 

1, 

1. 

1, 

h 1,  h 

1, 

1, 

1, 

1, 

1, 

1 

1,  1, 

1, 

1, 

1, 

1, 

1 

• • 

kn,  2 

0, 

o, 

1, 

2, 

2,  3,  3, 

4, 

4, 

5, 

5, 

6, 

6 

7,  7, 

8, 

8, 

9, 

9, 

10 

• • 

kn, 2 

0, 

0, 

o, 

0, 

o, 

1,  1,  2, 

3, 

4, 

5, 

7, 

8, 

10 

12,  14, 

16, 

19, 

21, 

24, 

27 

• • 

kn, 4 

0, 

0, 

o, 

0, 

o, 

0,  0,  0, 

o, 

1, 

1, 

2. 

3, 

5 

6,  9, 

11, 

15, 

18, 

23, 

27 

• • 

kn,  5 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0,  0,  0, 

o. 

o, 

o, 

o, 

0, 

0 

1,  1, 

2, 

3, 

5, 

7, 

10 

• • 

kn.  6 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0,  0,  0, 

o, 

0, 

o, 

o, 

o, 

0 

0,  0, 

o, 

0, 

o, 

o, 

1 

• • 

Es  ist  kn,  1 = 1 für  alle  n.  Um  recursivo  Formeln  für  kn,r  zu 
finden,  wenn  r > 1,  bemerke  man,  dass  durch  Verminderung  aller 
Elemente  um  je  1 aus  jenen  Combinationen  CM(r,  welche  mit  1 au- 
fangen,  alle  Combinationen  6»_r>r_i  und  aus  den  anderen  Combi- 
nationen Cn,r  alle  Cn-r.r  entstehen.  Folglich  ist 

kn,r  *="  kn— r,  r— 1 r,r 

Durch  wiederholte  Auwenduug  dieser  Formel  erhält  man  eine  zweite, 
nämlich 

kn,r  — kn— r,r— 1 “f*  kn— 2r,r—  1 ~j~  kn—  3r.r— 1 ~f*  • • . 

SC 

fcn,i  ist  der  Coefficient  von  xn  in  der  Entwicklung  von  - — x' 
— Ferner  ist 

*«,2  = • • • 


Nun  ist  kn- 2,1  der  Coefficient  von  z*-2  in  oder  von  xn  in 

1 — ■ X 

Xz  xb 

ebenso  ist  lM-4,i  der  Coefficient  von  x"  in  u*  8*  w- 

Also  ist  kn, 2 der  Coefficient  von  xn  in 
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Ist  der  Coefficient  von  xH  in 

CD 

x : (1  — x)(l — x2)  . . .(1— xr_1) 

so  ist  kM-hr,r- 1 der  Coefficient  von  ae“  in 


: (1  — r)(l  — x 2)  . 


und  kH,r  wegen 

kn,r  — kn— r,r—  1 ~j~  kn— 2r,r— 1 ~f  • • • 


der  Coofficient  von  xu  in 


CO+r  CD+2r  CD+3r 

x -f  x -fr  -f  . . . 

(1 — x)(l — x2)  . . . (1 — xr_1) 

Cf) 

X 

= (1—  x)(l  — X*)  . . . (1— TD 

Folglich  ist  (Euler) 

Z (1  -f  «2)(l-f  X2«)(l  -f  X*s)  . . . 

X X^  X^ 

“ l~^~  r~xz+  (i— «)(i— + (i— x)(i— x*)a  — ^)z3+  • • 
8)  Setzt  man 

k n,r  = k =Kn’tr 

•+G1- 


so  kann  man  für  die  Werte  von  Kn,r  die  folgende  Tabelle  bilden 
welche  sich  von  jener  für  k„ir  nur  durch  eine  entsprechende  Ver 
Schiebung  der  Zeilen  unterscheidet. 
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KH,r  bedeutet  die  Anzahl  der  r zahligon  Combinationen  z.  S.  n. 


Weil 


k 


-HD 

so  ist  Kn. r der  Äoefficient  von  x in 


CtD 

x : (1  — *)(!—«*).  . . (1  — xr) 


oder  von  xn  in 


Digitized  by  Google 


256 


Reich:  Ueber  Variationen  und  Combinationen 


Cf) - CD 


X 


(1—  *)(l  — **)  • . . ( i — xr)  u - X)(i— **)  . . .(1 
Es  ist  also 
und 

xr 


— xr) 


K\,r  = K2,r  •=  0 

r 

x>)  . . . (1  — iö  = Ä-.r«,  + Ä+I.r«r+1  + 


Ferner  ist  (Euler) 

nt  1 - i ^ 

(1 — xz)  (1 — x*z)  (1 — x*z)  . . . ' 1 — X* 

J * .2  J - -34. 

^ (1  — x)(l  — x*)z  ^ (1—  x)(l—  s8)(l  — X3)  ^ * ‘ * 

Aus  der  Bedeutung  von  kH>r  und  Kn,r  und  daraus,  dass  der  Coef- 
ficieut  von  xH  in 

xh:(l  — x)(l  — x*).  . .(l-*r) 
tibereinstimmt  mit  dem  Coefficienten  von  xH-h  in 


1 : (1— *)(1— *8)  . . . (1—  xr) 

=■  -f-  • • • ...)•••  (i+«r4*a^r  ~h  ••  •) 


ergeben  sich  die  Euler’scheu  Sätze:  „Eine  jede  Zahl  n lässt  sich 
auf  so  viele  Arten  in  r ungleiche  Teile  teilen,  als  die  Zahl 


aus  den  Zahlen  1,  ‘2,  3, . . . , r durch  die  Addition 


hervorgebracht  werden  kann.  „Eine  jede  Zahl  n lässt  sich  auf  so 
viele  Arten  in  r gleiche  oder  ungleiche  Teile  teilen,  als  die  Zahl 
n — r aus  den  Zahlen  1,  2,  3, . . . , r durch  die  Addition  hervor- 
gebracht werden  kann.“  U.  s.  w. 


9)  Wenn  man  in  der  Gleichung 
(l  + *2)(l+s*2)(l-f*32)  . . . = -f 

x ® q t 

+ (1-*)(1— *8)(1  — * • • (a) 

* “■  1 setzt , so  wird  der  Coefficient  von  xH  auf  der  rechten  Seite 
2rkn,r->  d-  i.  die  Anzahl  der  Combinationen  z.  S.  « ohne  Wieder- 

holung. Wegen 
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(1 +*)(!  + a^Hl+a3)  • 


(1  — 35*)  (1  *4 *)(1  — *6) 


(1— a:  )(1  -a:*)(l— z3) 


*=  ^0  ~l“  ^1*  ^*2  “}“  ♦ • • Kl — Z“*-* — Z3,3  -f- X^‘b  -f-  St*'  * — . . .) 

ist  also 

2fkn,r  — — kn— 2 — Är„_4  -f-  kn- 10  -f*  kn- 14  — &n-24  — k„  -30 

Diese  Gleichnng  dient  zur  Berechnung  der  Anzahl  der  Combiuationen 
z.  S.  n ohne  Wiederholung. 


Setzt  man  dagegen  in  (a) 

z 

so  wird 

(1 — z — zs-{-z6-f-z7 — . . . — 1 
Hieraus  folgt,  dass  die  Summe 


— 1 


07* 


1 — X  *  1 (1  — X)  (1 — X2) 


£r(  l)rl«,r  = &m,1  | ^tt.2  — kn,3  — . . . 

den  Wert  1 oder  -1  oder  0 hat,  je  nachdem  24n-j-l  auf  die  Form 
(12ar  + 1)*  oder  auf  die  Form  (12a: ±5)2  oder  auf  keine  von  diesen 
beiden  Formen  sich  bringen  lässt. 

Wenn  man  die  Gleichung  (a)  nach  z logarithmisch  differentiirt, 
so  erhält  man 


* I Jr_  . _ 

l-f-^2  ' l-\-X*Z  ' l-j-X3- 

X 


+ • • • — 


1 2ar* 3x^_ 

1— z"1"  (1— X)(l—  z*)*1" (l— *)(1-**)(1— z3)  ’1' 

6 


. , X , Z3  , . X» 9 . 

1 ' 1 — x 3 ' (1  — fr)  (1—**) Z +(1 -«)(!-*»)  (!—*•)  i_  • 


Setxt,  man  hier 

und  berücksichtigt,  dass 


— 1 


— -J-  ^ -f-  ^3^3  4*  • • • — G i * 4“  Gtx<l  4“  • • • 

!-  lf«+  (l-xKl^ij  - • • • = 1-*-**+*‘+*’-  • 

so  ergiebt  sich 

Arch.  d.  Math.  n.  Fhya.  2.  Uoike,  T.  XI.  17 


z3 


(b) 
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Reich : i Jeher  Variationen  und  Combinationen 


kn,\  2kn,2  -j-  3&*,3  — 4/*,j,4  — | — . . . 

£r(  1)'  1 r kn,r  “ Ö>i  G)t  — 1 — ö,|_2 -|~  <T»i— 5 -}- 0»i_7 — . . . 

Diese  Gleichung  könnte  zur  recursiven  Berechnung  von  ai,  dienen. 


Man  überzeugt  sich  leicht,  dass 


X* 


1-j-s  l-fs2+  l-|-z3 


~h  • • • — . 


wobei 

wenn 


«'-(-H-iH.+DÖH-u  • • . 

h =»  2 )-aabß 


and  a,  h . . . die  verschiedenen  in  1>  aufgehenden  Primzahlen  sind. 
Insbesondere  ist 

02/.  f l'  = Z/2/.fl  Und  02(2/.  fl/  ~ 0 


Wenn  man  also  in  der  Gleichung  (b) 


3=1 

setzt,  so  erhält  man 
X | 2x3  3 xß 

1-*"*"  (1— *)(1— **)  + (1— a?)(l— P)  *"  • * * 

= 2kl,r-{-tC*.  2fe,r-}-3r8.  . . . ) 

**'**+ *•'«*+.  . .) 
folglich  ist 

Er  V A'»j,r  = 0>i  -1-0»»— 1*.  ^ Ä*l,» — |—  0,j_2'.  2 k-2,r  “f"  On-3  • -£1*3,  r -f-  . . . 

k=1l  — 1 

= £ kh  ( 0w  — /.  — 0»i— /.— 2 — 0»i — A — “ I — 0« 

k= 0 

-f-  Gn—h—\A  — . . . ) 

10)  Da  ku,r  der  Coefficient  von  xn  in  der  Entwicklung  von 


(l — x)(l — xl)  . . . (1 — xr) 

- . . . )(**+*4  + *ö"f  • • . ) 

. . . (x'  -j-  x2r  -|-  x3’  -f  . . . ) 

so  ist  kn,r  nicht  bloss  die  Anzahl  der  r zahligen  Combinationen  z. 
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S.  n ohne  Wiederholung  und  die  der 


n 1 


-CD  mit  Wiederholung, 


r zahligen  Combinationen  z. 
sondern  auch  die  Anzahl 


jener  r zahligen  Combinationen  z.  S.  »,  von  denen  jede  ein- 
zelne die  Eigenschaft  hat,  dass  ihr  ersteB  Element  durch  1,  ihr 
zweites  durch  2,  ihr  drittes  durch  3,  u.  s.  w.  teilbar  ist.  Von  den 
letztgenannten  Combinationen  müssen  jedoch  nicht  alle  materiell 
verschieden  sein;  so  sind  z.  B.  qnter  der  5 dreizahligen  Corabi- 
nationen  dieser  Art  z S.  11  die  3 materiell  nicht  verschiedenen 


263,  326,  623. 


Die  Summe  aller  Elemente  von  allen  r zahligen  Combinationen 
dieser  Art  z.  S.  n ist  k»,r.  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die 
Summe  der  Aten  Elemente  allein  zu  finden.  Dieselbe  ist  augen- 
scheinlich der  Coefficient  von  xn  in  dem  Producto 


(x-f-x*-j-x3-|-  . . ) . . [x,l~ . . )(Ax/'-j-2Ax2,‘-}-3Ax37'  -f-  . . ) 
X (x/,+1-j-A2(,,'^1)-}~  • . ) . . (x,-j-x-'-}-x3'-f-  • • ) 

x xh~ 1 hxh  x^P1  xr 

1—  x'  * ’i — x/,_1  (l — xrf  1 — X;*D  ’ *1 — xr 

*CtD 

- (1  _*)(1_**)  . . . (1-«')  *(!+**+*“+  • • •) 

= Ä(A'l,rX-|-A*2.rX2-j-Ä-3frX3  . . . )(l-f-XA-f-X2/'-{-  . . . ) 


also  h{k„,r-\-  + fcf.-2A.r4-  • • • )•  Folglich  ist  die  Summe 

aller  Elemente 


nku.r  — {kn , r 1 , , -j-  A-,|  -2,r  -f-  . . . ) 

-j-  2(kn,r-\-kn—  — 4,  r”f“  • ♦ • ) 

+ 

r(jcn,r  kn — r,r  ”j“  2/-,r  ~f*  . . . ) 

Hieraus  erhält  mau 


= 2, r -f- kn  — 3,r  ~f“  • • • ) 

-f  - 2 (k, i -2 ,r  “h  k„  — 4,r  ~f*  ku  - U,r  4“  • • • ) 


-j-r  (fcn— r,r  2r,r  “}“  ÄJj»-3r,r  ”j“  • • ♦) 

17* 
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Ein  specieller  Fall  dieser  Gleichung  ist  die  schon  früher  gefundene 

nl’M  =*  Sj  1**— l-f-  . . . 


11)  Wenn  man  in  der  Gleichung 

1 ZT* 

(1—  TZ)(1— T*z){l—X*z)  ..  . = } +f_r=+(l_^)(IZ^)z2+  - (C) 

2=1  setzt,  so  erhält  man 


^0  + ^lar_f~iSa,2“h  • • • *=*  1+*.  2JA'|,r -|-x2.  EKn.r  -f-  • • • 

^rKn.r  ~ l'ti 

Setzt  man  hingegen  z — — 1,  so  wird 

1 

(l+*Xi+**)(l-f-*3)  • . • 

- l+*.Z(-l)'jri>r+**.Z(--l)rjftir+.  . . 

demnach  ist  £r( — l)rÄM,r  der  Coefficient  von  x*  in  der  Entwicklung 
des  Productes  (1  — x)(l  — xs)(l  — xr°)  . . . 


Wenn  man  die  Gleichung  (c)  nach  z logarithmisch  differentiirt, 
so  erhält  man 


x 

1 — xz 


+ 


X2  X2 

I -~xiz^r  1 — * * • 


I 2x2  I 3xl_ 2 1 

l—X^  (1  — x)(l-x*)S~t'  (1—  g)(l— ;r«)(l— g»)*  ~T" 

1*4”  i z~\~  Ti \7t 2*  ”b  • • • 

1 -x  1 (1 — ar)(l—  x*)  1 


• • (d) 


Setzt  man  hier  z = 1,  so  wird* 


l— (1—  *)(1— **)“*“ 
= i4jx  -f  A^r2  -f-  As?*  -f- 


(1-*)(1— g*)(l ‘ * * 
. . ) (ffjX  -f-  ff2a;24-  G3X3  ”f*  • • 


•) 


ZrrKn,  r = Au 


wo  An  wie  früher  die  Anzahl  der  in  den  Combinationen  zur  Summe 
« auftretenden  Zahlen  bedeutet. 


Digitized  by  Google 


zu  bestimmten  Summen. 


26 1 


Diese  drei  die  Grössen  KH,t  betreffenden  Sätze  ergeben  sich 
auch  unmittelbar,  wenn  man  erwägt,  dass  Kn,r  die  Anzahl  der  r 
zahligen  Combinationen  z.  S.  n bedeutet. 


Setzt  man  in  (d) 
so  erhält  man 


2 = 1 


{\  + X.Z(-\YKx,r+Xi.2{-\yK2,r+.  . . KV*-}-  . . .) 

= X.2:(-l)r+lrü:i,r-h*ss.2,(-l)''+lrA'2,r+  * • • 


~r( — 1 )r+1rAnr  « <bi— 1#.  — l)r  Äl,r  — {—  0>i— 2^.  — l)rÄ2,r  -f- ... 

wo  die  Differenz  der  Anzahlen  der  in  den  ungerad- 

und  geradzahligen  Combinationen  z.  S.  na  auftretenden  Zahlen  be- 
deutet. 
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XIII. 

Lösung  des  Problems  über  den  Schnitt  von 
Curven  2ter  Ordnung. 

Keductiou  einiger  Aufgaben  auf  die  Lösung  dieses  Problems. 


Von 

Carl  Laab. 


In  der  nachfolgenden  Abhandlung  habe  ich  es  mir  zur  Aufgabe 
gemacht  eine  graphische  genaue  Lösung,  d.  h.  eine  Lösung  mit 
Cirkel  und  Lineal,  von  Curven  ‘2ter  Ordnung  in  allgemeiner  Lage 
durchzuführen.  Nach  der  analytischen  Berechnung  stossen  wir  bei 
der  Lösung  dieses  Problems  auf  eine  Gleichung  3ten  oder  4ten 
Grades,  — ausgenommen,  es  sind  die  zu  untersuchenden  Curven  in 
einer  derartigen  gegenseitigen  Lage,  dass  die  analytische  Berechnung 
eine  Gleichung  2tcn  oder  4 teil  Grades,  welch’  letztere  sich  jedoch 
auf  eine  Gleichung  2ten  Grades  zurückführen  lässt,  ergiebt.  — Es 
erscheint  daher  die  graphische  genaue  Lösung  dieses  Problems 
nicht  leicht  denkbar  und  dennoch  eröffnet  uns  die  Lösung  dieses 
Problems  eine  Unzahl  Aufgaben,  die  gelöst  werden  können,  trotzdem 
sie,  analytisch  berechnet,  eine  Gleichung  höheren  Grades  geben. 
Sie  lassen  sich  nämlich  auf  den  Schnitt  von  Curven  2ter  Ordnung 
zurückführen.  Im  Anschlüsse  an  diese  Abhandlung  will  ich  einige 
solcher  Aufgaben  lösen  und  zwar: 


1.  Die  Dreiteilung  des  Winkels 


2.  Aus  dem  Ausdrucke 

x 

das  x construiren. 


3 _ 

Yabc 
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3.  Eine  allgemeine,  erweiterte  Lösung  des  Bcrührungsproblcms 
von  Apollonius  und  Pappus. 

Bevor  ich  zur  Lösung  des  Problems  über  den  Schnitt  von  Curven 
2tcr  Ordnung  übergehe,  will  ich  einige  Sätze  vor  Augen  führen, 
die  zum  Teil  bekannt  sind , auf  die  ich  zum  andern  Teil  gekommen 
bin.  — 

I.  Nach  Desargues  ist  der  geometrische  Ort  aller  Mittelpunkte 
von  Curven  2ter  Ordnung,  welche  durch  4 gemeinsame  Punkte 
gehen,  wieder  eino  Curve  2ter  Ordnung.  Wir  wollen  diese  Curve 
Mittelpunktscurve  nennen. 

Dieser  Satz  ist  allgemein  bekannt,  ich  brauche  ihn  daher  nicht 
erst  zu  beweisen. 


Ich  will  jedoch  an  dieser  Stelle  einige  allgemeine  Bezeichnungen 
durch  Buchstaben  erklären,  au  die  ich  mich  in  der  ganzen  Abhand- 
lung halten  will,  die  dazu  dienen,  um  mich  klar  und  schnell  ver- 
ständlich zu  machen. 


U = o sei  das  Symbol  der  Gleichung  einer  Curve,  wobei  jedes- 
mal unter  U zu  verstehen  ist: 


oder 


t/=  «„X*  + 2«ls:ry  + 2a13a5-f-a22ya -j-2a23y4'a33  = 6 
2 U = gx  -j-  hy  -|-  i «=  0 


wenn  wir  uns  untor 


g =■  2(anx-f-«i8y-f“ai3^ 

h — 2(«j  2 x -{-  at2  y -j-  a23) 
i — 2(aJ3x-}-a23y+a33)  vorstellen. 

Ferner  sei: 


Determinante 
A - 


«n  au  a13 

«1  2 a2  2 «23 

«13  «23  «33 


Discriminaute  der  Curve  U = 0 


Determinante 


Ai  2 — 


«12 

«23 

«13 

«33 

«12 

«22 

«13 

«23 

«22  «23 

«23  «33 


U.  S.  W. 


Die  Gleichung  der  Polare  zu  dem  Punkte  x,  | yy  iu  Bezug  auf  die 
Curve  U = 0 lautet: 

0i*  + M+*i  = 0 
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wobei  <7,,  Ät1  *,  dieselben  Gleichungen  haben  wie  g,  A,  i,  nur  sind 
statt  der  veränderlichen  Coordiuaten  x | y,  die  Coordiuateu  xx  | y, 
zu  setzen. 

Da  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Polaro  des  Mittelpunktes 
der  Curve  U = 0 ist,  so  lautet  ihre  Gleichung : 


Öi  = A,  ==•  0 

und  es  ist  der  Mittelpunkt  xx  \ yx  der  Curvo  gegeben  durch  die  Auf 
lösuug  der  Gleichungen: 


öi  = 2(«1J  + ==  0 

Al  = 2(al2a-,-f  a„)  = 0 

daher: 


«12 

«22 

1 «13 

«23 

«13 

«13 

^13 

1 «11 

«12 

«11 

«l2 

A33 

Ni 

II 

N* 

1 

«12 

«12 

«22 

«12 

«22 

^23 

*^33 


Sind 

Ux  =0  und  t/2  — 0 

die  Gleichungen  zweier  Curven,  welche  durch  4 gemeinsame  Punkte 
gehen,  so  ist: 

Ut  — X U9  = 0 


ebenfalls  die  Gleichung  einer  Curve,  welche  durch  dieselben  4 Punkte 
geht,  und  je  nach  der  Verschiedenheit  von  A auch  verschieden  ist. 


Selbstverständlich  setze  ich  in  der  ganzeu  Abhandlung  recht- 
winkelige  Punktcoordinaten  voraus. 


II.  Die  Schnittpunkte  zweier  gleichartiger,  gemeinschaftlicher 
Tangcntou  an  2 gegebene  Curven  2ter  Ordnung  liegen  in  dor  Mittel- 
punktscurvo. 

Es  sei  in  Fig.  J.  (siehe  Tabolle),  die  Curve 

U‘  — A,  U"  = 0 

die  Gleichung  der  eineu  Curve  mit  dem  Mittelpunkt  O,  und 

V'- AsD"  = 0 

die  Gleichung  der  andern  Curvo  mit  dem  Mittelpunkte  02,  ferner  u 
die  Mittclpunktscurve  und  Llf  Lit  Ly , L±  je  2 Tangenten  an  die 
Curven,  welche  sich  in  den  Puukten  Mx , A/2  der  Mittelpunktscurve 
schneiden. 
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Es  ist  die  Gleichung  der  Curve 

U*  — A,  U"=  {g‘  - A,  <7")  *+  (A1  - A*  h")  y + (*'  - A,  {')  ~ 0 

nach  dem  früher  Gesagten.  Daher  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
dieser  Curve: 


und 


x — 


y = 


(a12*  ^1  °l  2 ) (atl  ^1  a2*W) 

(al8  ^1  alS  ) (a23  ^1  a2S  ) 

(all  {.aVl  ^1  ais') 

1 (al2*  ^la12  ) ((l22  ^1  a28  ') 

(al  3 a13  ) (a23*  ^1  (*23'  ) 

(aU  ^lq11  ) (**12*  ^1  a12  _) 

(ai/  Kan')  (ai2  ^1  ai8*  ) 

(«J2  — ^la!2  ) (a22  a28  ) 


Die  Gleichungen  der  Tangenten  Ls  und  L4  sind: 


L3  = fa1- WM-(V-^Oy  + (V“*iO  - Ü 

L,  = - A,  y,>  4-  (Ä2‘  - A,  A,")  y + ( V “ *«  **")  - 0 


wobei  in  <7/.  fo",  </2',  <72"  statt  der  Veränderlichen  x [ y die  Coordi- 
naten der  Berührungspunkte  1 und  2 der  Tangenten  L3  und  Z,4  eiu- 
zusetzen  sind. 


Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  Mx  von  den  Tangenten  Z,3 
und  D4  sind  daher: 


(K-W)  W-hh") 

(Ag'  KK')  (l2  — hf') 
(Oi'  ^1 Oi  ) Oh!  ^1^1  ) 
(92'  ^1  Ü2  ) (Ag  ^1  h*  ) 


y — 


(h'-lih")  (öl  -Ko") 
( V t2>)  (ü2  ^1 Ü2  ) 

(oi'-Koi")  (V-W)j 

(fite* — Aj<72  ) (Ag  ^1^2  )i 


Nun  ist  aber  Mx  ebenfalls  der  Mittelpunkt  irgend  eiuer  Curve, 
welche  durch  die  4 Schnittpunkte  von 

U'  - A,  U"  = Ü und  U'  — A*  U"  ~ 0 

geht. 

Ich  kann  annehmeu,  dass  3/6  der  Mittelpunkt  der  Curve  U = 0 
und  3/2  der  Mittelpunkt  der  Curvo  V"  = 0 sei,  daher  sind  die 
Coordinaten  von  Mx; 
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ß ) * 


> / _ / 
«12  «13 

«22*  «33* 

4 / | 

«II  «12  ' 

f f 

«12  «22  i 


und  y 


«13 

«ii 

«23* 

«12 

«12 

«12' 

«22 

die  Coordinatcn  des  Punktes  3/2: 


n 

«12 

«l/ 

«,3" 

«6l"l 

n 

«22 

ff 

«23 

«23” 

«U*l 

«11  * 

_ ff 
«12 

und  y = 

«12^ 

«J2" 

ff 

«22 

au" 

Da  in  den  Gleichungen  «)  und  ß ) die  Coordinaton  dieselben  sind, 
so  können  sich  die  einzelnen  Glieder  der  Determinanten  in  a)  von 
denen  in  ß)  nur  durch  einen  Factor  z.  B.  £ unterscheiden. 

Es  ist  daher 


“ (>*«j2  («V  ~ ■ h ')  — Q'ai'S 

(Äjj  ^1^*2  ) z==  Q • a 22*  (ffl‘  (Jl  )a9‘al  1 

Ol  h")  “ P>ai 3*  (üi  Kö-i  ) “ P rt12# 

Mach  diesem  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Taugenten  L 2,  Z/3, 

wie  folgt,  aufschreibeu: 

L,  = fln"*  + «i2Wy  + «is*  = 0 
£,  = «j2  •c-l_«22  y + «23  “ 0 

1«3  ==  «Jl,a: -|-«j2,y  “h  «13/  “ 0 
X4  ==  «12^+«22,y  + «33*  “ 0 

Sollen  die  Tangenten  an  beide  Curven 

U’  — \x  U"  =■  0 und  D'  — A2£/"  = 0 

gemeinschaftlich  sein,  so  muss  Lt  mit  L3  und  L2  mit  Lx  zusammen- 
falleu.  Es  kann  sich  daher  L,  von  Z,3,  ferner  L2  von  L 4 nur  durch 
einen  Factor  z.  B.  ^ unterscheiden.  Es  treten  daher  folgende  Glei- 
chungen in  Kraft : 

L\  — (iL  3 = 0 

Zr2  — (l  Jj  4 = 0 

oder 

(«ll'—f* «11  ")*+(««'  “ («13*  — ^«ls")  — 0 

(«is'  — /*  «12")  * -f  («28*  — ^«32")  y + («33'  — f*  «33")  = 0 

Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dieser  beiden  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  lauten 
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(a13  — Mali)  (a22*  %') 

(rcg/  ^aia  ) Ks'  f*a23  ) 

X — Kl  * — («is#  “ 

iKs  ?tal2*)  6*22*  Ma22  ) 


y — 


(«13'  — («33'  — ^23") 

(ai\  Manfy)  K*'  f*gig/f) 

(«i7  — (°is'  — j“7*") 

(aj2'  f*aiS##)  (a22/  ~~ 


Und  diese  sind  nichts  anders  als  die  Mittelpunktscoordinaten  der 
Curvc:] 

(</  — pg')x + ( h ' — Ph")y + (^  — p*")  — 0 


Diese  Gleichung  stellt  uns  eine  Curve  dar,  die  durch  die  4 gemein- 
schaftlichen Schnittpunkte  der  Curven 

U‘  =>  0 und  U”  = 0 

geht.  Daher  muss  ihr  Mittelpunkt  in  der  Mittelpunktscurve  w liegen. 
Weil  derselbe  mit  dem  Schnittpunkte  der  beiden  gemeinschaftlichen 
Tangenten  an  beide  Curven  identisch  ist,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 


III.  Zieht  man  zu  einem  gegebenen  Punkte  die  Polaren  in 
Bezug  auf  alle  Curven,  welche  durch  4 gemeinschaftliche  Punkte 
gehen,  so  schneiden  sich  dieselben  in  ein  und  demselben  Punkte. 

Es  seien 

Ur  — 0,  U"  — 0,  U"  ==  U'—kU”  = Ü 

die  Gleichungen  dreier  Curven,  welche  durch  4 gemeinschaftliche 
Punkte  geben,  ferner  PQ  von  den  Coordiuaten  x0  | yQ  der  gegebene 
Punkt,  p\  p",  p"'  die  Polaren  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  Curven 

üf  — 0,  U"  = 0,  U,u  — 0 

so  ist: 


W’  — y'x  + h'y+i'  = 0 

2ü"  = /*  + Awy+r-0 

2 Um  ==  2(  U*  - A 17")  ==  (£7' — A</"):e  -f  (A'  - AA")y  -f  (*"  - A")  = 0 
p'  = 0 u 

/>*  = v - #>•+(*'— AO#>  + (*'  -At")  - 0 

p'"  = (<7%  4-  Ä'y« + O — ■ “h  *'Vo + *”)  = 0 

wobei  ^0',  7i0%  /0%  0O",  A0",  /0"  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  </',  / ', 
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i',  g\  J”,  i ",  nur  sind  statt  der  variablen  Grössen  x | y,  die  Coor- 
dinateu  x0  | y0  des  Punktes  P0  eingesetzt 

Durch  Vertauschung  der  Iudices: 

pm  = 9o'x  4-  V y + V — 4*  W + *ow)  = o 

p = ])  — hjj  *=»  (J 

Diese  Gldichung  stellt  ein  Strahlenbüschel  dar,  daher  der  Satz  be- 
wiesen ist 

IV.  Zieht  man  an  2 gegebene  Curven  2ter  Ordnung  2 gleich- 
artige, gemeinschaftliche  Tangenten  und  verbindet  mau  die  zu  einer 
Curve  gehörigen  Berührungspunkte  mittelst  Geraden,  so  geht  durch 
den  Schnittpunkt  derselben  die  Verbinduugsgerade  zweier  gemein- 
schaftlichen Schnittpunkte  dieser  Curven. 

Bezeichnen  wir  in  Fig  II.  dor  Tabelle  die  Schnittpunkte  der  3 
Geraden  Lu  Z,3  untereinander  mit  deu  Ziffern  1,  4,  7,  ferner 
dio  Schnittpunkte  derselben  Geraden  mit  der  Curve  mit  den  Ziffern 
2,  3,  5,  6,  8,  9,  daun  zur  Vereinfachung  des  Beweises  das  Verhält- 
nis der  Strecke  12  zur  Strecke  42  mit  dem  Symbol  (142),  weiter 
das  Verhältniss  von  13  zu  43  mit  (143)  also: 

12  13 

- = (142)  = (143)  u.  s.  w. 

4J  43 

so  ist  nach  Carnot: 

(142) . (143) . (475) . (476) . (718) . (719)  *=»  1 

Bedeutou  in  Fig.  III  der  Tabelle  L,  und  L 8 dio  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  an  die  Curen  Ur  und  U",  ferner  die  Punkte  2,  7, 
8,  9 dio  Berührungspunkte  derselben,  die  Punkto  4 und  5 die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Curven,  dann  die  Punkte  3 und  6 die  Schnitt- 
punkte der  Verbindungsgeraden  von  4 und  5 mit  den  Tangenten  Lx 
und  Z«2,  und  bezeichnen  wir  wie  früher  mit  dein  Symbol  z.  B.  (132) 

das  Verhältniss  der  Strecke  12  zur  Strecke  32,  so  haben  nach  der 
Relation  von  Carnot  folgende  Gleichungen  Giltigkeit: 

(132) . (132) . (364) . (365) . (617) . (617)  - 1 
(138) . (138) . (364) . (365) . (619) . (619)  - 1 

durch  Division: 

[(132)]* . [(617)]*  - [(138)]*. [(619)]* 

oder 


Digitized  by  Google 


von  Curven  2ter  Ordnung. 


269 


(132).  (617)  — (138).  (619) 

daher: 

(132)  (619) 

(138)  ” (617) 

Daraus  ersieht  man,  dass  die  Doppelverhältnisse  der  Punkte  1,  2, 

3,  8,  und  der  Punkte  1,  7,  6,  9 einander  gleich  sind,  woraus  er- 
hellt, dass  dio  Strahlen,  welche  durch  die  Punkte  7,  2,  ferner  durch 

4,  5,  und  durch  8,  9 gehen,  sieb  in  einem  Punkte  schneiden  müssen. 


V.  Zieht  man  von  Punkten  einer  Geraden  die  Polaren  in  Be- 
zug auf  2 gegebene  Curven,  so  liegen  dio  Schnittpunkte  dieser,  je 
2 zusammengehörigen  Polaren , wieder  in  einer  Geraden.  Durch 
diese  Schnittpunkte  gehen  selbstverständlich  nach  Satz  III.  auch  die 
zu  den  Punkten  der  Geraden  gehörigen  Polaren  aller  Curven,  welche 
durch  die  4 Schnittpunkte  der  gegebenen  Curven  gehen. 

Es  wären  2 Curven  U\  U"  und  eine  Gerade  L gegeben.  Wir 
nehmen  3 Punkte  P,,  P8,  P3  in  dieser  Geraden  an.  Die  zu  den 
Punkten  gehörigen  Polareu  in  Bezug  auf  die  Curven  U‘  und  U" 
bezeichnen  wir  mit  pi,  p 8',  p3'  und  p^\  p2\  p$'.  Die  Coordinaten 
der  Punkte  Pj  seien  xu  y,,  von  P8,  x2,  y8,  von  P3,  a-a,  y3. 

Da  P3  auf  der  Verbindungsgeraden  von  P,  und  P8  liegt,  so 
unterliegen  seine  Coordinaten  folgender  Relation: 


*3 


Xj  — lx2  __  yt  — Ay8 

1 — A , Vi  ~~  1-A 


wobei  A eiu  veränderlicher  Parameter  ist. 

Es  ist 

Ts  =/*s-|-Ä'  Hs+*'  = 0 

ft"=As+Ä#/y,+<"-  o 

Für  a*2  und  y3  die  oben  gefundenen  Werte  eingesetzt: 

, _ ,xi  — kxi  . r,V\  — hi  . •/  n 

h =9  -Tz.T  +/'  t -r+!  0 

Ts  ==  g'(x r,  — A*8)  -{-  h'  (; yx  — Ay8)  i’  (1  — A)  =0 

Ts  ==  g'x^  +ÄVi  + W**  +ÄV2  + O = 0 

p3'  = Q\  = 0 

Ps  = (Qi  — kgi‘)x-\-{hl  — a)y ~ l-  (^1  ^ AV)  0 
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*1  — , ,„y\  — ht 

1-1  +'■  T-l 


p,"  = ?,"(*,  - lr,Y + - M + *"(  1 - « - 0 

7)3"  = y'V, 4- Ä'Vi  4- W'**  4-  Ä"y* 4- *")  0 

/)3"  = <7,"a*  + K"y  + h"—  ^9ix  + hi'y  4-  h)  ö 
7>s"  = - 0 


Die  Gleichuug  einer  Geraden  M,  welche  durch  den  Schnittpunkt 
von  p3'  und  p3"  hindurchgeht,  lautet: 

M = 7),/—  qp&”  = 0 


wobei  q ein  veränderlicher  Parameter  ist. 

Die  Werte  für  7V  und  p 3"  in  diese  Gleichung  eingesetzt  er- 
geben : 


==  (y,'— Ay*>4-(Äi'— *V)rKV—  *«*')— 

+ (V-«»VKhw-«.')]  - 0 

M = [(<7/ — Ay3')  — q(ü\'  — A^o'^jx-j-QA!'  — A/iä')  -p(At"  A/<s'  )]y 

44(V-*V)-<KV'-*V')1  = 0 

M = [<7/  — Ay2‘— py/'-hpAy/'J^+tÄi'—  A7<2 — PÄi”+P^2"]y 

_|_  [//_ AV-p/,"+^h"l  = 0 

m = [(/7j/ — qö\  ) — ^(y**“Wa”)laf4_[(V“"pV#) — MV- Q^t  )> 

+ = 0 


M=  (gt*  — - gg * 

+ (V-eVVKV-<^')]  = o 


Nun  ist  aber 


f»i'  =yi,»  + Vy+*i'  — 0 
7>/=^4-V'y+h,“0 

7>/ — P7>i"=  (<7t'— — $Vf)y4“(*V — ^*1  ”) 5=1  ® 

2H  — ’y+V  = 0 

7)3"  = y2":c  + W 4"  *2"  = ^ 

Pt — ep*"  = (dt — Wi")x  4"  (V — pV,)y4_(,V““^*V  ) “ 0 

Diese  Werte  in  die  obere  Gleichung  eingesetzt,  ergeben: 

M = (p/— PPi")— A(p*'-  W>a")  = 0 


Da  sich  in  dieser  Gleichung  die  Gerade  (p/ - QPi"),  welche 
durch  den  Schnittpunkt  von  7),'  und  p hindurchgeht,  von  der 


i 
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Geraden  ( ps‘  — P7>2")  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  p3  und  p 2" 
kindurchgeht  nur  durch  den  Factor  X von  einander  unterscheidet,  so 
können  die  Geraden  {p\—QP\")  und  (/>*'— pp8")  nur  entweder  parallel 
sein  oder  sie  müssen  zusammenfalleu.  Der  erste  Fall  ist  nicht 
möglich,  da  beide  Gerade  laut  Annahme  der  Geraden  M durch  den 
Schnittpunkt  von  p 3'  und  ps"  hiudurchgeheu  müssen.  Infolgedessen 
muss  der  zweite  Fall  eintreteu,  die  Punkte  7i,  Pt  uud  P3  liegen  in 
einer  Geraden  laut  Annahme,  die  Schnittpunkte  der  zusammen- 
gehörigen Polaren  nach  eben  erbrachten  Beweise  ebenfalls. 


Schnitt  zweier  Curven. 

Es  wären  in  Fig  IV.  die'  beiden  Curven  U‘  (Kreis)  und  U” 
(Hyperbel)  gegeben  mit  ihren  Mittelpunkten  O'  und  O”.  Die  Schnitt- 
punkte dieser  beiden  Curven  wären  zu  suchen. 

Indem  ich  die  früher  ausgesprochenen  Sätze  ins  Auge  fasse, 
nehme  ich  einen  Punkt  der  Mittelpunktscurve  au,  hier  am  besten 
den  Punkt  0‘  (sonst  müsste  ich  mir  einen  Punkt  der  Mittnlpunkts 
curve  errechnen,  was  sehr  leicht  geschieht,  wie  später  gezeigt 
wird). 

Von  diesem  Punkte  O'  ziehe  ich  mir  an  die  Hyperbel  die  Tan- 
genten Tt  und  Ti,  welche  dieselbe  in  den  Punkten  1 und  2 be- 
rühren. Nun  brauche  ich  die  Berührungspunkte  jener  Curve,  welche 
durch  die  4 Schnittpunkte  von  U'  und  U”  hindurchgehen  und  die 
Geraden  Ti  und  Ti  berührt.  Diese  Forderung  ist  möglich  und 
zwar  nach  dem  Satze  Nr.  III.  und  deshalb,  weil  jede  Curve  2ter 
Ordnung  durch  5 Stücke  vollkommen  bestimmt  ist. 

Ich  finde  diesen  Berührungspunkt  folgendermassen. 

Ich  ziehe  vom  Punkte  1 die  Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  U'\ 
wo  diese  Polare  die  Tangente  J\  schneidet,  also  im  Punkte  I.,  liegt 
der  Berührungspunkt  der  geforderten  Curve. 

Die  Begründung  hiefür  liegt  im  Folgenden.  Es  ist 
Tx  = Qi'x  -f  - hxy  -f-  i” 

Pt  = fl'/s+VH**/ 

wenn  der  Pol  von  Ti,  also  der  Punkt  1,  die  Coordinaten  x,yj  hat 

Ti  — Xpx‘  = (g/'—  Xg^)x-\-{kx  — Xh^y  -f  {ix" — X »/)  = 0 

(T*,  — Xpt)  ist  aber  die  Polare  des  Punktes  1 in  Bezug  auf  die 
Curve  {U‘ — XU”).  Da  aber  der  Punkt  1 in  der  Polare  T’,  des 
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des  Punktes  I.  in  Bezug  auf  die  Curve  ( U'—XU ")  liegt,  so  muss 
die  Polare  des  Punktes  1 in  Bezug  auf  die  Curve  (fP—  XU"),  also 
(Tx — Ap,'),  durch  den  Berührungspunkt  der  zu  suchenden  Curve 
gehen.  Nun  ist  aber  (Tx—  Ap,')  nichts  anderes  als  das  Symbol 
einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  7\  und  px‘  hin- 
durch geht,  also  durch  den  Tunkt  I.,  daher  I.  der  Berührungspunkt 
der  zu  suchenden  Curve. 

Mit  dem  Punkte  2 mache  ich  dasselbe  und  bekomme  durch  den 
Schnitt  von  p2'  und  T2  den  Berührungspunkt  der  zu  suchenden  Curve 
also  II. 

Durch  den  Schnitt  der  Verbindungslinien  von  den  Punkten  1 
und  2,  sowie  von  I.  und  II.  bekomme  ich  nach  dom  Satze  Nr.  IV. 
den  Punkt  A , ein  Punkt  jener  Geraden,  welche  durch  2 gemein- 
schaftliche Schnittpunkte  der  Curven  V und  U"  hindurch  geht. 

Es  handelt  sich  nun  darum  einen  2 teil  Punkt  der  Geraden  zu 
bekommen. 

Dies  geschieht  dadurch,  dass  ich  mir  zum  Punkte  O"  dio  Polare 
P in  Bezug  auf  den  Kreis  U‘  construire,  sodann  mache  ich  An- 
wendung vom  Satze  Nr.  V.,  — da  ich  keine  Tangenten  ziehen, 
somit  auch  nicht  deren  Berührungspunkte  in  der  Polaren  P finden 
kann  — uud  nehme  mir  2 beliebige  Punkte  in  der  Polaren  P an, 
also  3 und  4;  zu  diesen  Punkten  ziehe  ich  mir  die  Polaren  in  Bezug 
auf  die  Curven  V und  V” ; ich  nenne  diese  Polaren  p:l',  p3",  p4\ 
pA".  Der  Schnittpunkt  von  p3'  und  p3"  ist  iV,  der  von  /V  uud  p4" 
ist  M.  Die  Verbindungsgerade  von  M uud  N schneidet  die  Polare 
P im  Punkte  ß , welcher  ein  zweiter  Punkt  jener  Geraden  ist, 
welche  durch  2 Schnittpunkte  der  Cut  ven  U'  und  U”  hindurch  geht 
Die  Verbindung  von  A und  B geht  durch  2 Schnittpunkte  der 
Curven  V uud  iJ". 

Natürlich  muss  man  bei  einer  derartigen  Lago  der  Curven 
gleich  vom  Anfang  so  construiren,  dass  mau  2 gleichnamige  Punkte 
A und  B erhält,  d h.  dass  dio  Punkte  A und  B für  ein  und  die- 
selben 2 Schnittpunkte  der  Curven  V uud  U"  erhalten  sind.  Dies 
wird  aber  durch  dio  soeben  dargestcllte  Construction  kaum,  d.  h. 
bei  dieser  speciellen  Lage  der  Curven  gar  nicht  möglich  sein,  weil 
die  Construction  des  Punktes  O"  und  der  Polaren  P für  die  Schnitt- 
punkte des  linken  Hyperbelastes , während  die  Construction  des 
Punktes  A für  die  beiden  Sckuittpuukte  der  rechten  Hyperbelastes 
giltig  sind. 

Man  wird  daher  zur  Construction  des  Puuktes  B ein  anderes 
Verfahren  einschlagcn 
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Man  construirt  sich  einen  günstigen  Punkt  der  Mittelpunkts- 
cnrve  und  verfährt  daun  gerade  so,  wie  mit  der  Construction  vom 
Punkte  0"  aus,  u.  s w. 

Die  Construction  des  Punktes  der  Mittelpnnktscurve  oder  der 
Mittelpunktscurve  selbst,  kann  im  vorliegenden,  sowie  in  allen  ähn- 
lichen Fällen  durch  Rechnung  sehr  leicht  gefunden  werden  und 
zwar: 

Es  sei  die  Gleichung  der  Hyperbel 

U"  = 2ry-\-xlij  — xyl  — 0 

wobei  x , y die  Variablen  und  s,t  yx  zwei  beliebige  Constantcn  be- 
deuten, und  die  Gleichung  des  Kreises 

lf  = — r*  = o 

wobei  a?,  y die  Variablen  und  r den  Radius  des  Kreises  bedeutet. 


Um  nun  einen  Punkt  der  Mittelpunktscurve  zu  rechnen,  brauche 
ich  nur 

(jx  = hz  = 0 

zu  setzen,  wobei  gx  und  hx  die  schon  anfangs  erwähnte  Bedeutung 
haben;  daraus  rechnet  man  die  Variabein  x und  y und  hat  schon 
die  Coordinaten  für  einen  Punkt  der  Mittelpunktscurve. 

Für  den  Mittelpunkt  einer  Curvc,  welche  dureh  die  4 Schnitt- 
punkte von  U'  und  U"  hindurchgeht,  also  für  die  Curve  (IP— AU"), 
ist.: 

g = (g'— Xg")  = (an'  — Aau")*+(0|t'—  Aaww)3f+(«is'— . = 0 
h = (Ji'  — Xh”)  = (a,ä'— Xa.23")  =»  0 

17*  ...  (l]j  ===  fijg  — ■ fljg  — 0 ftjjj  ’==a  1 

V\  i 

a\ 3 5=3  2 ’ °*s r 2 


jji/  „ n n n r\  n , 

0 . . . «1:»  « «,3  = rt23  = U «jj  — 1 , ri22 


«83  — 7 


A kann  verschiedene  Werte  annehmen.  Ich  nehme  hier  X = 1 
an,  somit  ist 

g = 2x  — 2y  -f-  y,  — 0 
A = 2#  — 2y  -j-  xx  =>  0 


Diese  beiden  Geraden  sind  parallel,  haben  daher  ihren  Schnittpunkt 
im  Unendlichen;  wir  haben  es  daher  mit  dem  unendlich  fernen 

Arch.  d.  Math.  u.  Thy?.  2.  Roilu»,  T.  XL  t | g 
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Punkte  der  Mittelpunktseurve  zu  tun,  und  es  ist  die  Richtung  dieser 
beiden  Geraden  auch  gleichzeitig  die  Richtung  der  Asymptote. 

Setzen  wir  A -=■  2,  so  ergiebt  sich: 


als  Coordinatcn  eines  Punktes  der  Mittelpunktseurve.  Von  diesem 
Punkte  aus  wird  nun  die  Construction , wie  schon  früher  erwähnt, 
durebgeftthrt. 

Es  ist  interessant,  die  Lage  der  Mittelpunktseurve  selbst  zu 
kennen,  weil  man  aus  derselben  verschiedene  Schlüsse  machen  kann. 

Wir  berechnen  die  Gleichung  derselben  folgendcrmasscn: 

Die  Gleichungen  des  Mittelquuktes  einer  Curvc  (L‘  -kV”) 
lauten : 


daraus  folgt 


g = 4z  — 2y-f-  yx  — 0 
h = 2x  — 4y  -f-  Xi  = 0 


2yl  — 2 *, -y, 

" 6 ’ y = — 6~ 


x (a,,' — Aan")  - ka 

(«12  Afljg  ) A«. 


(fly*'  - Artjjj  ) (rtjj  — ) 

!(a13'  — A«,3")  (« 

' i i-'  "\ ~t  i ..  ff\ 


(«jj'  A«Jt  ) («j2*  Attjj  ) 

/ _ > 1 _ i 1..  "\ 


(«12  — A«l3  ) (^22*  ^**22  ) 


(a13  AaJS  ) («23 

y = 


(a,i'  — Aaji  ) («u  — Aa12  )• 

(«J3  A«ls  ) («23  A«g3  1 


(«I | * — A«jj  ) («12 

/ - > 1 ..  »I  / 


(«12  A«jg  ) («22  A«gg  ) 


Die  Werte  eingesetzt: 

(0— Al)  (1—  AO) 


(1— AÜ)  (0—  Al) 
(0— Al)  ( 1 — AO) 
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* “ 2(l-A*)(Ul  yi) 

y ~ 2<w*j(Xi_Ay,) 

Durch  Elimination  von  A erhalten  wir  eine  Gleichung  mit  den  Ver- 
änderlichen x und  y,  welche  uns  die  Gleichung  der  Mittelpunkts- 
curve  darstellt. 


X 


f — y\ 

y = *1  — Ayj 

x(xi  -hi)  = y<M\— y\) 


xx  l = Xxgl  = Ax,y— yy, 
^i+yyi  — Afoy-f-xy,) 

A ^ ^1+yy» 

^ xly-\-xy1 


X 

2(1—  A*) 


xri-fyyi 


Ti//+ryi 

o /xi  V-t-^^yi^— *—yV 
\ (xiy+ryi)2 


) 


A Crx, +yy  i ) (r  i ;/-Hyi ) 

2(1-A-)  = 2(**— y^Vj*  -Xj«) 


Axi  y\ 


-,y^_y,y 

xiy|*xyi 


x(.ri2— y,2) 

**»  *y'  = 7+^*7 

A (xj|4-yy1)(xty4-ryi)  = r(xi2— yi*) 

2(1  — A2)  AX*  “ -2(x;i-/)(y^-V)(x1y-fxy1) 


. a*xj_4-yyi 

“ - 2(*»-y») 

2(y8-*2)  = Xx1-|-yyi 


x 


Die  letzte  Gleichung  ist  aber  die  Gleichung  einer  gleichseitignn 
Hyperbel,  deren  Coordinatenaxen  parallel  zu  den  angenommenen 
Coordinatenaxen  der  Hyperbel  U"  (also  zu  den  Asymptoten  der  ur- 
sprünglichen Hyperbel  U”)  sind.  Der  Mittelpunkt  dieser  Mittcl- 
punktscurve  liegt  in  0'\  wobei 

18* 
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o'  er  «=  o"  &" 

ist,  die  Axen  dieser  Curve  liegen  in  den  Parallelen  durch  Om  zu  den 
Asymptoten  der  ursprünglichen  Hyperbel  //".  Die  Lage  dieser 
Mittelpunktshyperbel  ist  in  Fig.  IV.  durch  die  Curvo  Vm  ersichtlich 
gemacht.  Die  Axc  a derselben  ist 

« «=  iYxi2— Ui* 

Die  Curve  Uff  giebt  uns  auch  darüber  Aufschluss,  welcher  Teil 
der  Hyperbel  U"  genommen  werden  muss,  um  darin  Punkte  anzu- 
nehmen, von  welchen  aus  die  Construction  durchgeführt  werden 
kann , damit  man  Punkte  jener  Geraden  erhalte , welche  durch  eiu 
und  dieselbeu  Schnittpunkte  der  Curven  U‘  und  17"  hindurchgeht. 


Die  Dreiteilung  des  Winkels. 

Es  wäre  in  Fig.  V.,  ein  Kreis  gegeben  mit  dem  Mittelpunkte  0, 
ferner  der  Punkt  1 der  Peripherie.  Der  Winkel  1,  0,  6 wäre  gleich 

« und  der  Winkel  3,  0,  5 = Verbinde  ich  den  Punkt  1 mildern 

Punkte  3 und  verlängere  die  Verbindungsgerade,  bis  sie  die  Axe  * 
im  Punkte  4 durchschneidet,  so  ist  offenbar  die  Länge  der  Geraden 

34  gleich  ?*,  dem  Radius  des  Kreises.  Denn  der  Winkel  « ist  gleich 
der  Summe  der  Winkel  bei  den  Punkten  1 üud  4,  der  Winkel  beim 
Punkte  0 ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  bei  0 und  4,  das  Drei- 
eck 1,  0,  3 ist  gleichschenklig,  daher  der  Winkel  bei  1 gleich  dem 

bei  3,  der  Winkel  bei  0 ist  daher  muss  der  Winkel  bei  4 eben- 
falls ö sein,  das  Dreieck  0,  3,  4,  muss  infolgedessen  auch  gleich- 
schenklig sein,  deshalb  03  gleich  34  gleich  dem  Radius  des  Kreises. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  1,  2,  3 u.  s w.  wären  *,  I 
*2  1 I 2/s  u-  s-  w- 

Es  ist: 

(*4“  ^ +3/3*  “ r* 

»K  — 2*43*3  -f  *3*  -f  = r* 

daher 

ar42  — 2*4*3  = 0 

*4  = 2*3 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  die  Gerade  34  gleich  ist  der  Ge- 
raden 23  gleich  dem  Radius  des  Kreises. 

Nun  handelt  es  sich  darum,  eine  Curvc  2 ter  Ordnung  zu  er- 
rechnen, welche  durch  den  Punkt  3 hindurchgeht;  ist  dies  gelungen, 
so  ist  die  ganze  Aufgabe  auf  den  Schnitt  zweier  Curven  zurück- 
geführt, welche  nach  dem  früher  Gesagten  durchgeführt  werden 
kann,  da  der  Punkt  3 genau  ermittelt  ist,  und  somit  der  Winkel  1, 
0,  6,  in  3 Teile  geteilt  wird. 

WTir  wollen  nun  eine  solche  Curvo  errechnen. 

*i— _ y\— y* 

xi—xz  vi—y* 

(xi — xi)(yi  y$)  = (Vi  y*)(xi  r3) 

*iyi-xi!ti — xiy3“i“r2y3 ==  y\x\~vtxi  r3yi~f*r3ys 
da  r2  =*  0 

jv/3  — xxyAr^\-x^i 

x\’Jz  “ - riVj+f3,/i— -x:vy3 

Nehmen  wir  statt  x,  | y3  die  allgemeinen  Coordiuaten  * | y,  so  er- 
halten wir: 

*iU  *=  -rj  y -\~xy\  — -'y 

■v-f  ryi  — -xu  — o 

Da  aber  *,  in  diesem  Falle  negativ  ist,  so  wird 

2xy  + 3 xy  — xy,  = 0 

Das  ist  dieselbe  Gleichung,  die  ich  früher  beim  Schnitt  der 
Curven  U'  und  U”  in  Fig.  IV.  augenommen  habe.  Es  ist  die  Glei- 
chung einer  Hyperbel , bezogen  auf  Coordinatenaxen , dio  zu  ihren 
Asymptoten  parallel  sind.  Der  Mittelpunkt  0"  lässt  sich  nach  der 
bekannten  Art  sehr  schnell  rechnen,  obenso  durch  Transformation 
der  Coordiuaten,  die  Axen  der  Hyperbel,  und  es  ist  somit  die  ganze 
Construction  genau  so  durchzuführen,  wie  cs  in  Fig.  IV.  durch* 
geführt  wurde. 
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Es  ist  aus  den  Strecken  a,  b , und  c das  x zu  construiren, 
welches  der  Gleichung  genügt, 

3 

x = y ab  c 

Wenn  ich  diese  Gleichung  in  Proportionen  zerlege  und  dabei 
noch  eine  Unbekannte  y einführe,  so  erhalte  ich: 


I)  x : a = y : x x2  = ay 

II)  x : b = c : y 

y 

daher 


a*3  •=  abc 


Die  Gleichung  I)  drückt  aber  die  Scheitelgleichung  einer  Parabel 
aus,  bezogen  auf  ein  rcchtwinkeliges  Coordinatensyslem , dessen  y 
Axe  mit  der  Parabelaxe  zusammenfüllt,  während  die  Gleichung  II) 
eine  Hyperbel  und  zwar  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellt,  deren 
Asymptoten  mit  den  Coordiuatenaxen  zusamraenfallcn.  Die  Axe 
dieser  gleichseitigen  Hyperbel  ergiebt  sich  aus  ihrer  Gleichung 


xy  = bc 


uud  ist  daher  2 V24c,  der  Parameter  der  Parabel  resultirt  aus  seiner 
Gleichung 


und  ist  gleich  a. 


Die  Lago  dieser  beiden  Curven  ist  daher  vollkommen  bestimmt. 
Man  kann  daher  nach  dem  allgemeinen  Verfahren  den  Schnitt  dieser 
beiden  Curven  bestimmen ; die  Abscisse  des  einzigen  reellen  Schnitt- 
punktes giebt  den  Wert,  welcher  der  Gleichung 

3 

x = y ab  c 

genügt. 

Da  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Curven  eine  ungünstige  Lage 
haben,  so  wird  es  notwendig  sein,  sich  2 Punkte  der  Mittelpunkts- 
curve  zu  rechnen  uud  zu  construiren,  um  von  diesen  aus  den  Schnitt 
der  Curven  nach  der  bekannten  Art  und  Weise  durchzuführen. 


Wie  die  Rechnung  eines  solchen  Punktes  der  Mittelpunktscurve 
geschieht,  ist  bereits  früher  gezeigt  worden.  Also: 
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Ur  ~ x2  — ay  = 0 a, , ' = 1 , a.,% 

aJ2  = 0,3 

Vn  ~ xy  ~ bc  ==^  0 033" 

==s  ffjj 

U'  — A U”  = x*  — ay  — A(  ry  — Je)  = 0 
U‘  — Atr"  = x2  — Oy  — A ry  -f-  A Je  = 0 


— — bc 

n ft 

= Oj2  --  Oj3 


0 

0 


Durch  die  verschiedenen  Werte  von  A erhalte  ich  verschiedene 
Punkte  der  Mittelpuuktscurve,  wenn  ich  aus  der  Gleichung  (t/'— Af7") 
welche  mir  ebenfalls  eine  Curve  darstellt,  die  durch  die  4 Schnitt- 
punkte von  U'  und  U " hindurchgeht,  die  Coordinaten  ihres  Mittel- 
punktes errechne. 


Ich  erhalte  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  einer  Curve 
( U'—  A 17")  (identisch  mit  einem  Punkte  der  Mittelpuuktscurve) 
folgende  Werte: 

(cijg  — A«,2  )(a2i  Afl22  ) 

0*13'  ^rt13  1 (a88/  ^a23 ' 1 

(«U*  A«,|  )(o|2'  Aöj2  Jj 

,(0,2'—  Aais")  («22'  — A«22") 

(all  ) (aJ2  ^a12  ), 

((ljs  ^al3  ) ^q23  1 

^ j(°n  ^au  ) (aj2  ^°i2  )i 

,(<l| 2'  — Adj2  ) (ö»«*  Ad22  ) 

Für  einen  bestimmten  Punkt  setze  ich  A — 1.  Somit  ist: 


(Ol«  «12  ) (aS2  U2i  ) 

(a13  a13  ) (a23*  a2Z  )i 

X |(®11# — all”)  (a12~~al2  ) 

(al2  ’a12  ) (a22  a22  ) 

(o,t  fln  ) (fltj2  a\2  ) 

(rtl3  aitl  / vff23  a2Z  ' 

^ .(<*1 1#  aU  ) (a12<“'al2  ) 

.(<,12<  ~ a12  ) (rt22  a22  1 

Die  den  Gleichungen  für  V'  und  U"  entsprechenden  Werte  einge- 
setzt, ergeben: 
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x 


-i  0 


1 -* 

-i  0 


— a 


1 

-* 

0 

a 

a 

2 

2 

1 1 

-i 

!-* 

0 

• 

Somit  wäre  ein  Punkt  der  Mittelpunktseurvo  bestimmt.  Setze 
ich  für  A einen  audern  Wert,  so  erhalte  ich  einen  zweiten  Punkt, 
und  es  kann  die  bekannte  Coustruction  des  Schnittes  dieser  beiden 
Curven  tadellos  durchgeführt  werden. 


Das  Berührungs-Problem  des  Pappus. 

Dio  allgemeine  Aufgabe  dieses  Problems  lautet: 

„Wenn  Punkte,  Gerade  und  Kreise,  im  ganzen  2 Elemente  ge- 
geben sind.  Kreise  von  gegebeuem  Radius  zu  coustruiren , welche 
durch  die  gegebenen  Punkte  gehen  und  die  gegebenen  Geraden  oder 
Kreise  berühren“. 

Nach  dem  bisher  Gesagten  kann  mau  dieses  Problem  allgemein 
mittelst  Schnitten  von  Curven  2ter  Ordnung  durchfuhren  und  es 
lässt  {sich  auch  iu  Anbetracht  dessen  dieses  Problem  folgeuder- 
massen  erweitern: 

„Wenn  Punkte,  Gerade,  Kreise  oder  überhaupt  Curven  2tcr 
Orduung,  im  ganzen  2 Elemente  gegeben  sind,  Kreise  von  gegebenem 
Radius  zu  construireu,  welche  durch  die  gegebenen  Punkto  gehen, 
uud  die  gegebenen  Geraden,  Kreise  oder  Curven  2ter  Ordnung  be- 
rühren“. 

Zur  Erläuterung  will  ich  eine  Aufgabe  kurz  besprechen. 

Es  wären  2 Curven  2tcr  Ordnung  17,'  und  17,"  gegeben.  Man 
soll  nun  einen  Kreis  von  gegebenem  Radius  coustruiren,  welcher 
die  beiden  Curven  berührt. 

Man  coustruirt  sich  den  geometrischen  Ort  aller  Kreismittel- 
punkte, von  welchem  aus  man  mit  dem  gegebenen  Radius  berührende 
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Kreise  an  dio  Curvo  Ut'  zeichnen  kann.  Dieser  geometrische  Ort 
wird  eine  zur  Cnrve  U ähnlicho  Curve  sein,  welche  leicht  und 
schnell  constrnirt  werden  kann.  Ich  nenno  diese  Curvo  17*'.  Das- 
selbe tue  ich  bei  der  Curve  17,"  und  erhalte  als  geometrischen  Ort 
die  Curve  Us",  Dio  Schnittpunkte  von  17*'  und  f7s",  welche  sich 
nach  der  bekannten  Construction  finden  lassen,  sind  die  geforderten 
Kreismittelpunkte 


Das  Berflhrungs-Prohlem  des  Apollonius. 

Die  allgemeine  Aufgabe  desselben  lautet: 

„Wenn  Punkte,  Gerade  und  Kreise,  im  ganzen  3 Elemente 
gegeben  sind,  Kreise  zu  construiren,  welche  durch  die  gegebenen 
Punkte  gehen  und  die  gegebenen  Geraden  und  Kreise  berühren“. 

Dieses  Problem  kann  nach  dem  bisher  Gesagten  ebenfalls  all- 
gemein mittelst  Schnitten  von  Curven  2ter  Ordnung  gelöst  werden. 

Es  ist  allgemein  bekannt,  dass  der  geometrische  Ort  aller  Kreis- 
mittelpunkte, von  welchen  aus  berührende  Kreise  an  2 Kreise,  oder 
an  einen  Kreis  und  einen  Punkt  gezogen  werden  können,  eine  Curve 
2 ter  Ordnung  ist,  welche  sich  in  den  beispielsweise  genannten  Fällen, 
als  Hyperbel,  Parabel  repräsentirt. 

Indem  ich  nun  zu  je  2 der  gegebenen  Elemente  den  geometri- 
schen Ort  aller  Mittelpunkte  der  sie  berührenden  Kreise  construire, 
erhalte  ich  3 Curven  2 ter  Ordnung,  welche  untereinander  geschnitten, 
die  geforderten  Kreismittelpunkte  ergeben. 

Der  Schnitt  je  zweier  solchen  Curven  lässt  sich  nach  der  be- 
kannten Construction  leicht  durchführen. 

Uebrigens  lässt  sich  auch  dieses  Problem  erweitern.  Bevor  ich 
jedoch  die  erweiterte  Aufgabe  uiodorschroibe,  muss  ich  noch  einen 
hiezu  wichtigen  und  notwendigen  Satz  beweisen,  und  zwar: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  2 
gegebene  Curven  2 ter  Ordnung  berühren,  ist  wieder  eine  Curve  2 ter 
Ordnung,  welche  durch  die  4 Schnittpunkte  der  beiden  gegebenen 
Curven  hindurchgeht. 

Die  beiden  gegebeuon  Curven  hiessen  Ux  und  77,".  Ich  con- 
struire mir  zu  Üx  den  geometrischen  Ort  aller  Mittelpunkte  der 
Kreise  von  einem  bestimmten  Radius  I?,  welche  Ut*  berühren.  Ich 
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nenne  diese  Curvc  Ut’ . Dasselbe  mache  ich  in  Bezug  auf  die  Curve 
f/j”,  und  erhalte  die  Curve  ü\".  Der  Schnitt  der  Curven  U y und 
geben  mir  den  Mittelpunkt  des  Kreises  vom  Radius  /e,  welcher 
sowol  die  Curve  üj'  als  auch  Ux"  berührt. 

Die  Gleichungen  der  Curven  lauten: 

Dj  = axl  xx  24~  2ffj  2 xy  -f-  2a13  x 4~  a2S'y*  -f*  2a23  y-f-  <133*  = ü 

Da  die  Curvc  U2'  dor  Curve  L\'  ähnlich  ist,  so  kann  sich  die  Glei- 
chung von  f/2'  von  der  von  Ux  nur  durch  das  letzte  Glied  unter- 
scheiden. Es  ist  somit 

DY  = "f-  2a12  xy- f-  2 a13  x-\- y2 -)-2aiZ' y-\- m'  = 0 

desgleichen  ist: 

Vx'  = «it zS  "h  %ai  <t"  xy-\~  J3"  x 4~  at2"  y2  -f-  2a18"  y 4"  Hs'  = 0 

und 

ty  = °ji  **-{- 2aJ2  x^-|-2rtj3  y24“2u23,,y  4~Wi”  =0 

Die  Gleichung  der  Curve,  welche  durch  die  4 Schnittpunkte  von 
ty'  und  ty"  hindurchgeht,  lautet: 

l/2  = DV-AfV/  = (an/-Aan")^4-2(aiy-  Aa12")*y 

4“  2(«i3'  — Aa,  3")  s -{-  (a22'  — Aa22")  y * 

-|-  2(a23'  — Aa«/)  y 4*  (m' — A»»")  = 0 

Die  Gleichung  der  Curve,  welcho  durch  die  4 Schnittpunkte  von 
Ux'  und  Ux"  hindurchgeht,  ist: 

Uj  = Ux  — XUx”  = (an‘  - Xau")  z* -f  2(a12'  — Aalt")  *y 
4~2(öj3<  A«j3  )*4“(a22  Art22  )y* 

4"  2(ä*3#  — Aa23'  ) y 4“  (**33  , ^aS3  ) ^ 0 

Man  sieht,  dass  sich  die  beiden  Gleichungen  17,  und  Ut  nur 
das  letzte  Glied  von  eiuander  unterscheiden.  Daraus  folgt,  dass 
die  Curven  Ux  und  iy  einander  ähnlich  sein  müssen,  oder  sio  müssen 
dentisch  sein.  Der  erstere  Fall  kann  nicht  eintreten,  denn  die 
Curve  ty  muss  auch  durch  die  4 Schnittpunkte  von  ty'  und  Ux" 
hindurchgehen,  weil  dieselben  auch  Kreismittelpunkte  darstellen  für 
jene  berührende  Kreise,  welche  einen  unendlich  kleinen  Radius 
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haben.  Die  Curven  Ut  und  Us  müssen  daher  ein  und  dieselbe 
Curve  darstellen,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Nach  diesem  kann  ich  dem  Probleme  des  Apollouius  einen  all- 
gemeinen Charakter  geben  und  es  folgendermassen  aussprechen: 

„Wenn  Punkte,  Gerade,  Kreise  oder  überhaupt  Curven  2tcr 
Ordnung,  im  ganzen  3 Elemente  gegeben  sind,  Kreise  zu  construiren, 
welcbe  durch  die  gegebenen  Punkte  gehen  und  die  übrigen  Elemente 
berühren.“ 


Nach  dieser  kurzen  Abhandlung  glaube  ich  einen  kleinen  Ein- 
blick in  ein  Gebiet  gegeben  zu  haben,  in  welchem  sich  die  mannig- 
faltigsten und  schönsten  Aufgaben  dor  analytischen  Geometrie  lösen 
lassen. 


Wien,  am  20.  März  1892. 
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XIV. 

Einige  Aufgaben  aus  der  Combinatorik. 


Von 

Alfred  Holtze, 

Gymnasiallehrer  in  Naumburg  a.  S. 


Vorbemerkung.  Die  nachfolgenden  Abhandlungen  siud  ohne 
vorheriges  Quellenstudium  cutstanden.  Es  mag  das  der  Arbeit  zum 
Vorwurf  gereichen  oder  nicht  — jedenfalls  vermag  ich  nicht  zu  ent- 
scheiden, wieweit  die  Resultate  oder  vielleicht  gar  die  Fragen  neu 
sind.  Um  so  wahrscheinlicher  ist  es,  dass  ich  in  der  Art  der  Be- 
handlung von  etwaigen  Vorarbeiten  hier  und  da  abweichc.  Neuheit 
des  Gegenstandes  vermute  ich  für  die  Frage  I,  vielleicht  auch  V, 
sowie  für  dio  Resultate  im  letzten  und  hauptsächlichen  Teile  von 
III,  der  von  den  Combinationen  (im  engeren  Sinne)  handelt. 


I.  Aufgabe  aus  der  Theorie  der  Permutationeu. 

Stellung  der  Frage.  Man  denke  sich  aus  der  vollständigen 
Tabelle  der  Permutationen  von  » Elementen  alle  diejenigen  Com- 
plcxioncn  gestrichen,  in  denen  das  Element  «j  den  Platz  pt  oder 
das  Element  a2  den  Platz  ju  u.  s.  w.  oder  endlich  das  Element  <tk 
den  Platz  pk  iune  hat.  Dabei  werden  dio  Plätze  ptPt . . . pk  (ebenso 
die  Elemente  «,  a2  . . . «*)  als  verschieden  vorausgesetzt.  Wieviel 
Complexioncn  bleiben  übrig? 

Durchführung.  Nennen  wir  die  gesuchte,  übrig  bleibende 
Zahl  /?*,  so  haben  wir: 

Jik  =*  «!  — x 
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wobei  x die  Zahl  derjenigen  Complexionen  bezeichnet,  worin  ent- 
weder a,  den  Platz  p,  oder  den  Platz  ps  u.  s.  w.  einnimmt,  oder 
mehrere  dieser  Fälle  gleichzeitig  eintreten.  Wir  berechnen  zu- 
nächst x. 

Wird  ein  beliebiges  Element  auf  beliebigem  Platze  festgehalten, 
so  bleiben  noch  (n— 1)!  Complexionen  möglich,  d.  h.  der  wte  Teil 

der  früheren  Gesamtzahl  « ! = Zs  also  - . Z.  „ 

n 

s 

Werden  gleichzeitig  zwei  Elemente  an  feste  Plätze  gebannt,  so  bleiben 

und  entsprechend  für  k festgehaltene  Elemente: 

’Z 

(n  &)I  n^n — . . . (71-J-l— I') 


Complexionen  möglich.  Um  aber  x zu  berechnen , haben  wir  die  k 
Elemente  at  . . . nicht  gleichzeitig,  sondern  nach  einander  auf 

k 

ihren  Plätzen  festzuhalten.  Es  scheinen  so  - der  früheren  Gesamt- 

u 

k 

zahl,  also  - . Z Complexionen  möglich  zu  bleiben.  Bei  dieser  Zahl 

aber  sind  alle  diejenigen  Complexionen  doppelt  gezählt,  also  einmal 
wieder  in  Abzug  zu  bringen , bei  welchen  gleichzeitig  zwei  Elemente 
ihre  festeu  Plätze  einnehmen.  Je  eine  solche  Ambe  (z.  B.  gleich- 
zeitig «,  auf  p,  und  aA  auf  p s)  bedingt  die  Subtraction  von 

-7— —TT.  Z 

7i(W  1 ) 


es  giebt  aber  solcher  Amben  Ä-2;  unser  vorläufiges  Resultat 


also: 


lautet 


Das  Resultat  ist  noch  kein  endgültiges : denn  diejenigen  Complexionen 
in  denen  sich  gleichzeitig  z.  B.  «,  auf  p„  «s  auf  pA  und  aA  auf  p;J 
befinden,  sind  zuerst  3 mal  gezählt,  dann  3S  = 3 mal  in  Abzug  ge- 
bracht worden:  sie  sind  also  noch  einmal  hinzuzufügen.  Dasselbe 
gilt  für  jede  andre  Terne  von  Elementen,  die  gleichzeitig  ihre  Plätze 
inue  haben;  also  erhalten  wir  jetzt: 


/ k k*  kA  \ 

\«  n(n — 1)  ' »(« — 1)(« — 2)/  * ^ 
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So  schliesst  man  weiter:  Complexionen  mit  gleichzeitig  richtig  an- 
geordneten 4 Elementen  sind  bis  jetzt  4,  — 4*  -f-  4S  =■  2 mal  ge- 
zählt worden;  zieht  man  sie  also  einmal  wieder  ab,  so  erhält  mau: 

j ^4 \ % 

\n  n(n — 1)  ' n(n — l)(n— 2)  n(n — 1 )(»i  -2)  (n — 3)/  * 

Um  zu  zeigen,  dass  das  Bildungsgesetz  in  dieser  Form  weiter 
geht,  nehmen  wir  an,  es  habe  sich  wie  bereits  für  Amben,  Teruen 
und  Quaterneu  schon  für  diejenigen  Complexionen  als  richtig  er- 
wiesen, in  denen  gleichzeitig  (2/— 1)  Elemente  ihre  festeu  Plätze 
inne  haben.  Wir  prüfen  jetzt  diejenigen  Complexionen,  in  denen 
eben  dasselbe  für  2 1 Elemente  gilt.  Diese  sind  bisher  gezählt  worden 

(20,  — (2Z)8-f-(2Z)5  — h . . . -H2Z)2/-i  = 2 mal 

[man  vergleiche  die  binomische  Entwicklung  von  (1  — 1 )2/  ] ; also  sind 
sic  einmal  iu  Abzug  zu  bringen,  und  unser  Bildungsgesetz  hat  sich 
einen  Schritt  weiter  bestätigt.  Man  prüfe  endlich  die  Complexionen, 
worin  gleichzeitig  (2/-J-1)  Elemente  ihre  festen  Plätze  einnohmen: 
diese  sind  bisher 


(2Z-f-l),  — (2/-j-l)s  + (2Z-}-l)3 — f-  . . . — (2Z-j-  l)a/  =»  0 mal 

gezählt  worden,  müssen  also  einmal  wieder  hinzugefügt  werden. 
Iliernach  ist  unser  Bildungsgesetz  abermals  einen  Schritt  weiter  und 
somit  allgemein  als  richtig  bewiesen,  und  wir  erhalten  endgültig: 


x 


r ^3 1 

i»(n — 1)  n(ri — I )(n — 2) 


Hiermit  ist  auch 
allgemein  gefunden. 


»(»  - 1) 


__l 

• • (n-j-1— Ar)  j 


Jik  = n\  — x 


Specialisiruug.  Am  interessantesten  ist  der  Fall  k — «, 
wobei  also  jedem  Elemente  ein  bestimmter  Platz  versagt  ist,  näm- 
lich jedem  wieder  ein  anderer.  Wir  erhalten  dann: 


- n 1 11- » + - «(»-in»— 2)  + - • 

...  + (— D”  •„,} 

-»!  + ■ ■ • + (-!)*. 


(«) 


Es  ist  aber 
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X- 


also 


«*-l  + i + 2i+8j  + - • • 

.,1,1  1 , . . r 

t 1 =*  1 2I  * ' • in  inf- 


Fügen  wir  nun  in  dem  Ausdruck  (a)  für  Itn  noch  die  Glieder  hinzu : 

X K»-hD!  (n-f- 2)  ! ' • * * j 

so  ist  deren  absoluter  Betrag  gleich 

" ' fc+Ü!  “ ((^RTi  ~ (S+Sjl)  ~ ( ' • } ~ ( • • • } 

1 


also 
< ”! 


f„-+iyp  <*■  h < qri  odcr-  woil  » = < i 


Jene  Zusatzglieder  halten  sich  also  innerhalb  der  Grenzen  -{-£  und 
— 1 derart,  dass  diese  Grenzen  selbst  ausgeschlossen  sind.  Bezeichnen 

wir  nun  durch  die  dem  Bruche  ^ zu  nächst  liegende  ganze 

Zahl,  wobei  wir  über  den  zweifelhaften  Fall,  dass  - eine  ganze  Zahl 
plus  $ ist,  hier  hinweggehen  dürfen,  so  haben  wir: 

Ryi  = • • • oder  in  Worten : 

,,Es  giebt  solcher  Complexiouen,  in  welchen  jedem  Elemente 

ein  bestimmter  Platz  versagt  ist,  nämlich  jedem  wieder  ein  anderer.“ 


Beispiele.  « ==«  1 
»»  = 2 


giebt  />(;) 


0 


»» 


P ^ = 1 (uäralich  ba,  wenn  dem 

a der  lte,  dem  b der  2tc  Platz 
versagt  ist) 


n ~ 3 
n = 4 


»» 


2 = 2.1  (Ära,  cab) 


rO  - 

/24\ 

Pf —J  = 9 = 3.3  (bade,  heda, 

bdac\  cadb , edab , cdba\  dabc , 
de  ab,  deba) 
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n = 5 

giebt  = 44  - 4. 11 

n = G 

/720\ 

pi—J  = 2G5  = 5.53 

» *=  7 

/5040\ 

J = 1854  = 6.309 

/»  *=  8 

p(^~j  = 14833  = 7.2119 

« = 9 

M 

P ^362^880^  _ 133496  = 8 . 16G87 

n =»  10 

» 

P (362  8800 j — 133  4961  -9. 1 48  329 

/»,,  ist  stets 

teilbar  durch  (»—!)“. 

Es  ist  nämlich  nach  Gleichung  («) 


Rh  = n!  — n!-|-[»i(w—  1)  . . . 4.3]  — [»(»  -1)  . . .5.4] 
~J~  [w(b  — 1 ) . . . G . 5]  — [-  . . . 

+ ( — 1)M_1  .{n(n  — 1)  (/» — 2) — n(n  — !)-]-/»  —1} 


Die  Teilbarkeit  durch  («—  1)  leuchtet  ciu,  wenn  mau  die  beiden 
letzten  Posten  des  Aggregats  » und  — 1 zu  («  — 1)  zusammenfasst. 
Aber  auch  a priori  Hess  sich  diese  Teilbarkeit  erkennen.  Man 
führe  neue  Bezeichnungen  für  die  Elemente  ein  derart,  dass  dasjenige 
Element,  dem  der  lte  Platz  versagt  ist,  a heisst;  ebenso  sei  der 
2te  Platz  dem  der  3to  dem  c versagt  u.  s.  f.  Die  Aufgabe  lautete 
dann:  „Wieviel  Permutationen  giebt  es,  worin  weder  « den  lteu 
noch  b den  2teu  Platz  u s.  w.  einuimmt?“  Teilt  mau,  wie  üblich, 
die  fertige  Permutationstabelle  in  Ordnungen  ein,  so  fällt  für  unser 
Problem  die  Ordnung  a ganz  aus.  ln  der  Ordnung  1 fallen  die  Be- 
dingungen für  die  Elemente  a und  b fort,  denn  in  ihr  nimmt  a nicht 
den  1 ten  und  b nicht  deu  2ten  Platz  ein;  cs  bleiben  nur  die  Be- 
dingungen für  dio  (»  — 2)  übrigen  Elemente  bestehen.  Dasselbe  gilt 
auch  dann  noch,  wenn  b als  Kopf  der  Ordnung  cousequeut  gestrichen 
wird:  dann  ist  diese  ihres  Kopfs  beraubte  Ordnung  eine  geschlossene 
Permutatioiistabelle  von  (»—1)  Elementen,  welche  (n — 2)  der  be- 
kannten Bedingungen  zu  erfüllen  haben;  der  Numerus  dieser  Ord- 
nung ist  also  ein  Genau  dieselbe  Ueberleguug  lässt 

k—u—2 

sich  aber  auch  an  deu  übrigen  Ordnungen  vornehmen:  für  die  Ord- 
nung c fallen  die  Bedingungen  fort,  denen  sonst  a und  c zu  genügen 
haben;  nach  Streichung  des  Orduungskopfes  c erhält  man  wieder 
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eine  Tabelle  mit  Coinplexionen.  Selbst  wenn  nun  diese 

k=n—2 

Hk  unbekannt  sind,  müssen  sie  doch,  weil  bloss  von.(w— 1)  und 
(n — 2)  abhängig,  einander  gleich  sein ; es  zerfällt  also  das  in  Rede 
stehende  /?»  in  (»—1)  gleichgrosse  Gruppen,  ist  also  durch  (n  — 1) 
teilbar.  Man  vergleiche  das  oben  durchgeführte  Beispiel  n = 4. 


Recursionsformel  zur  Berechnung  der  i?M. 

Weil 

- p(t)  und  ) 

so  muss  ungefähr  (n  + l)mal  80  gross  sein  als  Itn.  Ein  Blick 

auf  die  gegebenen  Beispiele  bestätigt  dies  und  zeigt,  dass  der  Unter- 
schied zwischen  und  + immer  nur  ±1  beträgt.  Es 
lässt  sich  dies  leicht  allgemein  beweisen. 


Der  absolute  Wert  der  zum  ursprünglichen  Ausdruck  von  J?* 
zum  Zweck  der  Einführung  des  e hinzngefügten  Glieder  ist,  wie 


oben  gesagt,  < 


u-j-1 

und  ungeradem  »,  so  haben  wir: 


Unterscheiden  wir  zwischen  geradem  und 


Hin  - (2n) ! 


also  > 


(2n)I 
_ ________  • 


Differenz  zwischen  beiden 


1 

^ 2n+l’ 


also: 


Ihr 


m 


(2»)  ! t 


e ’ 2»  + 1 

wobei  £ > 0 und  < 1 ist. 

Dagegen : 

^2»+i  = (2n  + l)  ! ji  j * ' * (2n+7) 

, (2n  + l)l  _ l 

also  < , Differenz  < a^s0 : 

/ (2w  — j—  1)  1\  (2» + 1)1  f 

fiä“+‘  - 1[-~e j = 6 2^  + 2 


Daher  ist: 


(2»+l)Ä2n  = ^-w-—  ^ ■ + £ «=  ganze  Zahl 


und  andererseits: 
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7?2»+l 


(2»  + l) 


2n+  2 


ganze  Zahl. 


Da  £ und 


r 


beide  positiv  und  < 1 sind,  so  müssen  (2n+l)722„ 


2n+2 

und  i?2n+i  benachbarte  ganze  Zahlen  sein,  und  zwar  ist  Rm+i 
die  kleinere,  also: 

/?2n+l  = (2n  + 1)  722«  -1 
Entsprechend  folgt  aus 

(2»  4- 2)! 

(2r*  -f-  2)Ä2»i+i  = — £ *=  ganze  Zahl 


und 

dass 


_(2n  + 2)!  r 

^12».  f 2 = + 7 


ganze  Zahl, 


e ■ 2«  -{-3 
Ä2M+2  =*  (2n-{-2)Ä2H+l  + l ist. 

Die  gefundenen  Resultate  lassen  sich  zusammenfassen,  nämlich: 


(ß) 


Rn  — n/2,,_i  + ( — l)n,  also  = (—1)’*  (mod  n) 


und  zugleich  nach  dem  Früheren 

= 0 (mod  n — 1) 

Nach  der  gefundenen  Formel  ( ß ) lassen  sich  die  72«  leicht  berechnen. 

Noch  eine  zweite  Recursionsformel  lässt  sich  herleiten.  Es  ist 
nach  Gleichung  (ß): 

I 

Ri  = 0 \ also,  indem  wir  summiren: 

722  = 272,+l  1 2»  2«— 1 

a)  2 Ri  — 2 (*+l)72,+l  oder 

1 1 

2n— 1 

Rin  — 2 *72,+ 1 z.  B. 

1 

R6  - l+721+272g+3723+4724+5725 
2n+l  2» 

b)  2 72,  = Z(*+l)72,  oder 

1 1 

2« 

722»  fi  = 2 iRi  z.  B. 

1 

/ J27  = 721+272s+3723+4724+5725+G72ö 


723  = 3722 — 1 

724  = 472s+l 

725  = 5724 — 1 


Rin  ==  2n722«— 1+1 
722»  |i  — (2»+1)722h — 1 
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Will  man  zusammenfassen,  so  kann  man  schreiben: 


Rn 


n-1 

2 

1 


iRi+ 


1-H-P» 

2 


II.  Darstellung:  des  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen 

gegebener  Zahlen. 


Um  kürzer  sprechen  zu  können,  betrachten  wir  die  gegebenen 
Zahlen  als  Nenner  von  Brüchen:  dann  haben  wir  es  mit  der  Auf- 
suchung des  (kleinsten)  „Generalnenners“  zu  tun.  Zwei  Nenner  A 
und  /i,  die  relativ  prim  sind,  haben  ihr  Product  AR  zum  General- 
nenner. Besitzen  A und  B einen  gemeinsamen  Divisor,  sodass  man 

A = /a,  B = fb 

setzen  darf,  wobei  a und  b relative  Primzahlen  sind,  so  ist  ihr  Ge- 

AB 

neralnenner  fab  oder  — — Wir  gehen  zu  drei  Zahlen  über.  In 
dem  Beispiel 

A = 3.5,  = 3.7,  (7  = 5.7 


ist  der  Generalnenner 

N=z  3.5.7,  d.  h. 


N 


ABC 

3.5.7 


man  hat  also  das  Product  ABC  durch  das  Product  der  gemein- 
schaftlichen Divisoren  (3)  von  A und  2?,  (5)  von  A und  C und  (7) 
von  B und  C zu  dividiren.  Diese  Regel  ist  aber  keineswegs  all- 
gemein gültig.  Die  Zahlen 


ergeben 


A = 2 . 3 . 5,  B=  2.3.7,  C = 2 . 5 . 7 
W=  2. 3. 5.7 


nach  obigem  Verfahren  behandelt  würden  sie  das  falsche  Resultat 


_23^32.5^7^ 
2. 3. 2. 5. 2. 7 


3.5.7 


ergeben ; es  muss  also  im  Zähler  noch  der  gemeinschaftliche  Divisor 
aller  drei  Zahlen  A , Z?,  <?,  der  im  ersten  Beispiel  = 1 war,  hinzu- 
gefügt werden. 

Dass  das  modificirte  Verfahren  bei  drei  Nennern  stets  zum 
richtigen  Resultat  führt,  kann  leicht  bewiesen  werden.  A , B,  C 
mögen  den  ihnen  allen  gemeinsamen  grössten  Divisor  f besitzen,  also: 


19* 
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A = fA\  B = fß\  C fC' 

Die  Grössen  A\  B\  C'  alle  drei  können  nun  keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor  mehr  besitzen,  wol  aber  die  aus  ihnen  gebildeten 
Combinationen  zu  je  zweien:  so  mögen  A‘  und  B\  A'  und  C\  B' 
und  C'  bezüglich  dio  grössten  gemeinsamen  Factoren  g 2,  g 8 

haben:  daun  sind  die  Grössen  </,  jede  zu  jeder  anderen,  relative 
Primzahlen,  weil  anderenfalls  der  Factor  f zu  klein,  also  falsch  ge- 
wählt worden  wäre.  Daher  muss  in  A'  so  wol  der  Factor  gl  als  der 
Factor  g2  enthalten  sein  u.  s w.,  also: 

A!  = gx  g*  . B'  = gigli  . b ; C'  = y*gs  . c 


Wir  behaupten  nun:  der  Generalnenner  von  A\  B‘ , C'  ist 

N’  — 9i<Jz!habc 


und  folglich  der  von  A,  B , C : 

N •=  fNr  = fg1g*g3abc 


Erstens  nämlich  ist  A'  überhaupt  ein  gemeinschaftliches  Viel- 

N'  N'  A' 


faches  von  Ä,  B',  C' , und  die  Quotienten 


Ar*  B”  C 


7,7  sind: 


Ql  — </3^,  Q*  = </2ac,  = gx  ab 

Um  zweitens  zu  zeigen,  dass  A'  die  kleinste  Zahl  dieser  Art 
ist,  beweisen  wir,  dass  die  drei  Quotienten  Q keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor  mehr  besitzen.  Nach  der  Delinition  der  Grössen  g 

A'  , B1  , . . A'  C'  B’  . C 

müssen  und  relativ  prim  sein,  ebenso  — und  — » — und  — ; 
9i  Oi  9i  9t  9s  9s 

also  ist 

1)  gta  ZU  y^b,  2)  gxa  zu  </3c,  3)  gx  b zu  g2c 

relativ  prim. 

Nuu  ist: 

Qi  = c gäb 
Qg  c ’ g*a 

folglich  nach  1 ) c grösster  gemeinsamer  Teiler  von  Q,  und  Q*. 
Dieser  aber  ist  relativ  prim  zu 

Qj  = 9i  ab 


weil  er  es  einzeln  zu  gu  zu  a und  zu  b ist  nach  2),  2),  3).  Also 
ist  wirklich  N‘  der  Generalnenner  zu  A\  B\  c’  und  folglich  N der 
zu  A,  B , C. 
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Andrerseits  ergiebt  das  beschriebene  Verfahren  den  Ausdruck: 


f9(g-ig*  ffa)1 . abc 

fg\  • fg*  • fOi 


f = fü\ 


d.  h.  N 


In  gleicher  Weise  findet  man  den  Generalnenner  zu  vier  gegebenen 
Nennern  A , B , G’,  D durch  die  Formel: 


ABCD.nct" 
net'  et"' 


Dabei  bezeichnen  die  d",  die  dm  und  et"'  die  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  von  je  zweien,  von  je  drei  und  von  der  Gesamtheit 
der  vier  Zahlen.  Zunächst  nämlich  mögen  die  Zahlen  A,  B , C\  D 
den  grössten  gemeinsamen  Divisor  f besitzen: 

A = fA\  B = //>',  C = fC\  D — fD' 

Die  grössten  gemeinsamen  Divisoren  von 

A'B‘C\  A1  B'  D\  A’C'D\  B'CD' 


seien  bezüglich 


0 1 » U 2»  03»  04 


Die  Grössen  g sind,  paarweis  zusammeugestellt,  relative  Primzahlen, 
weil  anderenfalls  f zu  kleiu,  also  falsch  gewählt  worden  wäre.  Daher 
muss  z.  B.  A‘  sowol  den  Factor  gx  als  g ä als  g3  enthalten,  also: 

A‘  = gt  gzgzA"f,  B’  = g\g%giB' ; C’  — gy gzgKC"\  D'  = g»gzg*D" 


Endlich  mögen  die  grössten  gemeinschaftlichen  Divisoren  der 
Zahlenpaare 

A"B",  A"C”,  A"D",  B"C ",  B"  D” , C"D" 

sein: 

/ij,  h. j,  /<3,  ht,  Aa,  Äg 

Auch  die  Grössen  h sind,  paarweis  zusammengestellt,  relativ 
prim.  Denn  hätten  z.  B.  hx  und  As  oder  aber  ht  und  hü  noch  einen 
gemeinschaftlichen  Factor,  so  wäro  im  einen  Falle  gx , im  anderen 
f zu  klein  gewählt  worden.  Daher  enthält  z B.  A " neben  einauder 
die  Factoren  /<J}  /t2,  /<3,  und  wir  erhalten  dio  Ansätzo: 

A"  = hih^h^a^  B”  = hlliAihbl)\  C"  «=  A2Ä47tg c \ D"  = hbhbh6(l 

Also  ist  nun: 

A “ /0i0s03  MA  a C = /ü7,^4  KKK  c 

B — /fa  0204  & 0 — 7*020304  Ä3Ä5Ä6 

Wir  behaupten  nun:  der  Generalnenner  von  4,  i7,  6',  Z>  ist 
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N =->  fgx  fl  2*73*74  *i  *2*3*4*5*e  abcd  = f . ng  . nh  . abcd 

Offenbar  ist  N überhaupt  teilbar  durch  A,  B , C,  D.  Dass  aber  N 
die  kleinste  Zahl  dieser  Art  ist,  beweisen  wir,  indem  wir  zeigen, 
dass  die  vier  Quotienten 


Qi 


JV 

Ä* 


Qi 


N 

B' 


q3 


N 

c 


N 

ü 


keinen  Factor  gemeinschaftlich  haben.  Es  ist: 


Ql  __  hC(l  9\Khh  und  Qi  _ V* 

Qi  h6cd  ' fl3 hji$ a Q4  hxab  ' fl,  hsh4  c 


Nun  dürfen  nach  der  Definition  von  gx  die  drei  Quotienten 


A'  B'  C' 

r = ^3W«ai  r~  = omhh&bb\  r “WiWi« 

9i  9 1 ^1 

keinen  Factor  mehr  gemeinschaftlich  haben;  Factoren,  die  zweien 
dieser  Quotienten  gemeinsam  sind,  müssen  also  zum  jedesmaligen 
dritten  relativ  prim  sein.  So  erhalten  wir:  gih1  ist  relativ  prim  zu 
0sfl4  *2*4*6°  u.  s.  w.  Aehnlicho  Bedingungen  ergeben  sich  aus  der 
Definition  von  g s,  g3  und  g4.  — Ferner  müssen  nach  der  Definition 
von  7it  die  Quotienten 

A"  B” 

)-  = ***s«  und  j-  — A4A5* 

relativ  prim  sein  u.  s.  f.  Stellt  mau  so  sämtliche  Bedingungen  auf, 
so  erhält  man  folgende  Tabelle,  in  der  die  relativen  Primzahlen 
bloss  durch  einen  zwischengesetzten  Strich  als  solche  bezeichnet 
worden  sind: 


9zhi 

0304***4*6  c 

01* 2 

0204  *3*6*6  ^ 

h^h^a 

7*4*6* 

03*2 

0204*1*4*5* 

02*3 

0104  *2*4*6  c 

*4*6  c 

04*4 

0203  *i*2*a  a 

9 4*6 

«es 

IC 

‘V' 

(C 

• cc 
ft 

*6*6  d 

01*  l 

0304  *a*6*6  d 

fli*4 

0203  *8*5*6  d 

*1*6  * 
*1*4* 

h^hß  c 

0a*a 

0i04*i*4*a  b 

02*5 

0103*2*4*8  c 

JlJlA  C 

kehr,  d 

04*5 

0103  *1*2*3  a 

05*6 

0102* 1*4*5* 

Aus  der  Tabelle  folgt  (was  man  teilweise  schon  weiss):  1)  alle  g 
sind  unter  einander  relativ  prim ; 2)  ebenso  alle  * ; 3)  ebenso  <*,  £, 
c,  d unter  einander ; ausserdem  aber  4)  (bei  derselben  Schreibweise 
wie  soeben): 


Digitized  by  Google 


Ho  Itzt:  Einige  Aufgaben  aus  der  Combinatorik. 


295 


9\ 

9i 

93 

9x 


A3,  Ag,  Aß,  ^ 
Ag,  A4,  Ag,  C 
An  A4,  A5,  A 
Au  A*,  Ag,  a 


A3 


i7s?  ci  ^ a 

04»  A,  ^ A 

^4>  A,  c c 

0*»  f7s>  ai  d d 

9i>  93i  a>  c 

9xi  9n  ai  A 


9n  A4,  A5,  ä6 
<7s>  A2,  A3,  Ä6 
£7a*  Aj,  A3,  A5 

<7i,  Aj,  A,,  Ä4 


Qi 


Qa 


Hiernach  erkennen  wir  nun,  dass  die  in  den  Quotienten  — * und  ■— 

Qa  Q-i 

vorkommenden  Brüche  ^r~jr~  und  dt . 8 ^ unkürzbar  sind,  und 

Ö3hih3  a <7iAA  c 

dass  also  die  Producte  h6cd  und  At«A  die  grössten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  von  und  Q2>  von  Q3  und  Q4  darstellen.  Diese 
beiden  Producte  sind  aber  nach  der  obigen  Tabelle  relativ  prim. 
Daher  haben  die  vier  Quotienten  keinerlei  Factoren  gemeinsam,  und 
N ist  wirklich  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  A , 
B,  C,  D. 

Nun  behaupteten  wir,  N lasse  sich  finden  durch  die  Formel: 

AB  CD  . Ti  d'" 

N~  nti'.tr 

Man  erhält: 

ABCD  = fA  . (ny)*  . (7TÄ)2  . alcd 
*tt’  = fgxg%lix  . fgxgzh2  . fg^h^  .fgxg^  . fg«gx  A5  . fg^ hQ 

— fG  . (ng)3  . lih 

nd"  — fOx  • füi  • fgz  • f9i  = f*  • n9 
d""  = f 

folglich : 

ABCD  . ndm  f 8 . (jty)*  . (rcÄ)2  . «Acrf 


tuT  . d"" 


f1  • (^)8  • ^A 


= f . ng  . 7ih  . aAcr/,  d.  h.  = iV 


Allgemein  gilt  für  m Nenner  ABC . , . L das  Gesetz,  dass  ihr  Ge- 
neralnenner ist 


N 


AB  . . . L . nd!"  . 7rrfF  . 

. lut'  . 7tdir  . ndYI  . . 


(1) 


Diese  Formel,  die  natürlich  bloss  für  die  Theorie,  nicht  auch 
für  die  Rechenpraxis  Bedeutung  besitzt,  beweisen  wir  folgender- 
maßsen.  Die  Primzahlen,  die  in  den  Grössen  AB  . . . L überhaupt 
Vorkommen,  mögen  pxVt  • • • P*  heissen.  Dann  können  wir  an- 
setzen: 
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A = />,“>  pf*  • • • P*®*  } 

D = ptßi  p^ß*  • • • pkßk  I 

) wobei  die  Exponenten 

L = Pi"1  Pt  * • • • pk'k  ) 


> 


0 sind. 


Der  Generalnenner  wird  sein: 


AT  =*  pjr,|)/2  . . . pkvk  (2) 

wobei  v,  die  grösste  der  Zahlen  a,  ßt  . . . A„  vi  die  grösste  der 
Zahlen  a3ß*  . . . A,  u.  s.  w.  bezeichnet. 


Die  Gleichung  (1)  wird  also  richtig  sein,  wenn  sich  beweisen 
lässt,  dass 


P*1  Ptr*  • • • P*r*  *“ 

. . . -f-A1-j-Zo)1w-|-^wiv~b  • • • ...  ... 

P\  • Pt  • Pz  • • • 

... 

P\  ’ Pi  ‘Pi  ... 

ist.  Hierbei  bezeichnet  «/'  immer  die  kleinere  von  zwei  nach  Art 
von  Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  der  Reihe  a1ß1  . . . A, 
herausgegriffenen  Zahlen,  und  falls  solche  zwei  Zahlen  von  gleicher 
Grösse  sind,  eine  derselben;  ebenso  ist  w/"  immer  die  kleinste  von 
drei  solchen  Zahlen  u.  s.  w.  Die  Richtigkeit  der  letzten  Gleichung 
ist  bewiesen,  wenn  sich  die  Exponenten  der  einzelnen  Primzahlen 
beiderseits  als  gleich  gross  herausstelleu;  dieser  Nachweis  braucht 
nur  für  einen  beliebigen  Primfactor,  z. B für  p,  geführt  zu  wer- 
den. Die  zu  beweisende  Gleichung  lautet  also: 

+ • .+li-J5»f+Z»r-2nn . . . (3) 

Wir  müssen  jetzt  wissen,  in  welcher  Reihenfolge  die  a«|3,.  . . A, 
ihrer  Grösse  nach  auf  einander  folgen.  Wir  setzen  deshalb  voraus, 
dass  die  m Zahlen  A,  2?,  . . . L von  vornherein  so  geordnet  worden 
sind,  dass 

> _ > > > . 

oft  c~,  ßi  — - y»  — • » • — A« 

ist.  Daun  ist  v,  = und  die  zu  beweisende  Gleichung  (3)  geht 
über  in 

0 «=*  0»-fy.+  • * • E&t" — *£<öi*r-{-  — ...  (4) 

Um  2W'  zu  bilden,  haben  wir  von  folgenden  Zahlenverbindungen: 
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Uißij  Cfj y *' i • • • öl  ßifiy  « » • ßj^ii  •••••• 


jedesmal  'die  kleinere  Zahl  zu  wählen  und  allo  diese  kleineren 
Zahlen  zu  addiren.  Sollten  zwei  oder  mehr  benachbarte  Grössen 
gleich  gross  sein,  z.  B.  /?,-,  y,,  fl,,  so  ist  es  an  sich  gleichgültig,  ob 
wir  bei  Aufstellung  der  Amben  /?,y,-,  0,  d,  , y,<5,-  der  gesuchten  Summe 
die  Beiträge  ß, ■ oder  y,  oder  d,  zuführen.  Wir  setzen  aber  fest, 
dass  auch  in  diesen  Fällen  stets  die  als  späteres  Element  angeord- 
nete  Zahl  gewählt  werden  soll,  also  in  dem  genannten  Beispiel 

y,  + A*  + A«-  Sonach  erhalten  wir : 

/*.  -f-y« -f- A»+ • • • ~M«  \ 

-f-  y,  -f  fl»  + • • • + f 

—j—  fl*  ~4~  • • • ^ 

+ • • • Ä 

-M,-  ) 

— ßi  ~f~  2y*  — |—  3d*  — {—  . . . -J-(m — 1)A« 
Allgemein  wollen  wir  jetzt  -£ta,(A)  bilden,  wobei 

h ^ m 


seiu  muss.  Dazu  haben  wir  alle  Combiuationen  der  Zahlen  er,  /3,..  A, 
zur  Aten  Classe  ohne  Wiederholung  zu  bilden,  ans  jeder  Combi- 
natiou  die  kleinste  Zahl  — oder  besser  gesagt:  die  jedesmal  au 
letzter  Stelle  stehende  Zahl  — herauszugreifeu  und  die  so  gewonne- 
nen Zahlen  zu  addiren.  Dabei  wird  eine  beliebige  Zahl  ft  so  oft 
in  der  Summe  Vorkommen,  als  es  Combiuationen  der  Elemente 
a'ßi  . . . A , zur  Aten  Classe  giebt,  in  denen  ft  das  an  letzter  Stelle 
stehende  Element  ist,  oder  auch:  als  es  Combiuationen  der  Elemente 
ctißi  . . .ft  zu  je  h giebt,  worin  das  letzte  Element  ft  wirklich 
vorkommt.  Ist  nun  a das  dem  ft  unmittelbar  vorausgehende  Ele- 
ment, so  lässt  sich  unser  Resultat  auch  so  formulireu:  ft  wird  in 
der  Summe  so  oft  Vorkommen,  als  es  Combinationen  der 

Elemente  er,/?,  . . . r,  zu  je  h — 1 giebt.  Ist  f,  das  rte,  also  £,  das 
(r — 1)  te  Element,  so  kommt  also  ft  {r—  1)a-i  mal  vor.  Also  er- 
halten wir: 

2(0^*)  = 1k-\ßi  -|-2a-i  y,  -}-3A_i  fl,-f-  . . . -j-(r — l)*-ift-f-  . . . 

• • • (»t — 1)*— i A,' 

Die  Gleichung  (4)  wird  nun  dann  richtig  sein,  wenn  sich  nach- 
weisen  lässt,  dass  jede  einzelne  unter  den  Zahlen  /?,  y,-  . . . A,  nach 
der  Zusammenfassung  verschwindet.  Der  Coefficient  von  ft  in  dieser 
Gleichung  aber  wird: 
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l-(r-l),+(r-l),-(r-l)H . 


Da  aber 


• +(- 1)"— 1 (r-1)— i 


ist,  ist  dieser  Ausdruck  identisch  mit 

l-(r-l )i+(r-l),-+.  .+(“Dr-1(r-l)r-l  = (1-1)*-1  = 0 

Hiermit  ist  dio  Richtigkeit  der  Gleichung  (4)  und  somit  auch 
der  Lehrsatz  (1)  bewiesen.  Schreiben  wir  statt  des  Productes  aus 
den  Zahlen  -4,  B,  . . . L der  Gleichförmigkeit  halber  nd\  so  haben 
wir  das  Resultat: 

7t d'  . n d!"  . ndv  . . . 
net'  . 7tdIV  . 7t dVI  . . . 

Boispiol  zur  Erläuteruug  der  Gleichung  (3).  Es  handle  sich 
um  füuf  Zahlen  A , B,  . . . , in  denen  neben  anderen  Prim- 
factoreu  dio  Primzahl  p vorkommt  und  zwar  in  den  Potenzen: 

P5>  Vx  i P5>  P7>  P*  (£  entweder  ■=  1 oder  = 0) 

Wir  ordnen  die  Exponenten  nach  ihrer  Grösse: 

7,  5,  5,  1,  £ 

Dann  soll  nach  Gleichung  (3)  sein: 

7 = (7+5+5+l+£) — (5+5+l+£+5+l+£+l+£+f) 

+(5+i f-f-i +£+f_l~i 4_£4“£_f'£)  ~ ( i £+£+£+£)+£ 

Dies  bedeutet  für  £ = 0: 

7 = 18-18+8  — 1 

und  für  £ = 1 : 

7 «=>  19  — 22  + 14  — 5 + 1 

beides  Identitäten. 

Zwei  Beispiele  zu  Gleichung  (1). 

I)  A = 2».5*.7;  Ä = 2 . 38  . 7 ; C=3*  .11; 

D = 5 . 7 . 11 

Dio  d !"  sind  hier: 

2.7;  1;  5.7;  3*;  7;  11 

die  d!"  sind 

1;  7;  1;  1 

endlich  ist  dlv  = 1 

Also  wird 
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nd’  . ndm  24  . 35  . 53  . 73  . II2  X 7 
nd"  . d*y  ™ 2 . 32  . 5 . 73  . 11  X ‘f 

= 23 . 3S  . 52 . 7 . 11,  d.  h.  das  richtige  iV 

II)  ^i  = 2 . 38.72;  = 32 . 5 . 11 ; C=  24 . 3 . 7 . 11 ; 

D = 2 . 34 . 5*  . 7 

Die  </"  sind  hier : 


32;  2.3.7;  2 . 33  . 7;  3.11;  32 . 5;  2.3.7 
die  dm  sind 

3;  32;  2.3.7;  3;  endlich  ist 
div  — 3 

Folglich: 


nd’  . ndm  26 . 310 . 53  . 74  . II2  X 2 . 35  . 7 
nd”  . d1*  = 23 . 310 . 5 . 73  . 11_X  3 

« 24  . 34 . 52 . 72  . 11  ~ N 


III.  Addition  gewisser  aus  den  combinatorischen  Operationen 

hervorgehender  Zahlen. 

Stellung  der  Aufgabe.  Gegeben  seien  Elemente,  die  ent- 
weder selbst  Zahlon  sind  oder  Zahlenwerte  besitzen.  Diese  Elemente 
sollen  permutirt,  variirt  oder  combinirt  werden.  Die  einzelne  Com- 
plexion  erscheint  in  der  Form  einer  mehrziffrigen  Zahl,  z B.  die 
Complexion  4073  als  viertausend  dreiundsiebzig.  Um  indes  die  Auf- 
gabe etwas  allgemeiner  zu  fassen,  sollen  die  Stellenwerte  der  ein- 
zelnen Elemente  in  einer  Complexion  wie  4073  nicht  unbedingt 
Potenzen  der  10  sein,  auch  nicht  notwendig  Potenzen  einer  anderen 
Zahl,  sondern  beliebig  gegebene,  Werto  AtAs  . . . , sodass  der  Com- 
plexion 4073  der  Wert  4A,-{-7yl3-{-3A4  zuzuschreiben  wäre.  Hier- 
nach sind  als  Elemente  auch  mehrziffrige  gauze  Zahlen,  sowie 
Brüche,  negative  Zahlen  u.  s.  w.  zulässig.  Die  Complexion  cafgd 
bat  jedenfalls  den  Wert  cA^aA^fA^gA^dA^  Solcher 
Werte  gehen  durch  die  vorgeschriebene  Umstellung  der  Elemente 
eine  grosse  Zahl  hervor:  all  diese  Werte  sollen  addirt 

werden. 

Lösung  für  Permutationen.  Wir  behandeln  sogleich  den 
allgemeinen  Fall,  dass  unter  den  Elementen  auch  gleiche  Vorkommen: 
es  seien  a Elemente  a,  ß Elemente  b u.  s.  w.  gegeben,  kurz: 

aabßcY  . . . 

Man  nenne  die  Zahl  aller  Elemente  n,  also: 


300 


IJoltze : Einige  Aufgaben  aus  der  Combinatorik. 


n 


Steht  « an  vorderster  Stelle,  so  hat  es  den  Wert  aAx:  solcher  Com- 

(»-!)! 


plexionen,  die  mit  a beginnen , giebt  es 


*,  analog 


(a — 1 ) ! ß!  y!  . . . 
sind  die  Ausdrücke  für  b,  c,  . . . Somit  ist  der  Beitrag  der  au 
vorderster  Stelle  stehenden  Elemente  zu  der  zu  bildenden  Summe: 


[ _ a(tt— 1L! i , 1 

L(a-l)!  ß!  y!  . . . “T“  a\  (0—1)1  y\ . . . * * * J ‘ 


al  ßl  y 1 . . 
Hierbei  ist 


(»—1)1  q _ 
a!  ßl  y\  . . . 


. A% 


q = aa-\-bß  -|—  -J—  . . . 

dio  „Quersumme“  der  gegebenen  Complexion. 

Steht  a an  zweiter  Stelle,  so  hat  es  den  Wert  aA2',  ebenso  an 
dritter  Stelle  den  Wert  aAs  u.  s.  w.  Es  giebt  nun  wieder 

(7i — 1) ! 

— — j Com  plexionen,  worin  a an  zweiter  Stelle  steht, 

und  ebenso  viele,  worin  es  an  dritter  Stelle  steht  u.  s.  f.  Analoges 
gilt  für  c,  . . . ; daher  erhält  man  als  Ausdruck  der  gesuchten 
Summe: 

(»—!)!  q 


S 


a!  ß\  y ! . . . 


. ZA 


Bemerkenswert  ist  bei  diesem  Resultat,  dass  nicht  notwendig 
— eino  ganze  Zahl  zu  sein  braucht,  obwol  es  dies 


t* ! ß ! y ! . . 

z.  B.  immer  ist,  wenn  » eine  Primzahl  ist:  in  solchen  Fällen  hebt 
dann  der  Factor  q (denn  Za  kann  jeden  beliebigen  Wert  annehmen, 
z.  B.  auch  den  Wert  1)  deu  übrig  bleibenden  Nenner  fort  Bei- 
spiele: 


Für  n 


Für  n 


=»  6 

ist 

5! 

5 

41  2! 

“ 2’ 

5! 

10 

3!  3! 

“ 3 ’ 

- 8 

ist 

71 

35 

41  4! 

” 4’ 

aber  4«  -f-  2b  = 0 (mod  2) 
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Die  Ganzzahligkeit 
Elementen  «,  5,  c . 


des  Factors 


(n — 1)1  q 


« ! ßl  y\ 


bei 


ist  also  ein  Nebenergebniss. 


ganzzahligen 


Beispiel  zur  obigen  Summeuformel: 

3 ! 22 

2 1885  =>  — jj-y-  . ZA  = 66  ZA 


z.  B.  für  Ax  «=  1000,  A2  = 100,  Aä  = 10,  Ax  — 1 : 

= 66  . 1111  — 73326 

für  Ax  = 1,  At  = A3  — A4  = 0 gleich  66  . 1 = 66 
für  At  = A2  = = A4  = 1 gleich  66  4 = 264 

für  27.4  «=  0 gleich  null. 

Lösung  für  Variationen  ohne  Wiederholung.  Die  » 
Elemente  abc  . . . n sollen  z.  B.  zur  sechsten  Classe  variiren.  a 
kommt  au  erster  und  ebenso  an  zwoiter,  dritter  Stelle  u.  s.  w. 

(n — 1)  (n — 2)  . . . (n  -5)  mal 

vor.  Mit  Berücksichtigung  des  Stellenwertes  erhält  man  als  Beitrag 
des  a zur  gesuchten  Summe: 

(« — 1)  (n — 2)  . . . (n — 5)  . a , ZA 

Gauz  dasselbe  gilt  für  £,  c . . . ; also : 

S = (71 — 1)  (w  — 2)  . . . (n — 5) . q . ZA 

wobei 

q •==*  o -|-  b c -{-  ...  -j-  n 

allgemein  für  Variationen  fcter  Classe: 

= (n — 1)  (ti — 2)  . . . (n-f-l  - k)  . q . ZA 

Der  Specialfall  k = n führt  auf  Permutationen  mit  lauter  ver- 
schiedenen Elementen  zurück:  mau  erhält  in  Ueberoinstimmung  mit 
dem  Obigen 

S = (?t — 1)!  q . ZA 


Variationen  mit  Wiederholung.  Handelt  es  sich  um  die 
He  Classe,  so  tritt  jedes  Element  7i*-1mal  an  jedem  Platze  auf, 
daher  erhält  man: 


S = 7t*r_1  . q . ZA 

Combinationon  ohne  Wiederholung.  Wir  führen  unsere 
Betrachtungen  zunächst  an  einem  Beispiel  durch:  die  8 Elemente 
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abcdef gh  mögen  zur  5ten  Classe  ohne  Wiederholung  combinirt 
werden.  An  vorderster  Stelle  können  die  Elemente  «,  &,  c,  d stehen 
und  zwar  bezüglich  74,  64,  54,  44mal.  Mit  Rücksicht  auf  die  Werte 
der  abc  . . . und  ihren  Stellenwert  erhalten  wir  als  erste  Teil- 
summe: 

I  *=  (a  . 74  b • 64  -f-  c . 54  -j-  d . 44)Aj 

An  zweiter  Stelle  sind  die  Elemente  b , e,  r/,  e möglich  und  zwar 
1 . 63,  2 . 5S,  3 . 4S,  4 . 3a  mal.  Aehnliches  gilt  für  die  späteren 
Stellen.  Man  erhält  also  die  weiteren  Teilsummen: 

II  = (i  . 1 . 63  -f-  c . 2 . 5a  -{-  d . 3 . 4a  -j-  e . 4 . 3a)4« 

III  — (c  . 2 3 . 5S  — j-  d . 3g  . 4g  -j—  < . 4j  . 3j  -f-  f . 5g  . 2g)/la 

IV  - (d  . 3»  . 41  + « . 4,  . 3j  + /.  5,  . 2,  + y ^ . 1,M4 

V =■  (c  . 44  -f-/  • -f-  g . 64  -f-  h . 74)/t5 

Auf  Summen  von  ähnlicher  Form  stösst  man  nun,  wenn  man 
eine  vollständig  durchgeführt  gedachte  Tabelle  von  Combiuationen 
in  bestimmter  Weiso  in  Teile  zerlegt  Es  seien  etwa  die  12  Ele- 
mente ab  . . . m zur  7 ten  Classe  combinirt  und  zwar  ohne  Wieder- 
holung. An  erster  Stelle  sind  die  Elemente  abcdef  möglich,  und 
das  Ganze  (127)  zerlegt  sich  folgendermasson  in  Teile  („Ordnungen“)  : 

127  = ll6+106+  9U  -f-  8<5  -f-  76  + 6C 

Ebenso  sind  an  zweiter  Stelle  die  Elemente  b . . . <7,  an  dritter 
die  Elemente  c . . . h möglich,  und  mau  erhält,  wenn  man  die 
Häufigkeit  dieser  Fälle  erwägt,  die  ferneren  Formeln: 

127  = lj  . 10$  -f-  2,  . 9$  -j-  3j  • 85  -f-  4j  . 75  -J-  5j  . G$  -f-  6,  .5$ 

3=3  . 9 4 -}-  32  . 84  -f-  42  . 74  -f-  52 . 64  -J-  6S  . 54  -j-  7«  . 44 

“ 3$  . 83  -j-  4a  . 73  -j-  53  . 63  -j-  63 . 53  -f-  73  . 43  -j-  83 . 33 

= 44  . 72  -j-  . . . wie  oben 

u.  s.  w.  wie  oben. 

Genau  dieselben  Resultate  erhält  man , wenn  man  die  6 Elemente 
abcdef  zur  7 ten  Classe  mit  Wiederholung  combinirt  und  dieselben 
Ueberlegungen  anstellt  wie  soeben.  Die  gefundenen  Formeln  lassen 
sich  allgemein  folgeudcrmassen  ausdrücken: 

(a)  — 1)*  (£-{-2 )*  C-j-w  - 2)i  -f-  • • • 

. . . — |—  (fc— f— w)* / 1 •= 

Diese  Formel  lässt  sich  nun  zur  Ermittlung  der  oben  gefunde- 
nen Teilsummen  dann  amvenden,  wenn  abc  . . . h die  Werte 
123  . .8  besitzen  oder  ihnen  wenigstens  proportional  sind: 
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a «==  u,  b = 2«,  <?  = 3 u,  . . . 7*  «=»  8m 
Die  erste  Teilsumme  wird  jetzt : 

(li  • 74-f-2|  • 64  “|“  . 54  -|-  4j  . )At  u =>  ylj« 

Die  zweite  Teilsurame  lässt  sich  schreiben: 

2 . (2g  . 63  + 3g  • 5g  + 4g  . 4g  + 5g  . 3g)  Ag  U *=  2 . 9gi4gU 
Ebenso  die  dritte: 

3 . (3g  . 52  -j-  4g  . 4g  -f“  *>3  • ^2  + O3  . 2a)Aäu  = 3 . %Asu 
u.  s.  w.  Man  erhält: 

S *=*  9gtt(Ai+2Ag+3Ag+4./l4+5.45)  “ Q^uEiAi  ( ß ) 

Wählt  man  z.  B.  u = 1 und  A,  = 104,  A%  =>  IO3  u 8.  w.,  so 
hat  man  das  bemerkenswerte  Resultat: 

12345  + 12346  + . . . + 45  678  = 96  . 1 2345  = 84  . 12345 

Die  Summe  aller  Combinationszahlen  ist  hier  also  ein  Vielfaches  der 
kleinsten  unter  ihnen. 

Man  erkennt  jetzt  leicht,  welche  erste  Verallgemeinerung  bei 
unserer  Aufgabe  möglich  ist.  Man  wähle  .die  Elemente  ab  . . . h 
als  Glieder  einer  beliebigen  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung: 

a — » u + »,  b = 2u  + p,  c =*  3u  + v,  . . ./*«=«  8u+v 

Jede  einzelne  Complexion,  z.  B.  bdefh , mit  den  jetzigen  Werten  der 
Elemente  a . . . h übertrifft  die  gleichnamige  Complexion  mit  den 
früheren  Werten  um  vvvvv,  d.  h.  um 

v(iAl-{-  Ag  + Ag  + Af  + Ag)  = vEAi 

Da  wir  im  ganzen  8a  Complcxionen  zu  addiren  haben,  so  erhalten 
wir  * 

S1  = 96u£iAi+86v2Ai  (ß‘) 

Beispiele : 

23456  + 23457  -f-  . . . + 56789  - 96  . 32345+85  . 11111 
87654 -f- 87653 -f-  • . .+54321  giebt  für  u - — 1,  v - 9: 

- 86 . 9 . 11111  — 96  . 123  45  «=-  6 . 96 . 11111—  96  . 12345 
■=  96  . (66666-12345)  - 96 . 54321 

ähnlich  dem  ursprünglichen  Beispiel. 

98765  + 98764+.  . . +65432  - 9ß  . 54321  +85  . 11111 
76543  + 76542+  . . . +43210  - 96  . 54321  - 85  . 11111 
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Unsero  Betrachtungen  lassen  sich  nun  dahin  verallgemeinern, 
dass  die  Elemente  ab  . . . h als  Glieder  einer  beliebigen  arithmeti- 
schen Reihe  höherer  Ordnung  gewählt  werden  können,  und  es  wird 
sich  heraussteilen , dass  die  Aufgabe  hiermit  in  voller  Allgemeinheit 
ihro  Lösung  findet. 

Als  Beispiel  wählen  wir  eine  Reihe  vierter  Ordnung-,  es  sei 
nämlich : 

n,  c . . . ft  = on4-|- /3n3-|- für  n — 0,  1,  2 ...  7 

Um  die  Gleichung  (o)  anwenden  zu  können,  müssen  wir  die  Ele- 
mente a . . . k auf  eine  andere  Form  bringeu.  Man  bestimme  für 
ein  beliebiges  k die  Coefficienteu  xyzuv  derart,  dass  identisch  ist: 

ß«4-j-  /3«3  -f- y»2  -j-  -j-  £ = a*(7i-}-  A:)4  -|-  y («  A;  — 1 )3 

— -J-  k — 2)g  —j—  -j-  k — 3)^  — { — 

Diese  Bestimmung  ist  stets  möglich  durch  ein  System  linearer  Glei- 
chungen. Iin  Falle  einer  arithmetischen  Reihe  zweiter  Ordnung 
z.  B.  erhält  man  die  Identität: 

+ßn  + y = 2 «(»  + *),  + (/*-«  (2t  - 1))  (»  + * - 1), 

+ («(*- + 

Hiernach  wähle  man  (im  obigen  Beispiel)  fc  — 4 und  allgemein  im 
Falle  einer  arithmetischen  Reihe  » ter  Ordnung  k = r.  Da  für  das 
Element  a n =>  0 ist,  für  b n = 1 u s.  f.,  so  erhält  man  die 
folgenden  Ausdrücke  für  die  Elemente: 


a=a;  . 4 4-{-y  . 3g-f“2  • ^g-f-u  . L-j-r 

:?4 

. 54-| -y  . 43-{-z  . 3g-f-w  . 2,-}-y 

1-6, 

c=>x  . 64“}-^  • ög-f-z  • 4g-{-w  . 3j-f-y 

54 

2 . ö3 

^2  .3« 

d—x  . 74 -j-y  . 63-{-z  • v 

•^4 

3 . 4g 

32 . 4ä 

33 . 4, 

c=x  . 84-j-y  . 7g-f-z  . . 5j-{-y 

4 • 3S 

4« . 3jj 

4S . 3|  4 

f*=*x  . 94-{-y  . 83-|-z  . 7g-f-n  • Gj-j-r 

Og . 2g 

53 . 2j  5 

g=x  . 104-f-y  . Da— |— . 71-|-o 
h—x  . ll4-f-y  . 103-|-z  . 9s-{-w  . Bi-j-t; 

63. 1,6 
7 

Die  beigefügten  5 Factoren-Columnen  sind  den  oben  aufgestelltcn  Aus- 
drücken für  die  einzelnen  Teilsummen  I II  III  IV  V entsprechend 
gewählt.  Mit  Benutzung  der  vordersten  Factoren-Columne  und  der 
Gleichung  («)  erhalten  wir  so  als  Beitrag  der  vordersten  Stelle: 

I 0=3  . 12„  ~ {—  y . 118  -j - z . 107  -j-  u . 98  -f-  v . 85) 
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Bei  Ermittlung  des  Beitrags  der  zweiten  Stelle  schreibe  man  statt 
der  Producte  x . 54  . 1 . 68,  # . 64 . 2 . 53,  x . 7*  . 3 . 43,  # . 84 . 4 . 3«, 
die  damit  identischen  5#  . 55 . 63,  bx  . 65 . 5ft,  bx  . 7S  . 4S,  bx  . 
85 . 3S  und  verfahre  ähnlich  mit  den  Factoren  von  y,  z,  n , v.  Es 
ergiebt  sich: 

II  -^2(0#  . 129  -f-  4y  . 11g  -j-  3z  . 107  -f~  2u  . 9g  -|“  v . 85) 

Die  dritte  Teilsumme  erfordert  folgende  Umformung: 

6! 

x . . 2g  . 5g  — 4t\~ 2~!*  • 6g  • ^2  “=  6g#  • 6ß  . 5g 

6! 

X . 74 . 3g  . 4g  = vy-gj  x . 76 . 4a  u.  8.  w. 
sodass  das  Product,  das  den  Factor  x enthält,  die  Form  aunimmt: 

6g#  . (6g  . 5g  -j-  7g  • 4g  -j-  8g  . 3g  “f-  9g  . 2g)  = 6g#  . 129 

So  erhalten  wir: 

III  = dg(bg#  . 129  5ay  . 11g  -j~  4gz  . 107  -f~  3g?*  . 9g  -j-  v . 85) 
Ebenso: 

IY  = i44(73#  . 129  -j-  632/  . 1 1 8 ~f“  5s*  • I07  -}-  43w  . 9ß  -f-  v • 8g) 
und: 

V = -^5(84#  . 129  -j-  7 4y  . 11g  64z  • 10j  -f-  64W  • 9g  -j-  v . 85) 

Fassen  wird  endlich  die  Teilsummen  zusammen,  so  ergiebt  sich: 

«*=  1 24>#^^(/— j- 3}* — 1 ^4«— 1 1 f-^)« — 1 -/4#  — }— 1~1  — 1 ^4* 

-j-9gw^i,_i  Ai-\-8$v£Ai 

oder: 

S = 123#i:(t+3)4yl,+ll3yZ(e4-2)34<-fl08zZ(*+l)g^l 

-f-93M-S/1^,—j-83ü^lf  (y) 

Für  x — » y = z =■  0 erhält  man  wieder  die  Formel  ( ß‘ ). 

Wir  haben  bisher  immer  das  Beispiel  von  8 Elementen  zu 
Grunde  gelegt,  die  zur  5.  Classe  zu  combiuiren  waren.  Haben  wir 
allgemein  n Elemente  zur  k ten  Classe  zu  combiniren,  so  treten  *an 
Stelle  der  Factoren 


85  9g  IO7  118  129  die  folgenden  auf: 


oder: 


m («  + l)ifl.  . . (n-f-4)*+4 
rht—  k (tt-f-!)»*— * • • • (w4-4)h—  k 


Arch.  d.  Math.  u.  Phyi«.  2 Roilio,  T.  XI. 
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So  wenigstens,  wenn  wir  es  in  der  Endformel,  die  (y)  entspricht, 
wieder  mit  5 Posten  zu  tun  haben:  diese  5 Posten  rührten  her  von 
der  arithmetischen  Reihe  4ter  Ordnung.  Für  eine  Reihe  rter  Ord- 
nung bekommen  wir  (r-f-l)  Posten  mit  den  Factoren: 

«H-*  («  + 2)|*-*  • • • («“fr)»»-* 

Die  n gegebenen  Elemente  lassen  sich  wieder  auf  die  Form  bringen : 

a = sTr-f  y{r—  l)r-i  + *(r  — 2)r— 2+  • • . +u  • li +*> 
d = *0'~h  -\-z(r — t)r— 2 -f~  • • 

c =>  x(r  -j-  2)r  -J-  y{r  -J-  1 )r — 1 -f-  ZTr— 2 + • • • • 3,-f-  v 


Endlich  steigen  die  zu  den  A,  hinzutretenden  Factoren  bis  zu 
(»— j—  r — l)f  an.  Die  allgemeine  Summenformel  wird  also: 

S = 2)r-iv4,- 

i=l 

— 2)M_jk5  . — 3)»—  kW  . £ijA, 

-{-  tin-kv  . 2Ai  (d) 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  allgemein  gelöst,  denn  die  Reihe  der  n 
scheinbar  vielleicht  gesetzlos  auf  einander  folgenden  Elemente  lässt 
sich  stets  mindestens  als  arithmetische  Reihe  (n-l)ter  Ordnung 
darstellen.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  stets 

r ^ « — 1 ist 

Ein  Beispiel  mag  die  Richtigkeit  der  Formel  (d)  erhärten.  Es 
handle  sich  um  Combinationen  der  5 Elemente  12356  zur  dritten 
Classe.  Die  unmittelbare  Addition  ergiebt  für  Ax  — 100,  = 10, 

A3  = 1 : 

1 23  + 125  + 1 26  -f- 1 35 + 136  + 1 56  + 235  -f  236  -f  256  -f-  356  ~ 1 884 

Die  Elemente  12356  müssen,  wie  die  Aufstellung  der  Differenzen- 
reihen lter,  2ter  und  3ter  Ordnung  zweifellos  macht,  als  Glieder 
einer  Reihe  4ter  Ordnung  aufgefasst  werden,  sodass  hier  der  Fall 

r — n — 1 

vorliegt.  Man  setze  also  in  Uebereinstimmung  mit  unseren  allge- 
meinen Festsetzungen: 
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1 *=  X . 44  + y . 3g  -}-  Z . 2g  + 74  . lj+7?  = X -j-  y+ 2 + 74  + v 

2 = a;  . Ö4  + y . 43  + z . 3$  + 74  . 2j— -=•  5a;  + 4^  + 32  + 2i4  + e 

3 ■=  a;  . 64  + y . 53  + z . 4a  + u . 3j-f-»  = 1 5ar— f—  1 Oy-|-6a:-|— 374-|— v 

5 = x . 7i  + y . 63  + z . 5S  + 74 . 41-f-v  = 35*+20^+10z+4t4+v 

6 = x . 84  -j“  V • ?3  + 2 • 6*  + 74  . öj-j-v  =•  70a+35y+15z+5u+t; 

Man  erhält: 

x = — 3,  y = 13,  z = — 21,  74  = 16,  v = — 4 
Ueberdies  ist 

n — 5,  & = 3,  r — 4 

somit  ergiebt  (d): 

S = 92  . (-3)-2(*+3M<+8*  • 18<E(f+2)a2,+7f  . ( -21)2(1+1  ),A,- 
+6* . 16  2*^+5*  . (-4)2,4, 

= — 1082+3642— 4412+2402-402 

Es  ist  aber: 

1 2 

2 = 100-f 50+15  — 165;  2 = 100+40+10  — 150 

2;  = 100+30+6  = 136;  2 = 100+20+3  = 123;  2 - 111 

Also: 

S = — 17820+54600-59976+29520-4440  = 1884,  wie  oben. 

Combinationen  mit  Wiederholung.  Einfache  Aufgaben 
aus  diesem  Gebiet  lassen  sich  auf  Combinationen  ohne  Wiederholung 
zurückführen.  Es  handle  sich  z.  B.  um  die  4 Elemente  0123,  die 
zur  5ten  Classe  mit  Wiederholung  zu  combiniren  sind.  Nun  ver- 
gleiche man  die  Combinationen 

00000,  00001,  00002,  00003,  00011,.  . .11111,  11112,  . . . 

. . . 33333 

deren  Anzahl  85  ist,  mit  den  ebenfalls  86  Combinationen  der  8 Ele- 
mente 12  . . . 8 zur  5ten  Classe  ohne  Wiederholung: 

12345,  12346,  12347,  12348,  12356,.  . .23456,  23457,  . . . 

. . . 45678 

Jede  Combination  der  ersten  Art  ist  um  12345  kleiner  als  die  homo- 
loge der  zweiten  Art.  Die  Combinationen  zweiter  Art  sind  oben 
addirt  worden  und  ergaben  die  Summe  9C  . 12345,  folglich  finden 
wir  für  diejenigen  der  ersten  Art: 
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S = 96  . 12345  - 8Ö  . 12345  - (96  — 8S)  . 12345  = 86  . 12345 

oder  allgemeiner  = 86  . SiAi 

Durch  Fortführung  der  hier  eingeleiteten  Gedankenreihe  könnten 
wir  in  Anlehnung  an  die  bereits  gefundene  Lösung  für  Combinationen 
ohne  Wiederholung  die  jetzige  Frage  durchführen  für  Elemente 
abc  . . . , die  eine  arithmetische  Reihe  erster  Ordnung  bilden  uud 
zwar  in  der  von  der  früheren  etwas  abweichenden  Form: 

a = t>,  b = »-{-»,  e = 2u-j-Vj  d = 3u-j-v  u,  s.  f. 

Wir  ziehen  es  vor,  das  Problem  von  vornherein  allgemeiner  zu 
behandeln  und  wählen  wieder  das  Beispiel  einer  Combination  von 
8 Elementen  ab  . . . A,  die  eine  arithmetische  Reihe  4ter  Ordnung 
bilden,  zur  5ten  Classe.  Sei  ursprünglich  wieder: 

a,  A,  e,  . . . h — att4-j-0n3-j-yN*-f~3n-f-£  für  n ==»  0,  1,  2,  . . .7 

so  hat  man  jetzt  eine  etwas  andere  Umformung  dieses  Ausdrucks 
vorzunehmen  als  früher,  nämlich: 

a n*  -f-  ßn*  -j-  yn2  -f-  ön  -f-  £ = x(n  -f-  k%  -j-  y(n  -f-  k) 3 -f*  s(n  + 1 L*)g 

M(w  + &)i  + v 

und  ferner  hat  man,  um  Gleichung  («)  anwenden  zu  können,  k hier 
=>  0 zu  wählen.  Da  nun  die  von  den  einzelnen  Stellen  der  Com- 
binationen herrührenden  Teilsummeu  jetzt  folgende  Gestalt  annehmen: 

I = . 11$  -j-  b . 104  -}-  . . . -J-A  . 4j) 

II  - Ag(a  . 1 . 103  -f-  b . 2 . % -f  . . . -j-  A . 8 . 3S) 

III  = • 2g  . 9g  — j—  b . 3g  . 8g  ~j~  . . . — J—  A . 9S  . 2g) 

u.  s.  w. 

so  erhalten  wir  die  folgenden  Ansätze  für  die  Elemente  und  das 
beigefügte  Facto renschema: 


a «=  v 

b — IjM-j-t? 

c = 28z-f-21t4-j-t^ 

d =»  3g2-|-3  j h ~\~v 

e = 44a;-{-43y-}-42;:-j-41tt-{-t> 
f = 54*-|-58y-f-5*3-f-5,tt-4-t> 

g = 64«-|-63y-f"6js-|-61tt-|-® j 

fi  = 74x4-73y-|'fg2-}-71?4-|-r 


114 

1,  -io3 

2g  . 9g 

33  . 8, 

104 

2j  . 93 

3g  . 8g 

43.7, 

94 

3|  . 83 

4g  . 7« 

53  • Gj 

00 

4,  73 

5g  • Og 

63  . 5t 

?4 

5,  . 03 

Gg  . 5g 

73  • 4i 

64 

Gj  . 53 

< 2 * 4g 

83 . 3, 

7,  • 43 

8g  . 3g 

93  . 2j 

44 

8,  . 3;l 

9g  . 2g 

103  . 1, 
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Durch  das  bereits  früher  angewandte  Verfahren  ergebon  sich  jetzt 
die  von  den  einzelnen  Stellen  herrührenden  Teilsummen: 

I =*  At(x  . 129  -j-  y . 128  -j-  3 . 127  u . 12g  -j~  v . 125) 

II  — A2(5x  . 1%  -|-  4 y . 128  + Sz  . 127  -f  2u  . 126  -f  v . 12b) 

III  = ylg(6ja;  . 12g  4~  . 12g  -j-  4^3  . 127  -j-  3 2u  . 12g  4"  v • 12g) 

IV  =_44(73x  • 12a  -{-  0.^  • 12g  -j-  53z  . 127  -f-  43«  . 126  4~  v . 12Ä) 

V = •^5(843:  . 1 29  -j~  i+y  ' 12g  -}-  0*3  . 1 27  — 54 u . 12g  -}-  v . 12g) 

Also: 

S—  l2$x  . <2?(*4-3)»— 1 A» -f~  1 2gy  . 2J( *-f-2),_  1 A ,■  -f  - 1 27z  . ^(»-}-l)i— 14» 
-f]26w  . Sii-iAi+XZpSAi-  129*  . ^(H-3M,-j-128y  . 2(i+2)zAi 
+12 7a  . 2:(i4-l)2A,4-126u  . Zi, Ai +\2bv  . ZA, 


Endlich  mag  die  gewonnene  Formel  noch  verallgemeinert  wor- 
den. Ein  Blick  auf  die  oben  gegebenen  Ansätze  für  die  Elemente 
und  dio  beigefügten  Factoren  lehrt,  dass  im  Falle  von  » Elementen 
a,  a%  . . . a„,  die  zur  Hen  Classe  zu  combiniren  sind,  an  die  Stelle 
von  125,  12g  . . . 129  die  Factoren  treten: 

(n  4-  k—  1 (»4~*  ~ 1 >i- f 1,  • • . (n-f-fe  — l)*f4 


So  wenigstens,  wenn  wir  es  wieder  mit  einer  arithmetischen  Reihe 
4ter  Ordnung  zu  tun  haben.  Auch  in  dem  allgemeinen  Falle  einer 
arithmetischen  rter  Ordnung  lasseu  sich  die  Elemente  auf  dio  Form 
bringen: 


«1 


V 


«3 


U . 1 1 4~  V 

t . 2g  4“  U • 2j  4“  V 


ai 


s • *^3  4”  ^ * ^2  4“ u ’ 4~ v 


«r-f 1 = x . rr  4“  y • rr-\  4“  • • . 4~  8 • r3  4~ 1 • r2  4"  **  • ri  4"  v 


ein  = X . (» — l)r  4-  y • («—  l)r-l  4“  • • • 4”  8 • (n~ 1)3  4~  1 ♦ (n~ l)s 

4- u • 4- v 

Hierbei  sei  wieder  auf  die  Ungleichung 


r 


1 


hingewiesen,  die  hier  bewirkt,  dass  selbst  in  dem  äusserston  Falle 

r = n — 1 
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dio  in  dem  Bau  der  Elemente  a,  . . . aH  zu  Tage  tretende  terrassen- 
förmige Auorduung  ihren  Abschluss  findet,  wie  es  sein  muss. 

In  dem  Fall  der  arithmetischen  Reihe  » tcr  Ordnung  erhalten 
wir  die  Factoren: 

(r»  + & — 1)*,  (tt-f-fc— * ' • (»  + & — l)*-fr 

Ueber  die  Aenderungen,  die  die  Summou  -57(a'-j-3)4^l*  u.  s.  w.  erlei- 
den, gilt  wörtlich  das  früher  Gesagte.  Also  erhalten  wir: 

k 

S «=  (n  + & — l)kf-rZ  • Z (*  — {— r — \)rAi 

i=l 

-j-  (n  + fc  — 1 }xr f r-iy  • <£(»  + r ~ 2)r-iA,-|-  • • • 

+ (n  + fc — l)*fi?4  . -£*,A»+(m+&  — l)kv  . ZA,  (e) 

Als  Beispiel  mögen  dienen  die  4 Elemente  2,  4,  5,  9,  die  zur 
3.  Classc  zu  combiniron  seien.  Direct  erhält  man  (für  At  = 100, 
As  =*  10,  A3  = 1): 

222+224  + 225-f  229+244  + . . .+599  + 999  = 7914 
Ferner  hat  man  zu  setzen: 

2 = t>;  4 =■  w+r;  5=y+2M  + ü;  9 = x + 3,y  + 3tt+o 

Mau  erhält: 

x = 4,  y — — 1,  u = 2,  v =*=  2 
Ueberdies  ist  n — 4,  k = 3,  r = 3,  also : 

1 2 2 4 1 2 3 4 

S = 6gX^+-  Q^yZ  + 6 ^uZ  •+  Z = 4 Z — — 6 Z +•  30 Z +-40^» 

Es  ist  aber: 

!r  = 100  + 40+ 10  = 150;  i = 100  + 30+  6 - 136 

3 4 

Z=  100+20  + 3 = 123;  Z — 111 

Also: 

S - 4 . 150  — 6 . 136  + 30  . 123+40 . 111  «=  600-816  + 3690 

+ 4440  = 7914,  wie  oben. 


IY.  Bestimmung  der  Anzahl  der  Variationen  und  der  Anzahl 
der  Zahlen  von  gegebener  Quersumme. 

Unter  Variationen  sind  im  Folgenden  stots  solche  mit  Zulassung 
der  Wiederholung  der  einzelnen  Elemente  zu  verstehen.  Die 
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Elemente  sind  ganze  positive  Zahlen  entweder  mit  Ausschluss  oder 
mit  Zulassung  der  Null.  Wir  werden  nämlich  von  Variationen  zu 
sprechen  haben,  A)  mit  völligem  Ausschluss  der  Null:  Bezeichnung 
F;  B)  mit  Zulassung  der  Null  an  jeder  Stelle:  F';  C)  mit  Zulassung 
der  Null  ausser  an  erster  Stcllo  V".  — Wichtiger  und  principiollcr 
als  diese  Unterscheidung  ist  eine  andere,  wonach  zur  Bildung  der 
Variationen  entweder  alle  Elemente  verwendet  werden  können,  die 
bei  der  vorgeschriebenen  Quersumme  statthaft  sind,  oder  nur  ein 
beschränktes  System  von  „Ziffern“:  im  letzteren  Falle  sprechen 
wir  von  Zahlen  von  gegebener  Quersumme.  So  giebt  es  17  Vari- 
ationen zweiter  Classe  aus  den  Elementen  1,  2,  3,  . . .17,  dio 
die  Quersumme  18  ergeben,  aber  nur  eine  Zahl  des  dekadischen 
Systems,  nämlich  99.  — Wir  behandeln  zuuächst  bloss  die  Vari- 
ationen zur  fcten  Classe  zur  Quersumme  n und  schreiben  je  nach 

n n n 

der  Voraussetzung  A,  B oder  C:  Ft,  F*',  F*".  — Beispiele: 

7 

A)  Fs  =s  15  =»  62,  nämlich : 

115,  124,  133,  142,  151;  214,  223,  232,  241;  313,  322,  331  ; 

412,421;  511 

B)  F3'  = 21  = 7„  nämlich: 

005,  014,  023,  032,  041,  050;  104,  113,  122,  131,  140;  203,  212, 

221,  230;  302,  311,  320;  401,  410;  500 

5 

O Fs"  =■  15  — 62,  nämlich: 

104,  113  u.  s.  w.,  Fortsetzung  wie  in  B). 

Bei  Ermittlung  dor  gesuchten  Anzahlen  kommen  mehrfach  die 
bekannten  Formeln  zur  Verwendung: 

+ — (»+l)*+i  (1) 

A**  — f- (A; -f- 1 )*  — |—  . . . -f-ii*  = (n-{-1)*+i  (2) 


H 

A)  Die  Null  ist  ausgeschlossen.  Berechnung  von  F*. 

Es  ist: 

V,  = 1 und  F2  — n — 1 (»  — 1), 

N 

Zur  Berechnung  von  F3  unterscheiden  wir  die  Complexe  der  mit  1, 
mit  2,.  . .mit  n — 2 beginnenden  Variationen  oder,  was  dasselbe 
besagt,  die  Ordnungen  Oj,  02,  . . . On- 2 und  finden: 
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Variationen  und  dekadischen  Zahlen  von  der  Quersummo  n noch 
nicht  vorliegt,  so  ergiebt  uns  Formel  (0),  dass  es  einziffrigc,  höch- 
stens zweiziffrige,  höchstens  dreiziffrige,  höchstens  vierziffrigo  Zahlen 
u.  s.  f.  der  gedachten  Art  giebt: 

90-l;  10,  = 10;  11,  = 55;  123  — 220;  134  - 715 

146  = 2002  u.  8.  w. 

Formel  (y)  dagegen  ergiebt  als  Anzahl  der  wirklich  ein-,  zwei-, 
dreiziffrigen  Zahlen  u.  s.  f.: 

$o  = 1 ; 9,  - 9;  10,  = 45;  lls  = 165;  124  — 495 

135  ■=»  1287  u.  8.  w. 


Andere  Herleitung  derselben  Resultate. 

Aus  dem  Resultat  B)  lässt  sich  C)  herleiteu,  wie  es  geschehen 
ist;  aber  auch  A)  ist  eine  Folgerung  von  B).  Denkt  man  sich  nach 
der  Bedingung  B)  eine  Variationstabelle  durchgeführt  und  erhöht 
dann  jedes  Element  jeder  Complexion  um  die  Zahl  1,  sodass  z.  B. 
aus  00324  die  neue  Complexion  11435  hervorgeht,  so  erhält  man 
eine  fehlerlose  Variationstabelie  nach  der  Bedingung  A).  Sie  ist 
fehlerlos,  da  in  ihr  jede  der  verlangten  Variationen  vorkommt,  aber 
keine  mehrfach;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müsste  auch  in  der 
ursprünglichen  Tabelle,  die  sich  aus  der  neuen  durch  Subtractiou 
von  lauter  Einsen  wiederherstellen  lässt,  eine  Variation  null-  oder 
mehr  als  einmal  aufgetreten  sein.  Durch  das  gedachte  Verfahren 

H M-fk 

gehen  die  W in  die  Ft  über,  also  ist 

H-fi  « 

vk=  IV  = (»+*- 1)*-1 

folglich 

Vk  = (»—  l)*-i 

wie  in  (a).  — Dabei  sei  die  Bemerkung  eingeschaltet,  dass  bei  den 
Vk  immer  n k , bei  den  F*'  « ^ 0 und  bei  den  Vk"  n = 1 ist. 

Gelingt  es  nun,  Resultat  B)  herzulcitcn,  so  sind  auch  A)  und 
C)  leicht  gefunden.  Man  betrachte  das  oben  gegebene  Boispiel  der 

5 2 

F3',  sowie  das  folgende  der  F5': 


2 


15 


nämlich : 
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00002,  00011,  00020,  00101,  00t  10,  00200,  01001,  01010, 
01100,  02000,  10001,  10010,  10100,  11000,  20000 

In  dem  einen  Beispiel  ist  1*0,  im  andern  &>».  Sieht  man  die  k Stellen, 
dio  mau  mit  Ziffern  zu  besetzen  hat,  als  Fächer  an,  die  mit  der  Quer- 
summe n,  |d.  h.  mit  n Einsen  auszufüllen  sind,  so  läuft  die  Bestimmung  der 

»I 

Anzahl  V*  auf  die  Beantwortung  der  Frage  hinaus:  „Wie  oft  lassen 
sich  n ununterscheidbare  Gegenstände  (z.  B.  lauter  Einsen) 
iu  k wohlunterschiedeue  Fächer  derart  verteilen,  dass  einige 
Fächer  auch  leer  bleiben  (d.  h.  mit  Nullen  besetzt  werden)  dür- 
fen?“ Um  dies  zu  entscheiden,  denken  wir  uns  sowol  die  Gegen- 
stände wie  die  Fächer  uumerirt  Die  Unterbringung  würde  dann  in 
folgender  Weise  geschehen: 

Gegenstand  Nr.  1 2 3 . . . . «— 1 » 

in  Fach  111....  1 1 

111....  1 2 

• * * • 

• • • • 

1 1 1-  . . . 1 k 

111....  2 2 

• • • • 

111....  2 k 

111....  3 3 

• • • • 

• • • • 

k k k ...  . k k 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  z.  B.  dio  Anordnungen 

111  ..  . 112  und  111  ..  . 121 

als  identisch  gelten  müssen,  denn  beide  drücken  nur  aus,  dass  n— 1 
Einsen  in  Fach  1 und  eine  Eins  in  Fach  2 getan  wird.  Daher  haben 
wir  cs  zu  tun  mit  Combinationen  von  k Elementen  zur  nten  Classe 
mit  Wiederholung;  also  ist: 

»I 

I V = (&-f-n  — 1)H  *=  (n-j-A: — 1)* — i,  wie  oben. 

Das  gefundene  Resultat  lässt  sich  folgendermassen  in  Worte  kleiden: 

„Die  Anzahl  der  Variationen  Her  Gasse  zur  Quersumme 
n mit  überall  zugelassener  Null  ist  gleich  der  Anzahl  der 
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Combinationeu  von  k Elementen  zur  «ton  Classe  mit 
Wiederholung“.  - Es  wechselt  also  der  Classouiudex. 

Auch  folgende  Aufgabe  gehört  hierher:  Wieviel  Glieder  ergicbt 
die  Entwicklung  von  («, . . . -{-«*)>•?  Auch  hier  handelt  es 
sich  um  Unterbringung  von  « Einsen  (jede  Eins  ist  Potenzexponent) 
in  k wohlunterschiedenc  Fächer  (dio  Grössen  . . ak).  Also 

ergicbt  sich  auch  hier  dieselbe  Anzahl  A*  — 1 )*— 1. 

Der  gefundene  Ausdruck 

— l)*-i  = — 1)* 

ändert  sich  nicht,  wenn  man  gleichzeitig  k—  1 und  n vortauscht. 
Wählen  wir  statt  k — 1 lieber  A-,  so  haben  wir  folgende  Resultate: 

1)  Vt+i  = Fn-fi'  = =*  («  + *)»• 

2)  ii  ununterschoidbare  Dingo  lassen  sich  ebenso  oft  in  (A-j-1) 
wol  unterschiedene  Fächer  verteilen  als  k in  (n-f-1),  näm- 
lich (n-f-A)*  = (n  + A)„mal. 

3)  Die  Entwicklung  von  (aö  + ai+  • • • -f  a*)M  liefert  ebenso 

viel  Glieder  als  diejenige  von  • • «»)*,  nämlich 

(n-j-A)*  = (n-f-A)*. 

Beispiel:  7 Dinge  lassen  sich  in 

2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11  . . . 

Fächer  ebenso  oft  verteilen  wie 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10  . . . 

Dinge  in  8 Fächer. 

Indem  wir  jetzt  zu  Zahlen  von  der  Quersumme  n übergehen, 
erwägen  wir  zunächst,  dass  die  für  Variationen  gefundenen  Resultate 
auch  hier  anwendbar  sind,  soweit  auch  zur  Bildung  der  Variationen 
keine  anderen  Elemente  als  012.  . .9  erforderlich  sind.  Man 
findet  leicht,  dass  dies  unter  den  Bedingungen  A,  B , C der  Fall  ist, 
solange 

A)  n5&  + 8 B)  n^9  C)  n<10 

ist.  Führen  wir  also  analog  zu  V,  V\  V " für  die  gesuchten  An- 
zahlen die  Bezeichnungen  Z,  Z\  Z " ein,  so  haben  wir: 


316 


Holt: ei  Einige  Aufgaben  aus  der  Combinatorik. 


Zk'  = VV  = (n-ffc— l)*-i  für  »„  9 


(3) 


In  allen  anderen  Fällen  erfordert  die  Bestimmung  der  Z,  Z\  Z " 
eine  besondere  Behandlung. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Falle  A,  wo  die  Null 
als  Element  nicht  zugelasscn  wird.  Ferner  ist  es  ratsam  die  Zahl 
der  verfügbaren  Elemente  nicht  als  9,  sondern  allgemein  als  d an- 
zunehmeu.  Die  Frage  lautet  also: 

1)  Wieviel  fc-ziffrige  Zahlen  von  der  Quersumme  » lassen  sich 
im  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  d- j-1  aus  den  Ziffern 
1,  2,  3,  . . . d bilden? 

Die  Aufgabe  ist  identisch  mit  den  beiden  folgenden: 

2)  lc  d-fläehige  Polyeder,  die  keine  einspriugendc  Ecke  besitzen 
tragen  auf  ihren  Flächen  je  die  Numern  1,  2,  3,  . . . d; 
man  würfelt  mit  ihnen  und  fragt,  wie  oft  die  Augensumme 
n möglich  ist. 

3)  In  jeder  von  t Urnen  liegen  die  Numern  1,  2,  3, . . .d: 
aus  jeder  Urne  wird  eine,  aber  auch  nur  eino  Numer 
gezogen;  wie  oft  ergiebt  sich  die  Summe  n? 

Alle  diese  Aufgaben  lassen  sich  zurückführen  auf  die  folgende: 

4)  Den  Coefficienten  von  x"  in  der  Entwickelung  von 


zu  bestimmen  *)• 

Wir  behaupten:  dieser  Coefficient  ist  die  in  den  Aufgaben  1,  2, 
3 gesuchto  Anzahl.  Es  ist: 


1)  Die  Methode  der  Einführung  solcher  fonctions  gencratrices  stammt  von 

Laplace  her. 


Fk  •=  (x-{-£1 2-f~«3  . . . -]-xd)k 


1 


3 


k 


. . . . . -\-xd) 
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Nun  entsteht  das  Product  1 . xu  jedesmal  daun,  wenn  durch  Zu- 

Aj  Ag  Ai 

sammentreten  der  Factoren  x x . . . x die  Exponentensumme 
n gebildet  wird.  Also: 

!Ai  — | — Ag— J — . . . -}-A/i  ==  n 
die  Ai  = 1,  2,  . . . </,  aber  nicht  = 0 

die  A,-  dürfen  nach  Art  von  Variationen  mit  Wiederholung 
angeordnet  erscheinen. 

Bei  allen  vier  Aufgaben  handelt  es  sich  um  Bildung  sämt- 
licher Variationen  Ater  Classe  zur  Quersumme  n aus  einer  be- 
sch rankten  Anzahl  von  Elementen  1,  2,  . . . <1. 

Es  kommt  also  darauf  an,  den  Coefficienten  von  xM,  geschrieben 
[xM],  in  der  Entwicklung  von  Fk  zu  finden,  und  es  ist  dann: 

Zk  = [*"]  (4) 

Man  hat: 

F = a:(l-|-a;-4-a:s-4—  . . . -4-xd_1)  =*=  x ^ — 

1 — x 

folglich : 

Fk  =»  x*(l  — xd)k(l — x)~k 

X (1  — }-  . . . ) 

= . . . -f-(A+el  -2)</_ix*+rf-* 

(-{-  (jfc— |— «Z — d42-f- . . . 

1 — A,  . x*+d — A,A j . x*4  </P1  — kt  (A*-j-l)ga;*+rf+2 — . . . 

!-f  (H~2d— 2)2a-ix*f24-1+(A-j-2<i— l)2rf^+2d^_(Ä._i_2d)2rffix*f2d+‘ 

-\-l:ixk  1 2rf  -| -A2A1a:*+2‘*+ 1 

,-f  . . . +(A4-3d-2)3rf-ixH3^-i4-(A-j-3d-l)iWx*+3rf-{- . . . 
i—  . . . -A1(A-f2^-2)w_ixfc+w-1-A,(A4-2d-l)o^HW  - . . . 
|**|—  . . . -j-AgjA-J-d — 2)rf-i**+8d“1-|-A2(A-|-d — 1 . . . 

] — As  . x*+Srf  — ... 


Ist  nun  n < A,  so  ist 


[*"]  = 0 
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Ist  n aber  ^k-\-d — 1,  z.  B.  = &4-A,  so  ist  [*"],  also  auch 


Zk  “ [«*+*]  «=  “ («—!)«-* 

wie  in  (3).  In  jedem  Falle 


(n  — l)k-i 


n k 


aber  kann  man  setzen: 


» — k = pd  -f~  A 

wobei  p eine  positive  ganze  Zahl  und 


ist,  also: 
Dann  wird: 


0 ^ A<rf 


n sss  k -f  pd  -j“  A 


[ac**J  =»  l)prf+A— A*,(A-j-/)— 1 «H“A  — l)(/>-i)d  hA 

~b  k^(k-\-p — 2d-\-\  — l)(p-2)rffA b • • • 

~b  ( — l)**-1  . kp— i(fc-b^“b^ — l)rf+A~b( — l)f’  • kp(k-\-k  — 1)a 

=*  £ ( — 1)'&«  (H"P — *d”b^ — l)(p— 0<i f A 

»=o 

= 2 ( — iyk{(n — id—l)u  id—k—  2 ( — l)'fci(w — *Vi — 1 )*  - - 1 

»=o  i=0 

Setzen  wir  endlich  vermöge  der  Gleichung 

n — k A 

-,r  “*+5 

für  p seinen  Wert  K \ c'u>  30  w'rd 

E ("-=-*) 

Zk  =*  2 (—iyki(n  — ül—l)k-\  (ft4) 

1=0 

Der  Fall  B),  zu  dem  wir  jetzt  übergehen,  lässt  sich  auf  A) 
zurückführen.  Nehmen  wir  statt  der  früheren  Function  Fk  jetzt: 

F'*==(l +*  + **+ • • 

80  wird  der  jetzige  Coefficient  von  xu~k  identisch  mit  dem  früheren 
vou  x*‘,  also 
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folglich 
und  somit: 


(z"-*]'  = [a;w] 
[*«]'  = [*"»*] 


n 

2k' 


E\d, 


£ (— l)'X*f  (n— 
»=0 


(?) 


Endlich  soll  nach  Bedingung  C)  die  Null  zugelassen  werden, 
nur  nicht  an  vorderster  Stelle.  Die  Formel  (ß')  ergiebt  die  Anzahl 
sämtlicher  höchstens  fc-ziffrigen  Zahlen  von  der  Quersumme 
ziehen  wir  von  dieser  Anzahl  diejenige  aller  höchstens  (k— 1)- 
ziffrigen  Zahlen  ab,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Zahl,  also,  wenn 

n—id  «=■  v 

gesetzt  wird: 

n £C) 

Z*"-  £ (-iy  . tti(v+fc-l)»-i-(*-l)rf(v+*— 2)*-a| 

i= 0 

Der  in  der  Klammer  auftretende  Ausdruck  ist: 

1)  für  i — 0: 

— l)k-l  — {k—  1 )0(n  -f-  k - 2)*-l  = (»  + * — D*-i 

— (n-{-fc — 2)*_2  — (n-f-A:  — 2)k-l 

2)  für  * > 0: 

k(k  — 1)  . . . (&4-1 — *)  (v-ffc— l)(v-fA;— 2)  . . . (v-f-1) 

«I.  ""  * (k — 2)  l ( k—1 ) 

(k-  l)(Ar-2).  . . (ife+1—  (v-fi— 2).  . .(v-f-1) 

fl  * (k — 2)  1 

__  (fc-l)(fe-2)  . . . (fc-f-l-f)  (v-j-fc-2).  . . (v-fl ) 

(fc— 2)!  A 

rk(v-\-k  —1) 


f! 


- (i-WH-i-!),.,  (i+^Tj) 

Also: 

Z*"«=>  (n-j-A*  — 2)i_i 

e(-) 

, W (<  . k{n-id)  \ 

+ (-  1)’  • (*  -l),-l(n-ty+A—2)*_2  • [1  + J (/  ) 
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Sollen  die  Formeln  c*\  ß‘,  y‘  auf  das  dekadische  Zahlensystem 
augewendet  werden,  so  ist  folgendes  zu  beachten.  In  A wurden 
als  zulässig  angesehen  die  Elemente  1,  2,  3,  • • • <!•  also  muss  für 
(«')  d=  9 gesetzt  werden,  wie  es  auch  oben  bei  Formulirung 
der  Aufgabe  1)  angedeutet  worden  ist.  In  B und  C dagegen  waren 
0,  1,  2, . . . d—  1 dio  zulässigen  Elemente,  denn  wir  haben  die  Re- 
sultate (ß‘)  und  (/)  durch  Entwicklung  der  Function 

Fk  = (1  -fsc-f-  . . . 


hergeleitet.  Also  haben  wir  hier  d = 10  zu  wählen. 

Beispiel:  Wie  viel  giebt  es  4-ziffrige  Zahlen  mit  der  Quer- 
summe 32? 

k = 4,  d — 10,  n = 32 


Aus  (y')  erhalten  wir: 


4(32  -10/)\ 


32  3 _ / , 4(32  — 

ZA”  „ 34s-f  £(-!)'  • 3,-i  . (34-100*.  (H y 


) 


34« 


/ 4 . 22\  . / , 4 . 12\ 

i— \ • *4  • (h — 3 • ,4s  • g ) 

—32  . 4*  . ^1-h  -y  ) 

91  17 

= 5984  -1  . 276  . 3 -f3 . 91  . 9-3 . 6 . ^ 

— 5984  - 83724-2457-34  — 35. 


Die  35  Zahlen  sind : 

5999;  6899,  6989,  6998;  7799,  7889,  7898,  7979,  7988, 

7997;  8699,  8789,  8798,  8879,  8888,  8897,  8969,  8978,  8987, 
8996;  9599,  9689,  9698,  9779,  9788,  9797,  9869,  9878,  9887,  9896, 

9959,  9968,  9977,  9986,  9995. 

Allgemeine  Sätze  über  die  in  a ',  ß , y vorkommenden 
Entwicklungscoefficienteu. 


1)  Für  jedes  « kd  in  A ist  also  auch  Ix’*]  gleich  null . 

für  jedes  » > k(d-\)  in  B ist  V,  also  auch  [*"]'  gleich  null. 
Diese  Bemerkung  ergieht,  auf  («')  oder  (ß')  angewendet,  einen  all- 
gemeinen Lehrsatz  der  Arithmetik. 

2)  Lässt  man  in  («')  und  (/?')  «alle  statthaften  Werte  durchlaufen, 
nämlich  in  («')  von  k bis  kd,  in  (ß')  von  0 bis  k(d- 1),  so  erhält 
man  eine  symmetrische  Reihe,  d.  h.  es  ist 
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|x*+w]  = 

oder,  was  dasselbe  ist: 

l*"]'  = 

Es  ist  nämlich  [*"]',  d.  h.  der  Coefficient  [*»]  in  der  Entwicklung 
von  (1  — j-  ac  — |—  x*  -f-  . . . 

gleich  [*-"]  in  ^ t -f  ~ + 3.2  + • . . + ^1-1) 
gleich  fa^(rf-i)-**]  in  (xd~l  (l+  \ -f  ~t  + • • • + ^i)) 

oder  in  (1  -f-  ar  -f-  -f-  • • • d.  h. 

[*»]'  = 

3)  Auch  (y')  ergiebt  eine  symmetrisch  verlaufende  Reihe  der 

II 

Zk wenn  n alle  statthaften  Werte  von  1 bis  k{d  — 1)  durchläuft;  es 
ist  nämlich 

1 k(d—  1)  2 *(rf— 1)— 1 m 

Zf  ~ Zt";  Zf  - Z*";  . . . Zf  - Z* 

n 

Es  wurde  nämlich  Zf  durch  den  Ansatz 

»»  H H 

Zf  _ Z*'  - Zk-11 

n 

gefunden ; folglich  ist  Zf  der  Coefficient  von  z«  in  der  Entwicklung 
von  F'k—fL-i  «=,  2?4-I(jf'_  i)  oder: 

Zf  gleich  [***]  in  (l-f-ac-J-  . . . . (x-j-®2+  • • • 

gleich  fas1  ”]  in  ^1+  " + • • • + ~d-i) 

• (;+?+•  • • + 

gleich  [*•-«]  in  (l+  • • • + 

’O+S  +•••  •+  i^>) 

gleich  [^(«-iH-i-1  in  (x',-1(l+j  + • . . + -J-)) 

. (a,<-,(l+J+-  • - + ^2)) 


Arch.  d.  M&th._n.  Fhys.  2.  Reibe,  T.  XI. 
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oder  in  (l+*-f  . . . -f.**-!)*-!  . . . . +*''-* 1) 

oder  in  F'*-1  ( Fr — 1) 

Hiermit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Hiernach  hätte  man  das  vorhin  behandelte  Beispiel  kürzer  er- 
ledigen können,  nämlich: 

jjij  37  3‘>  k 

■^4  = -^4  ~ ^4  •**  (»»  “I-  k — 2)*_i,  d.  h.  = 7a  = 35 

Der  symmetrische  Bau  in  den  Entwicklungen,  die  zu  den  For- 
meln ß\  y'  tührten,  ergiebt,  auf  eben  diese  Formeln  angewendet, 
wieder  einen  Lehrsatz  der  Arithmetik. 

4)  Die  genannten  Entwicklungen  ergeben  Coefficienten,  die  bis 
zur  Mitte  der  Reihe  ansteigen , dann  wieder  sinken.  Das  Letztere 
haben  wir  wegen  der  Symmetrie  der  Entwicklung  nicht  weiter  zu 
beweisen.  Um  das  Erste  zu  zeigen,  beachten  wir  zunächst,  dass  die 
Entwicklungen  A und  B sich  nur  durch  den  Factor  xk  unterschei- 
den, sodass  sich  der  Beweis  auf  die  Fälle  B und  C beschränken 
kann.  Wir  zeigen  zunächst  die  Richtigkeit  der  Behauptung  für  k = 2. 
In  B liegt  die  Entwicklung  von  F'2  vor,  die  die  Form  hat 

«=*  (1+*+  . . . (l-j-*-}-  . . . -faP) 

Multiplicircn  wir  aus,  so  erhalten  wir  folgendes  Coefficienteu- 
Schema : 


x°  xl  x*  . . . xP~ 1 xP  a*P+l  ar^t2  . . . x'-P— 1 x-P 


1 2 3 . . . p L p p -1  . . . 2 1 


Ganz  ähnlich  in  C,  WO  wir  (l-f-:r-|-;r2-f-  . . . -j-arr ) . . . -j-a-P) 
zu  multiplicircn  haben:  wir  erhalten  die  Coefficienten 

1 2 3 ...  p p p — 1 ...  2 1 

Für  beide  Entwicklungen  trifft  unsere  Behauptung  zu,  und  die  Pro- 
ducte  haben  die  Form: 
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and 


. ^am-\x'n~l-\-amzm-)ram  -lZ"* + 1 

. -fa,!2»— 1-{-x2,w 


U4  = . . . -fM** +£»*"*'+  • • . -H1z2M-f*2M+i) 

Dabei  ist  1 <C  «i  <C  aa  • • • <C  «»•  und  1 «<  bx  < < . . . 

• . • <C  £»,  uud  die  Entwicklungen  sind  symmetrisch.  Es  mögen 

Q4 

nun  die  Ausdrücke  Q und  - - mit 

x 


P = 1 — f~ £C  — }- iC54 . . . -} -XP 


multiplicirt  werden,  wobei  pam  und  =»  vorausgesetzt  wird.  Wenn 


sich  beweisen  lässt,  dass  in  der  Entwicklung  der  Producte  bis  zur 
Mitte  hin  wiederum  ein  Aufsteigen  der  Coefticienteu  stattfiudet , so 
ist  unsre  Behauptung  überhaupt  bewiesen.  Mau  hat  dann  nämlich 
bloss  nötig,  2 m oder  2«-f-l  gleich  k(d — 1)  und  für  den  Fall  B) 
p — d — 1,  für  den  Fall  C)  p = d — 2 anzuuehmen,  um  durch  den 
Schluss  von  k auf  Ä-f-1  von  k = 2 aus  die  allgemeine  Richtigkeit 
unserer  Behauptung  zu  erschliesseu.  — Für  das  Product  QP  ergiebt 
sich  folgendes  Coefhcieuteu-Schema: 


z° 

arl 

X® 

z3  . 

. . xP~l 

xP 

zi,+  1 

•Ci'+2  . . . 

1 

«i 

«3  . 

. . dp- 1 

dp 

«/>  + ! 

<lp  f 2 • 

1 

«1 

«2  • • 

. dp— 2 

Op-l 

ap 

«p-f-1  « • • 

1 

«1  . . 

. . «/>-:» 

«p-2 

«p-1 

Op  • • • 

1 

“l 

«2 

«3  ... 

1 «, 


xm 

xm  H 

x m+2 

• • 

«m 

am- 1 

fl»-  2 

• • 

«»— 1 

«m— 1 

• • 

CI 

1 

3 

«IW  — 1 

dm 

• * 

Om-p  f l 

dm—  p-f-2 

«ui— pf-J  • • 

«Hl — p 

'«ui—  p |-1 

«in—  p-f-2  • • 

Man  erkennt  nun,  dass  zunächst4iufolge  unserer  Voraussetzung  über 
die  «jös*  • • «m  bis  zur  Potenz  xm  eiu  beständiges  Steigen  der 
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Coefficienten  stattfindet.  Dasselbe  gilt  aber  auch  noch  jenseits  xm, 
und  zwar  wird  solange 

==  sein,  als  Om  — p-fr  c—  am— r— 1 


ist;  denn  beim  Uebergang  von  der  einen  zur  anderen  Potenz  wird 
der  Posten  am-p+r  verdrängt,  und  tritt  an  seine  Stelle. 

Die  gefundene  Bedingung  aber  reducirt  sich  auf  folgende: 


p — r __  r -j-  1 oder  r ^3  — A 


Dies  aber  bedeutet:  ist  p gerade,  so  steigen  die  Coefficienten  an 


bis  zu  dem  mittelsten 


l"*+  2 


; ist  p ungerade,  so  gilt  dasselbe  für 


die  zwei  einander  gleichen  mittleren  Coefficienten: 


H-J. 

2 


x 


Ein  genau  entsprechendes  Resultat  ergiebt  sich  für  das  Product 

Q! 

— . r.  Wir  stellen  nur  die  folgenden  Coefficienten  auf: 

SC 


0”]  = bn  -f-  bn—  2-f-  • . . -\-bn-p 

[x»+l]  = bH-\-bn-\-bu— 1 -f-  • • • -j-i«— pf  1 

[rw  1 2j  — bH_i  b„  -j- bn  -f-  • • • 


[*»+»"]  = . . . -|- bn  -f-  b„  -J-  • • • “ f”  b/t — (p  — r) 

[*«+*'!••]  = . . . -f- bi,  -f- bn  -f-  . . . -j-  A„_(p_r_i) 

Also  ist  solange 

0*+r]  ^ [x’*+r+1],  als  bn-(p-r)  ^ bn-r 
oder  p — r ^ r oder  r 


ist.  Man  erhält  entsprechend  den  2n-}-2-f-p  Gliedern  der  ganzen 
Entwicklung  bei  geradem  p zwei  mittelste  und  grösste  Coeffici- 
enten, bei  ungeradem einen. 

Beispiel.  Wir  leiten  die  Anzahl  der  dreiziffrigen  (dekadisch 
geschriebenen)  Zahlen  (Bedingung  C)  nochmals  her  aus  der  Anzahl 
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der  höchstens  dreiziffrigon  und  der  höchstens  zweiziffrigen  (Bedingung 

B)  und  zwar  für  alle  möglichen  Quersummen.  Um  die  Zf  zu 
erhalten,  nehmen  wir  folgende  Entwicklung  vor: 

/I  _x10\3 

F' 3 — (l+*-h  • • • +*9)3  = (-— ) - (1-x10)3(1_x)_3 

— (l-3x10+3x^-x30)(l+31x4-4ä.r*-f-53x3^.64x*+75x5-f  . . . ) 

= (l-3x»o+3r*o_x30)(1+32X|.4jfX2+5^3  + 62X4+72X5+<  # . ) 

= l+V+V**  . . . +11s*H128x10+132*»+  . . . 
+21**l9+22,**°+  . . . +312*s»+32s*w+  . . . 

— 3.r*0— 3 . 3^"-  . . . -3 . 11^13—3  . 12***°-  . . . 

—3 . 21g*»— 3 . 22tx30—  . . . +3 . 2^*0+  . . . 

-f  3 . ll2x*>+3  • 12^30+  . . . _1  . 22*3o_  . . . 

Hierbei  ist  z.  B.  , 

[xso]  — 32a — 3 . 222 + 3 . 122  — 22  -=  496  — 3 . 231  + 3 . 66  -1  = 0 
wio  es  sein  muss.  Man  erhält: 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Quersumme 

12 

13 

n =» 

27 

26 

25 

24 

23 

22 

21 

20 

19 

18 

17 

16 

15 

14 

n 

1 

3 

6 

10 

15 

21 

28 

36 

45 

55 

63 

69 

Zf  = 

73 

75 

Bis  n = 9 hätte  schon  die  Formel  (jS)  geführt: 

Vf  - (u+2)2 

n 

Mechanisch  ausgeführte  Addition  sämtlicher  Zf  ergicbt  die  Summe 
1000,  wio  cs  sein  muss,  da  000  mitgezählt  wird. 

H 

Um  dio  Zf  zu  finden,  worin  » bis  18  stoigen  kann',!  erwägen 
wir  die  Symmetrie  ihrer  Reihe;  wir  brauchen  nur  bis  n = 9 zu 
gehen,  und  für  diesen  Zweck  reicht  schon  dio  Formel  ( ß ) hin: 

Vf  = («  + 1), 

Also  erhalten  wir: 

101  2345678 

Que/rumrae  . 9 

n bb  1 18  17  16  15  14  13  12  11  10 

1 

I 

Zf  = i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
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18  M 

Daboi  ist  übrigens  2 Z„‘  = 100,  wie  cs  sein  muss. 

M = 0 


N N 

Subtrahiren  wir  jetzt  die  Zt’  von  den  Z3‘,  so  erhalten  wir  die 
nämlich : 


1 2 3 


Quersumme 
n ■=■ 


27  26  25 


4 

24 


5 6 7 8 9 10  11 

12  13 

23  22  21  20  19  18  17 

16  15 


14 


n 

Zn 
3 “ 


1 3 6 10  15  21  28  36  45  54  61 

66  69  70 


Ü4  )! 

Dabei  ist  2 Z"  *=■  900,  wie  es  sein  muss. 

»=i 

Auch  zahlentheoretisch  ist  das  Ergebniss  interessant,  dass  durch 
Subtraction  einer  symmetrischen  Zahlenreihe  von  einer  anderen,  die 
nicht  dieselbe  Gliederzahl  besitzt,  wieder  eine  symmetrische  Zahlen- 
reihe hervorgehen  kann. 

Bemerkung.  Die  Sätze  2)  und  3)  über  die  Symmetrie  der 
Reihen  Z,  Z',  Z”  Hessen  sich  auch  auf  anderem  Wege  herleiten. 
Zwei  Beispiele  werden  genügen,  um  dies  zu  zeigen,  das  eine  für 
den  Fall  Ji  (oder  ebenso  gut  A),  das  andere  für  C.  Es  handle  sich 

|i 

zunächst  um  die  Z3',  also: 

039,  048,  057,  066,  075,  084,  093-,  129,  138,.  . .930 

Nimmt  man  jetzt  statt  jeder  Ziffer  ihre  Ergänzung  zu  9,  so  müssen 
lauter  dreistellige  Zahlen  von  der  Quersumme  27  — 12  = 15  ent- 
stehen, nämlich: 

960,  951.  942,  933,  924,  915,  906;  870,  861,.  . .069 

15 

Die  entstandene  Reihe  muss  ein  fehlerloses  System  der  Z3'  dar- 
stellen, denn  sic  kaun  weder  lückenhaft  sein  noch  eine  Zahl  melir- 

12 

mals  enthalten,  weil  dann  ganz  dasselbe  für  die  Reihe  der  Z^  gellen 
müsste,  aus  der  sie  hergeleitet  ist,  und  die  sich  aus  ihr  wiederher- 
stellen lässt.  Also  ist 

15  12  n 27— »» 

Z3'  a Z.\  und  ebenso  Z3'  = ZJ 

n 

z*'  - 


allgemein 


k(d—\)—n 

Zk1 
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13 

Ferner  mögen  vorliegen  die  V,  nämlich: 

139,  148,  157,  166,  175,  184,  193;  229,.  . .490, 

508,  ....  940 

Man  ersetze  die  jedesmalige  erste  Ziffer  durch  ihre  Ergänzung  zu 
10,  die  übrigen  Ziffern  durch  ihre  Ergänzung  zu  9.  Es  gehen  so 
die  Ziffern  1 ...  9 der  ersten  und  0 . . .9  der  zweiten  und  dritten 
Stelle  über  in  9 ...  1 an  erster  und  9 . . .0  an  den  übrigen 
Stellen:  die  Bedingung  C bleibt  also  gewahrt.  Es  entsteht  eine 

28-13  15 

Reihe  von  Z3"  = Z3" 

und  zwar  die  vollständige  Reihe,  aus  denselben  Gründen  wie 
oben,  nämlich: 


960,  951,  942,  933,  924,  915,  906;  870,  ...  609, 

591,  ...  159 

Es  ist  also 

13  15  n 28—  n 

Z”  = Z;!"  und  ebenso  Z"  *=»  Z3" 

und  allgemein 

n »' 

zk"  - Z*" 

wenn  n -f-  ?*'  = k(d  — 1)  -f- 1 ist. 


V.  Problem  der  bunten  Reihe. 

Eine  Gesellschaft  besteht  aus  n Herren  und  » Damen  oder  aus 
n Norddeutschen  und  n Süddeutschen  — wir  werden  sagen:  aus  n 
Personen  I und  n Personen  II  Sie  setzen  sich  in  bunter  Reihe 
neben  einander.  Es  entsteht  die  Frage:  „Wieviel  verschiedene  An- 
ordnungen wird  es  geben?“  Dabei  haben  wir  hauptsächlich  zu 
unterscheiden,  ob  nur  ein  Tisch  gebildet  wird  oder  mehrere.  Jede 
Anordnung  soll  in  einer  geschlossenen  oder  Kreisreihe  erfolgen, 
nicht  etwa  in  einer  Längsreihe. 

Bunte  Reihe  an  einem  Tisch.  Haben  wir  eine  beliebige 
Tischordnung  vor  uns  und  lassen  dann  die  ganze  Gesellschaft  um 
einen  oder  mehrere  Stühle  weiter  rücken,  so  gilt  die  neue  Anord- 
nung als  identisch  mit  der  alten.  Daher  werden  wir  einer  Person 
I von  vornherein  einen  festen  Platz  anweisen  dürfen.  Die  übrigen 
Personen  I können  noch  («— 1) ! verschiedene  Reihenfolgen  annehmen, 
und  die  zwischen  ihre  Sitze  sich  einsehiebeuden  Personen  II  n! 
eben  solche.  Wir  dürfen  nämlich  keiner  II  einen  bestimmten  Platz 
anweisen,  da  diese  eine  Person  dann  entweder  immer  oder  nie 
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Nachbar  der  auf  dem  festen  Platz  sitzenden  I sein  würdo,  sodass 
uns  zahlreiche  Anordnungen  entgehen  würden.  Wir  erhalten  also 
vorläufig  das  Resultat  («— 1 ) ! /* ! Wir  setzen  aber  fest,  dass  An- 
ordnungen, die  sich  nur  durch  den  Drehungssinn  unterscheiden,  als 
identisch  gelten  sollen,  denn  es  bleiben  bei  Anordnung  der  ganzen 
Tischgesellschaft  in  umgekehrter  Reihenfolge  sämtliche  Nachbar- 
schaften erhalten.  Daher  haben  wir  noch  durch  2 zu  dividiren, 
ausser  falls  n = 1 ist-,  also: 


/(«) 


(n — 1)1  u! 
2 


«!  n! 


s . 


2n 


e stets  «=>  1,  bloss  für  ?*==-!  gleich  2 


(1) 


Beispiele: 

f{  1)  = 1,  A2)  = 1,  m - 6,  f(4)  - 72,  f{ 5)  - 1440, 

/(6)  = 43200,  /(7)  = 1814400,  /(8)  - 101 606  400,  . . . 

Bezeichnen  wir  die  Personen  I und  die  Personen  II  durch  Ay  B, 
. . . , so  sind  für  n — 2 die  boiden  Sitzweisen 


1 


und 


2 


A 

B 


1 


identisch,  weil  sie  sich  nur  durch  die  Anordnung  rechts-  und  links- 
herum unterscheiden.  Für  « = 3 giebt  cs  6 Anordnungen,  näm- 
lich: 


A A A 

13  1 2 2 3 

B C B C B C 

2 3 1 


A A 

3 2 3 1 

B C B C 

1 2 


A ist  die  festgehalteno  Person;  eine  Vertauschung  von  B und  C 
fuhrt  nach  der  vorgenommenen  Festsetzung  über  den  Drehungssinu 
zu  keiner  neuen  Anordnung. 

Bunte  Reihe  an  zwei  Tischen.  An  dem  einen  Tisch 
sollen  k Paaro  sitzen,  an  dem  anderen  n— k-}  wir  suchen  dio  Zahl 
aller  möglichen  Anordnungen  /(&,  n — &).  Vertauschen  wir  an  irgend 
einer  vorliegenden  Tischordnung  die  beiden  Tische,  ohne  dio  An- 
ordnung der  Personen  unter  sich  zu  ändern , so  gilt  uns  dieser 
Wechsel  als  nichts  neu  zu  Zählendes.  Daher  muss 


/’(&,  n—k)  = f(n—k , k) 

sein,  und  wir  könnten,  falls  die  Tische  ungleich  stark  besetzt  werdon 
sollen,  als  ersten  Tisch  stets  den  stärker  besetzten  annehmen ; doch 
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ist  dies  nicht  einmal  nötig.  Zunächst  lassen  sich  zur  Besetzung  des 
ersten  Tisches  in  n*  Weisen  Personen  I und  in  Weisen  Personen 
II  aussuchen;  aus  den  gewählten  Personenpaaren  lassen  sich  f(k ) 
Anordnungen  am  ersten  Tische  vornehmen.  Die  übrigen  n — k Paaro 
können  sich  am  anderen  Tische  in  f(n—k)  verschiedenen  Arten  grup- 
piren;  daher  erhalten  wir  das  Resultat  (n*)* . f(k)f(n—k).  Her- 
leitung und  Resultat  bleiben  richtig,  wenn  k oder  n— k gleich  1 ist. 
Nur  in  dem  Falle 

Tc  = n — h , d.  h.  k «=  ~ 

haben  wir  noch  durch  2 zu  dividiren,  weil  hier  ein  Wechsel  der 
blossen  Tische,  der  niemals  neu  zu  zählende  Anordnungen  ergeben 
soll,  solche  Anordnungen  wieder  ergiebt,  dio  beroits  gezählt  worden 

Qinr]  A ]qa  • 

f(h  n-k)  = («*)»  . f(h)f(n-k ) : o 


n 


wobei  a =■  1,  nur  in  dem  Falle  k = ^ gleich  2 zu  setzen  ist.  Setzen 
wir  jetzt 

„/7 , *!*!  j w yN  (n — k)  1(» — k) ! 

/w  = “är-e  und  A»-t)  - • * 

ein,  so  erhalten  wir,  weil 


n! 


f(k,  n—k) 


«* 


n!  /*!  es' 


A;!  (n-k)] 


ist: 


n 


4k(n — k)  ‘ a 

i — 2 für  k = 1,  g'  = 2 für  »— k ~ 1,  « » 2 für  k — » 
sonst  e = f'  = a = 1 


(2) 


Wio  es  sein  muss,  ergiebt  sich: 

/(fc,  n—k)  = /(»—*:,  &) 

Beispiele: 

/■(l,  1)  ~=  2,  denn  hier  ist  £ =>  s'  =>  a = 2 

/•(l,  2;  =-  9;  /XI,  3)  = 96 ; /(l,  4)  = 1800;  /(l,  5)  « 51840 

A2,  2)  = 18;  /(2,  3)  = 600;  /(2,  4)  — 16200 

/(3,  3)  = 7200;  A4,  4)  = 12700800 

Der  Fall  /( 1,  1)  ergiebt  dio  beiden  Anordnungen 


B 

A 

: B 1 

2 

und 

2 

i 1 
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Der  Fall  /( 1,  2)  crgiebt: 


A ■ U 

A Ji 

A i B 

1 j 2 3 

2 1 3 

3 i 1 2 

C 

C 

C 

nämlich  noch  6 weitere  Zusammenstellungen,  worin  am  kleineren 
Tische  B mit  1,  2 oder  3 und  C mit  1,  2 oder  3 zusammensitzt. 

Dividiren  wir  Formel  (2)  durch  Formel  (1)  und  berücksichtigen, 
dass  der  Fall  n = 1 jetzt  unmöglich  ist,  so  erhalten  wir: 


/(*,  n-k) 


tt 


n 


2 k(n-k)  * f(<n) 


(3) 


1)  Für  n = 2 uud  k = 1 erhalten  wir  so: 

/•(l,  1)  - 2 . * ./(2)  = 2/(2) 
also  ist  /*(  1,  1)  doppelt  so  gross  als  /(2). 

2)  n > 2,  A;  = 1 ergiebt  e «=*  2,  *'  = a = 1,  also: 

/(l,  m— 1)  = — ---=■  . /(/<) 

» 1 

also  ist  auch  hier  noch  f(  1,  »— 1)  > /(«).  — In  allen  übrigen  Fällen 
ist  f(k,  n-  k)  </(«),  nämlich: 

3)  n > 2,  A>>  l,  A:^  fi— k,  also  auch  n ^ 4.  Schliessen  wir 
den  Fall 

/ £ W 

2 

zunächst  aus,  so  ist 

t als0:  m »-*•)  = .7^—, .,•«») 

Nun  ist  der  Zusatzfactor 

ii  .1 « 1 

** 

2k(n—k)  ~ n -k  * k 

1 F 1 

also  < r,  daher  sogar  /(/.-,  w— A:)  < - /(«).  Für 


n 

k = n — A:  = ^ ist  a = 2,  also  : 


Denken  wir  uns  einstweilen  k als  stetig  veränderlich,  so  lehrt  der 
Diffcrentialquotient  des  Nenners  2 k(n—k)  nach  A;,  dass  die  Function 
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/(Ar,  n — A:)  mit  wachsendem  k stetig  abniramt  bis  zu  A-  - 
wird  im  Falle  eiues  geraden  n 


im  Fall  eines  ungeraden  n 


k «= 


n 

2 


k «== 


11  1 


2 


Daher 


den  kleinsten  (hier  in  Betracht  kommenden)  Wert  von  /(Ar,  n— Ar) 
ergeben.  Mau  erhält: 

«SO  (mod.  2):  ö “ • An) 

n = 1 (mod.  2):  = ~~i  • f(n) 

n 

n 


Für  n = oc  wird  also  f —g“)  doppelt  so  gross  als  / 

offenbar  eiuo  Folge  des  wechselnden  Wertes  von  a. 


Beispiel.  Für  n = 10  und  n = 11  nimmt  der  Quotient 

f( Ar,  n — k)  es'  n 

f(n)  a * 2A:(n — k) 

folgende  Werte  an: 

/,  = 1 Ar— 2 k=3  k=4  k—5 

n — 10  1,111  0,313  0,238  0^208  0,100 

» ==»  11  1,100  0,306  0,229  0,196  0,183 

Bunte  Reihe  an  droi  oder  mehr  Tischen.  Es  sollen 
sich  n Paare  an  r Tischen  verteilen,  und  zwar  sollen  am  ersten 
Tisch  fc|  Paare  Platz  nehmen,  am  zweiten  Ars  u.  s.  w.,  am  letzten 
kr]  also: 

n = Aj  -j-  A’j,  -j-  . . . -}-  kr 

Werden  zunächst  die  Fälle  ausgeschlossen,  wo  mehrere  k ein- 
ander gleich  sind,  oder  wo  auch  nur  eine  Grösse  k =*  1 ist,  so 
erhält  man  sofort: 

f(k 1,  **,  . . . *r)“(n)**i/(*i)  . (n-A;,)\/(Ar2)  . (n  — A,j — k2)2ktf  (Ar3)  . . 

• • • {kr)*krf  (kr) 

Dabei  wird  an  jedem  Tische  ein  foster  Platz  etwa  für  diejenige 
Person  reservirt,  deren  Name  im  Alphabet  vorangeht.  Also: 
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f(kt,  k2,  . . . kr)  = ((»)*,  (»— *j  )*,(»— • • . (*r)*r)*X 

rWf(k^).  . - /(*  >) 

/ «!  y Jfe,!*,!  Jk,!  fc,!  jfcrur! 

“ . . M/  * 2A.J  * " 2*,“  ' * * 2Ä> 


^ • • • k y 


Sind  nun  a unter  den  Grössen  k,  einander  gleich,  so  würde  jede 
Permutation  der  betreffenden  a Tischgruppen,  die  doch  kein  neues 
Resultat  ergeben  soll,  bereits  gezählte  Anordnungen  wieder  er- 
geben; also  haben  wir  noch  durch  a ! zu  dividiren,  oder  wenn  mehrere 
solcher  Gruppen  vorhanden  sind,  durch  a!  ß!  y\  . . . Sind  ferner 
unter  den  Grössen  fc,  eine  oder  einige  — 1 , so  haben  wir  entspre- 
chend oft  den  Factor  2 hinzuzufügen.  Also  erhalten  wir: 


/*(&!,  k%,  . . . kr)  — *jr_  f »,  * 


n!  n! 


\ 


* /. j /i'jj  . # . Ir  . a ! 01  . 


. r! 


*1+**+  • • ♦ -f -kr  ° n;  . . . -f-t  r;  unter  den 

ki  giebt  es  a gleiche,  0 gleiche  u.  s.  f.  und  x solche,  die 
= 1 sind. 


Specialfälle.  k1  = k2 


« 


kr  — - ergiebt: 


und 


(n  n «\  n!  n!  n 

- . . . - = -jsrr? für  - > 1 

r r r>  rt\ . rI 

f(l,  1,  . . • 1)  = UH— M T?  = 


2H“H  . n! 

r = 2 verwandelt  Formel  (4)  wieder  in  Formel  (3).  nämlich: 

n!  «!  2r  nl  n\ 

f(k,  n—k)  =*  22— r . }:{n—k)  . a ! “ ~ä  * 4Ä:(n— k) 

Ebenso  erhalten  wir  aus  (5)  und  (6)  wieder: 

/»  n\  n!  n!  1 

/( 2*  -S-/W5  AM)  = 2! 


(4) 


(5) 


(6) 


Formel  (6)  bestätigt  sich  folgendermassen : da  hier  an  jedem  Tische 
nur  ein  Personenpaar  sitzt,  für  das  Paar  aber  es  gleichgültig  ist, 
an  welchem  Tische  es  sitzt,  so  lässt  sich  von  vornherein  jeder  Person 
I ein  bestimmter  Platz  zuweisen : dann  bleiben  uns  noch  die  « Per- 
sonen II  zu  permutiren  übrig.  — Einige  Zahlenbeispielo  sind: 


Digitized  by  Google 


ßoltze : Einige  Aufgaben  aut  der  Combinatorilc. 


333 


/( 1, 1,  2)  ~ 72;  /(l,  1,  3)  - 1200;  /( 1,  2,  2)  - 450 

f(l,  2,  3)  = 21600;  /(l,  1,  2,  2)  = 8100 


Verallgemeinerung  der  Aufgabe.  Statt  von  Paaren 
wollen  wir  jetzt  von  Gruppen  zu  je  X Personen  (oder  Dingen) 
sprechen.  Solcher  Gruppen  mögen  n vorhanden  sein.  Die  einzelnen 
Sorten  werden  wieder  durch  I,  II,  III,  . . . bezeichnet.  Zunächst 
handelt  es  sich  darum,  die  » Gruppen  „in  bunter  Reihe“  auf  alle 
möglichen  Weisen  an  einem  Tisch  anzuordnen.  Das  Wort  „bunte 
Reihe“  ist  so  zu  verstehen,  dass  in  jeder  Reihe  von  X Nachbarn 
alle  „Sorten“  vertreten  sind  und  zwar  innerhalb  der  ganzen  Ti  sch  - 
ordnung  immer  in  derselben  Reihenfolge.  Wir  setzen  zu- 
nächst innerhalb  der  X Sorten  eine  bestimmte  Reihenfolge  fest  und 
ordnen  ihr  zufolge  an,  etwa  derart,  dass  die  Personen  I jedesmal 
Flügelmänner  ihrer  rechts  neben  ihnen  sitzenden  Gefolgschaft  sind. 
Nachdem  eine  Person  I einen  festen  Platz  erhalten  hat,  bekommen 
wir 


( n — l)!n!nl.  . 


(wl)A 

n 


verschiedene  Anordnungen.  Diese  Anordnungen  sind  aber  noch  allo 
so  beschaffen , dass  z.  B.  für  X = 4 jede  II  zwischen  einer  I und 
einer  III,  jede  III  zwischen  einer  II  und  einer  IV,  jede  IV  zwischen 
einer  III  und  einer  I und  jede  I zwischen  einer  IV  und  einer  II 
sitzt  Indem  wir  jetzt  die  Aufeinanderfolge  innerhalb  jeder  Gruppe 
von  X Personen  gleichmässig  ändern,  dürfen  wir  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  festsetzen,  dass  die  Personen  I stets  Flügelmänner 
ihrer  Gruppen  bleiben,  denn  bei  jeder  vorliegenden  Tischordnung 
bleibt  es  der  Willkür  des  Beobachters  überlassen,  von  welcher  Sorte 
aus  er  jede  Gefolgschaft  von  X Personen  zu  zählen  beginnen  will, 
sodass  uns  keine  Anordnung  entgehen  kann,  wenn  wir  die  Gefolg- 
schaften stets  mit  den  Personen  I anfangen.  Somit  ergeben  sich 


( A — 1) ! gleichberechtigte  Fällo  zu  je 


n 


Anordnungen.  Berück- 


sichtigen wir  endlich,  dass  bis  jetzt  jede  Anordnung  doppelt  gezählt 
ist,  einmal  rechtsherum,  einmal  linksherum,  so  erhalten  wir  nach 
Division  durch  2: 

(n!)»  (1—1)1 

«(") 2n (7) 


Die  Formel  bleibt  offenbar  auch  für  n — 1 richtig. 
Beispiel:  i = 4,  n = 3.  Man  soll  erhalten: 
F4(  3)  = (3!)*6—  = ß4  = 1296 
Die  erste  Anordnung  sei: 
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A 


a 


3 


Y 


1 


e 


JJ 


C 


b ß 2 


A ist  Flügelmann  der  Gruppe  Aaa  1 u.  s.  f. ; zugleich  sei  A die  auf 
festem  Platze  sitzende  Person.  Man  vertausche  uuu  B und  C auf 
ihren  Plätzen  und  bloss  auf  diesen,  ebenso  alc,  ctßy  und  123:  bisher 
giebt  es  2 . G3  Anordnungen.  Ueberall  aber  hat  I (grosser  lateini- 
scher Buchstabe)  noch  Nachbarn  von  bestimmten  Sorten  (II  und  IV, 
kleiner  lateinischer  Buchstabe  uud  Zitfer).  Mau  nehme  jetzt  die 
Umstellung  der  Sorten  vor:  von  den  Stellungen 


sind  nur  drei  wirklich  verschieden:  die  sechste  z.  B.  ist  bis  auf  den 
Drehungssinn  dieselbe  wie  die  erste.  Daher  erhalten  wir  iu  der  Tat 

2 . G3 . 3 = G4  = 12% 
verschiedene  Anordnungen. 

Dasselbe  für  mebrero  Tische.  Am  ersten  Tische  sollen 
fr,  Gruppen  sitzen,  am  zweiten  fr.,,  . . . , am  rten  kr.  Setzt  man 
zunächst  die  fr,  als  sämtlich  verschieden  voraus,  und  beschränkt  man 
sich  vorläufig  auf  eine  beliebig  festgesetzte  Normalreihenfolge  der 
einzelnen  Sorten  innerhalb  jeder  Gruppe,  so  erhält  mau  das  Resultat: 


Sind  uuter  den  fr,  a und  ß und  y . . . gleiche  vorhanden,  so  haben 
wir  aus  den  früher  angegebenen  Gründen  noch  durch  «!  ßl  yl  . 
zu  dividiren.  Der  Fall,  dass  ein  oder  einige  kt  = 1 sind,  ist  nicht 
ausgeschlossen.  Lässt  man  endlich  noch  die  Sorten  innerhalb  jeder 
Gruppe  permutiren  und  zwar  in  jeder  Gruppe  und  an  allen 
Tischen  gleich mässig,  so  erhält  man,  wie  sofort  eingehender 

erörtert  werden  soll,  - — gleichberechtigte  Fälle,  sodass  sich  das 
Resultat  ergiebt: 


I I 1 I I I 
II  II  III  III  IV  IV 

III  IV  II  IV  II  UI 

IV  III  IV  II  III  II 
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I 


kg,  . . . kr)  — h'ikf 

A > 2 


('*  0/ 


Wir  haben  noch  den  Nachweis  zu  führen,  dass  wir  hier  mit 


haben.  Zwei  Tischordnungen  werden  nur  daun  als  identisch  gelten, 
wenn  jede  Person  an  jedem  Tische  ihre  Nachbarn  beibehalten  hat. 
Dies  wird  in  unserem  Falle  nur  daun  erreicht  sein,  wenn  sich  die 
Personen  an  sämtlichen  Tischen  gleichzeitig  in  verkehrter 
Reihenfolge  (oder  „in  entgegengesetztem  Drehuugssiun“)  anordnen. 
Daher  würden  wir,  wenn  wir  mit  (A — 1) ! multiplicirten,  jede  Anord- 
nung zweimal  gezählt  haben;  der  richtige  Zusatzfactor  ist  also 
(A l)  l 

— 2 — . Anders  lag  die  Sache  im  Falle  A = 2.  Dort  hatten  wir 

r—T  Tische,  au  denen  die  Av  > 1 waren.  Wenn  an  einem  oder 
mehreren  dieser  Tische  eine  Umorduung  der  Personen  iu  verkehrter 
Reihenfolge  eintrat,  so  wurden  dadurch  die  übrigen  unter  diesen 
Tischen  nicht  mit  betroffen,  weil  bei  zwei  Sorten  (I  und  II)  das 
Gesetz  der  Abwechslung  in  ihrer  Aufeinanderfolge  oder  das  Gesetz 
der  bunten  Reihe  durch  eine  Umordnuug  gedachter  Art  nicht  gestört 
wird.  Die  Gesamt-Tischorduung  im  Sinne  unserer  Definition  blieb 
also  dieselbe  für  2r~T  verschiedene  Sitzweisen:  darum  mussten  wir 

(A— 1)1 

eben  nicht  mit  (A— 1)!,  sondern  mit  — multipliciren. 

Im  Falle  A>>2  hat  die  Verkehrung  der  Personenfolge  au  einem 
Tische,  gleichgültig,  ob  dessen  k,  )>  oder  = 1 ist,  stets  auch  eine 
Umordnung  an  den  anderen  Tischen,  wenn  auch  nur  innerhalb  der 
einzelnen  Grupppen,  zur  Folge:  denn  durch  die  Bedingung  der  völlig 
gleiclimässigen  Gruppirung  der  A Sorten  waren  die  verschiedenen 
Tische  einheitlich  verbunden.  Soweit  nun  die  übrigen  Tische  solche 
sind,  deren  A,=  1 ist,  tritt  an  ihnen  allerdings  nichts  Neues  ein, 
wohl  aber  für  alle  Tische  mit  grösserem  sodass  jede  Umordnung 
auch  nur  au  einem  Tische  eine  neue  Gesamtordnuug  ergiebt.  Nur 
der  Fall,  dass  für  sämtliche  übrigen  Tische  oder  auch  für  sämt- 
liche Tische  überhaupt  die  h — 1 siud,  erfordert  eine  gesonderte 
Behandlung:  dieser  Fall  erledigt  sich  aber  leicht,  da  daun  mit  der 
vorausgesetzten  Verkehrung  der  Reihenfolge  au  dem  einen  Tische  die 
gleichzeitige  Verkehrung  au  allen  übrigen  Tischen  von  selbst  ver- 

bunden  ist:  die  Bedingung,  die  zur  Aufstellung  des  Factors  - — ^ — ! 

führte,  ist  hier  also  von  selbst  erfüllt.  — Zur  Erläuterung  möge 
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noch  das  Folgende  dienen:  an  einem  Tische  mit  fr,  = 1 mag  die 

ursprüngliche  Reihenfolge  A umgewandelt  werden  in  A .An 

a a a a 

einem  andern  Tische,  dessen  fr,  = 2 oder  3 ist,  geht  dann  die  ur- 
sprüngliche Reihenfolge 


Ji 

b y oder 

ß e 

C 


über  in  die  ganz  andere: 

D 

ß c 

b y 

C 


Bj 

b d 

ß D 

C c7 


oder 


Bd 

ß ä 

b D 
C yc 


Ebenso  hat  die  Verkehrung  der  Rcihcnfolgo  an  einem  Tische  fr,  =3, 
nämlich 


aA-i 

a yc 
1 C 

Bbß  2 


in 


23 /la« 

7 ' 1 

c B 

Ciß  b 


an  anderen  Tischen  fr,-  =>  1 und  3 die  Folge,  dass  sich 


D 

d 4 und 
ö 


umwandeln  in 


D 

4 d 
d 


und 


Special  fälle:  frj  -=>  fr*  = 

//»  n n\ 

*Hr'  r ’ * * • r) 


IL1 

fr  v 

5 n 

M N 

m /x  6 

6 Ln 
fr  v 

l 7 

M N 

Gu  m 

r 

= fr,-  -»  - ergiebt : 


(«!)* 

©'  • - ' 


(fr- 1)J 
2 


(9) 


Für  r =»  n erhält  man 

Ä(l,l,  • • . 1)  = ' 


(10) 


Beispiel.  Fx(  1, 1)  = 2fr~2  . (fr— 1)1,  d.  h.  für  fr  = 3 und  fr  - 4 
bezüglich  — 4 und  «=>  24. 
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A ; B 
a a : b ß 

A 

b a 

B 

a ß 

A 

a ß 

B 

b a 

A B 

b ß ; a a 

X = 4 (bloss  der  erste  Tisch  ist  8 mal  dargestellt): 


A 

A 

A 

A 

A 

A 

a 1 

a 2 

a 1 

b 1 

a 2 

b 2 

a 

a 

ß 

a 

ß 

a 

A 

A 

b 1 

b 2 

ß 

ß 

Jetzt  treten  in  der  ersten  Anordnung  Aaa  1 die  Umstellungen  ein: 
Aalet  und  Aaa  1;  ebenso  in  den  übrigen  sieben.  Andere  Umstel- 
lungen, wie  Aorlo,  Al««,  Alan  ergeben  nichts  Neues.  Somit 
bestätigt  sich  die  Formel 

F4(l,  1)  - 24 

Weitere  Beispiele  sind: 

F3(l,  1,  1)  <=  (3!)2  = 36.  Erste  Anordnung: 


a 


B 


1 


C 


1 


Man  permutire  a,  b,  c bloss  auf  ihren  Plätzen  und  ebenso  «,  /S,  y 
auf  den  ihrigen;  Zahl  der  Anordnungen 

= 6 . 6 = 36 


na,  1,  1) 


(3  !)4 
2 


648.  Erste  Anordnung: 


b 


a 


ß V 


Man  permutire  «,  Z»,  c auf  ihren  Plätzen,  ebenso  «,  ß , y und  1,  2, 

31 

3:  bisher  63  Anordnungen;  dann  aal  unter  sich:  Factor  — = 3; 
also  in  der  Tat 

3 . 63  ==  648 

(4  !)3 

Fs(2,  2)  = p — g ==  1728.  Erste  Anordnung: 


Arch.  d.  Math.  n.  Phys.  2.  Ueihe,  T.  XI. 
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A 

C 

a 

ß 

c 

ö 

a 

b 

Y 

d 

B 

D 

Man  permutire  a,  A,  c , d auf  ihren  Plätzen,  ebenso  a,  ß,  y,  5,  ebenso 
B , C',  /),  die  letzteren  aber  so,  dass  am  zweiten  Tisch  nur  B oder 
C den  jetzt  von  C innegehabten  Platz  besetzen  darf;  also: 


4!  4!  3! 
'2 


1728 


Noch  seien  zwei  Formeln  erwähnt,  die  sich  durch  Vergleichung  von 
(7),  (9),  (10)  ergeben: 


Fx(n) 


Fx 


(n  n 
r*  r*  * 

Fx(n) 


m i,  i,  . . 


. 1)  n 


(n — 1)  1 


(r-l)i 
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XV. 

Die  Willensfreiheit  und  der  physische 
Determinismus. 


Von 

R.  Hoppe. 


Vor  15  Jahren  hat  Boussinesq  in  einem  Artikel  der  Comptes 
Rendus  t.  LXXXIV.  p.  362—364:  „Sur  la  conciliation  de  la  libert6 
morale  avec  le  detcrmiuisme  scientifique“  dargetan,  dass  die  Willens- 
freiheit der  Menschen  mit  keinem  physikalischen  Causalitätsgesetzo 
im  Widerspruch  steht,  und  dass  die  Fälle  freier  Wahl  nur  vermöge 
gewisser  Eigenschafteu  der  Materie  in  der  leblosen  Natur  nicht  Vor- 
kommen können.  Der  Artikel  ist  kurz  gefasst  , doch  reichen  die 
gegebenen  Andeutungen  hin,  die  nicht  ausgeführte  strenge  Begrün- 
dung erkennen  zu  lassen.  Da  die  entgegengesetzte  Meinung,  die 
Willensfreiheit  sei  unverträglich  mit  durchgehender  Causalität,  seit 
Jahrhunderten  eine  sehr  verbreitete,  nur  mit  eilfertiger  und  augen- 
fällig mangelhafter  Logik  verteidigto,  gewiss  noch  nie  eingehend 
geprüfte  ist,  so  ist  die  von  Boussinesq  dargebotene  Erledigung  der 
Frage,  unstreitig  von  grosser  Wichtigkeit,  und  sein  Gedanke  verdient 
mit  hinreichender  Ausführlichkeit  ans  Licht  gestellt  zu  werden,  die 
vielleicht  nur  gefehlt  hat  um  demselben  Beachtung  zu  verschaffen . 

Indessen  brauchen  wir  bei  den  genannten  2 Sätzen  nicht  stehen 
zu  bleiben.  Dio  Hauptfrage,  ob  die  Willensfreiheit  existirt,  wird 
durch  jene  gar  nicht  in  Angriff  genommen.  Auch  in  Bezug  auf  sie 
macht  sich  die  leichtfertige  Logik  populär;  man  sagt : das  vermeint- 
liche Bewusstsein  der  Willensfreiheit  beruhe  auf  Selbsttäuschung; 
denn  für  jede  Wahl  gäbe  es  Bestimmungsgründe;  fragt  aber  nicht 
danach,  ob  dieselben  zur  Entscheidung  hinreichen,  namentlich  wenn 

22* 
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solche  teils  für,  teils  wider  sprechen.  Ein  mathematischer  Beweis 
der  Existenz  der  Willensfreiheit  lässt  sich  geben.  Wir  wollen  im 
folgenden  die  drei  Fragen,  deren  letzte  sich  wieder  in  zwei  teilt, 
nach  einander  behandeln  und  die  Antworten  als  Thesen  voranstellen. 

Eho  wir  indes  damit  beginnen,  ist  es  nötig  den  Sinn  einiger 
Ausdrücke  zu  präcisiren. 

1)  Die  Wörter  „Ursache“,  „Causalität“  gebrauchen  wir  nur  im 
physikalischen  Sinne.  Demgemäss  können  Vorgänge  an  concreten 
Gegenständen  durch  Ursachen  nur  in  Verbindung  mit  einer  Epoche, 
d.  h.  einem  vorausgehenden  momentanen  Zustande  derselben  Gegen- 
stände bestimmt  werden.  Die  Ursache  ist  ein  dauerndes  Gesetz4 
ihre  Wirkung  eine  Zustaudsänderuug.  Nur  in  zeitlicher  Succession 
können  Vorgänge  causal  verbunden  sein,  die  gleichzeitigen  sind  es 
nicht. 

2)  Unter  den  möglichen  Verbal prädicaton  eines  Menschen  ist  es 
schwer  ein  hinreichend  allgemeines  zu  tindeu,  das  unabhängig  von 
der  Willensfreiheit  verstanden  würde.  „Handlung“  wird  als  activ 
gedeutet,  „Vorgang“  als  passiv,  und  Activität  unterscheidet  sich  nur 
durch  die  Willensfreiheit  von  Passivität.  Da  nun  für  eine  Unter- 
suchung über  die  Frage  der  Willensfreiheit  ein  Wort,  welches  ihr 
nicht  vorgreift,  unentbehrlich  ist , so  wählen  wir  dazu  das  Wort 
„tun“.  Dieses  wird  zwar  für  sich  activ  verstanden;  doch  sagt  man  nach 
einem  vorausgehendem  Verbum,  auch  wenn  es  ein  Erleiden  be- 
deutet: „Er  tut  es“.  Wir  setzen  daher  fest,  dass  die  Wörter  „tun44 
und  „Tat“  hier  Activität  und  Passivität  ohne  Unterschied  umfassen. 

Satz  1.  „Die  Willensfreiheit  widerstreitet  nicht  dem  ausnahm- 
losen  causaleu  Zusammenhänge  der  Vorgänge“. 

Ich  beginne  der  Deutlichkeit  wegen  mit  einem  Beispiele.  Es 
ist  ohne  Zweifel  möglich  eine  undurchdringliche  Fläche  und  einen 
schweren  Punkt  zu  denken,  gleichviel  ob  solcho  in  der  materiellen 
Natur  exi8tiren.  Eine  solche  Fläche  habe  die  Gleichungen: 

x = p cos  qp ; y = psinqp;  t>  = xjj  — sin  t// ; z =*=  1 — cost ft  (1) 
Die  sAxe  habe  die  positive  Richtung  der  Schwerkraft.  Ein  Punkt 
von  der  Masse  1 bewege  sich  auf  der  Fläche,  allein  unter  dem  Ein- 
fluss seiner  Schwere  y.  Dann  sind  die  ersten  Integrale  der  Be- 
wegungsgleichuugen : 

Q*d(p  = y dt  (2) 

?+*  <*> 

(y  und  h constant) 
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Nach  Gl.  (3)  kann  die  Spitze  y = 0 nur  erreicht  werden  für 
y =•*  0.  Ist  dann  h < 0,  so  wird  sie  auch  nicht  erreicht;  für 
ä =>  0 wird  sie  mit  Nullgeschwindigkeit  erreicht;  für  h > 0 ist 
die  lebendige  Kraft  in  der  Spitze  nicht  erschöpft,  der  Punkt  geht  in 
der  Tangente  nach  oben  weiter  und  füllt  auf  sie  zurück,  ohne  dass 
die  Spitze  sein  Weitcrfalleu  hindern  kann.  Für  h = o hat  mau 
nach  Gl.  (3)  (2): 

u»  — V<7(*  — *o);  =>  const 


und  zwar  sei  für  t <1 10 
also 


cp  =»  « 


x = q cos  et ; y = g sin  ct 


Zur  Zeit  t = t0  verschwinden  x,  y,  z , Bz,  Bij,  Bz,  werden  mithin 
unabhängig  von  a:  folglich  kann  aus  der  ganzen  Epoche  der  Be- 
wegung der  Wert  von  cp  für  alle  Folgezeit  nicht  bestimmt  werden. 
Wir  können  daher  beliebig  setzen: 

cp  = ß für  t > t0 
x = g cosß;  y = gsinp 


Auf  den  Fall  h^>  0,  wo  das  Analoge  stattfindet,  brauchen  wir 
nicht  einzugehen. 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  das  einfachste  physikalischo  Gesetz, 
das  der  Schwerkraft,  Fälle  theoretisch  zulässt,  wo  dio  dasselbe  un- 
abänderlich befolgende  Beweguug  in  einzelnen  Zeitpunkten  sich  will- 
kürlich ändert,  indem  irgend  welche  Integrationsconstanten  willkür- 
liche andre  Werte  annehmen. 


Es  kommt  nun  bloss  darauf  an , ob  etwas  entgegensteht,  dass 
der  Zeitpunkt  einer  Willensentscheidung  ein  singulärer  Punkt  der 
bezeichneten  Art  in  den  physischen  Vorgängen  ist.  Nach  einem 
Satze  der  Physiologie  ist  jede  psychische  Tat,  Empfindung,  reflexives 
und  Uusserndes  Denken,  von  gleichzeitigen  eindeutig  entsprechenden 
Vorgängen  in  den  Nerven  begleitet.  Nur  von  den  Organen  der 
Empfindung  und  des  äussernden  Denkens  sind  Vorgänge  bekannt, 
die  des  reflexiven  Denkons  sind  cs  überhaupt  nicht.  Jede  Tat  aber, 
(Reflexion  oder  Gliederbowegung),  die  direct  aus  der  Empfindung  her- 
vorgeht, ist  unfrei,  nur  aus  reflexivem  Denken  kann  ein  freies 
Wollen  hervorgehen.  Da  die  demselben  entsprechenden  physischen 
Vorgänge  gänzlich  unbekannt  sind,  so  ist  es  klarerweise  unmöglich 
einen  Einwand  gegen  dio  Annahme  zu  erheben,  dass  sie  singuläre 
Punkte  enthalten,  in  denon  sich  dio  Folgen  mit  Erhaltung  des  Cau- 
salgesetzes  willkürlich  spalten,  w.  z.  b war. 
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Satz  2.  „Der  cansale  Determinismus  der  leblosen  Natur  wird 
durch  den  1.  Satz  nicht  berührt“ 

In  der  Mechanik  physischer  Körper  kann  der  im  Beweise  zu 
Satz  1.  gedachte  Fall  nicht  Vorkommen.  Denn  hier  kann  die  Fläche 
(1)  nur  vermöge  abstossender  Kräfte  undurchdringlich  sein,  während 
sie  daselbst  als  indifferent  betrachtet  ward,  und  der  bewegte  Punkt 
gehört  einem  System  von  Punkten  an , dessen  innere  Beziehungen 
die  Unabhängigkeit  von  « und  ß aufhebcn  würden.  Handelt  es  sich 
aber  um  physische  Vorgänge,  deren  Reduction  auf  Mechanik  zur 
zur  Zeit  noch  Problem  ist,  so  gehört  das  Bestimmtsein  der  Folgen 
durch  die  Ursachen  zu  den  Bedingungen  der  Lösung.  Nun  ist  die 
Lösbarkeit  aller  physikalischen  Probleme  überhaupt  nicht  apriori 
verbürgt.  Die  mögliche  Unlösbarkeit  schliesst  daun  den  Fall  singu- 
lärer Unbestimmtheit  in  sich.  Folglich  ist  Satz  1.,  indem  er  die 
logische  Möglichkeit  singulärer  Unbestimmtheit  innerhalb  der  fort- 
bestehendon  Causalität  beweist,  eine  einfache  specielle  Bestätigung 
einer  auch  ohne  ihn  vorhandenen  Ungewissheit  und  vermindert  nicht 
die  Berechtigung  den  causalen  Determinismus  der  leblosen  Natur 
als  Antrieb  zur  Untersuchung  vorauszusetzen,  w.  z b.  war. 

Satz  3.  „Nicht  alles,  was  Menschen  tun,  ist  vorher  bestimmt.“ 

Wir  nehmen  an:  zwei  Menschen  A und  B gehen  folgende  Wette 
ein.  Jeder  schreibt  eine  Zahl  auf.  Nach  Vergleichung  soll  der- 
jenige gewonnen  haben,  welcher  die  grössere  Zahl  aufgeschrieben  hat. 

Wüsste  nun  A die  Zahl  6,  welche  B schreibt,  so  würde  or  eine 
Zahl  a > h schreiben.  Wüsste  auch  B die  Zahl  «,  welche  A schreibt, 
so  würde  er  eine  Zahl  b^>  a schreiben.  Es  ergäbe  sich  der  Wider- 
spruch 

a b a 

Folglich  ist  es  unmöglich,  dass  Jeder  vorher  weiss,  was  der  Andere 
tun  wird. 

Offenbar  ist  nun  der  resultirende  Widerspruch  unabhängig  von 
aller  Begabung  und  allen  Geistesfähigkeiten  der  zwei  Beteiligten. 
Wäre  also  das,  was  jeder  tut,  notwendige  Folge  alles  dessen,  was 
vorhergegangeu  ist,  so  könnte  man  annehmen,  dass  A und  B von  allen 
mitwirkeudeu  Tatsachen  Keuntniss  gehabt,  und  die  notwendige  Folge 
daraus  sicher  geschlossen  hätten.  Es  ist  daher  ebenso  unmöglich, 
dass  die  Wahl  der  Zahlen,  welche  Beide  trafen,  aus  allem  Vorher- 
gegangenen mit  Notwendigkeit  kervorgieng. 

Mit  Anwendung  auf  alle  Menschen  und  alle  Zeiten  folgt  daraus, 
dass  es  nicht  mehr  als  einen  Menschen  gegeben  haben  kann,  dessen 
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sämtliches  Tan  determinirt  wäre,  und  dass  dieser  eine  längst  tot 
sein  würde. 

Satz  4.  „Ueber  alles  Tan  der  Menschen,  welches  nicht  durch 
Ursacheu  vollständig  bestimmt  ist,  entscheidet  der  Wille.“ 

Die  Begründung  dieses  Satzes  ist  empirisch  und  bedarf  der  Er- 
gänzung durch  eine  Hypothese. 

Zunächst  muss  ich  eine  Argumentation  abweisen,  die,  so  beliebt 
sic  auch  sein  mag,  ans  irrigem  und  sehr  verderblichem  Princip  her- 
vorgeht. Wäre  nämlich  keine  Entscheidung  apriori  vorhanden,  so 
würden  die  Vorgänge  nach  Zufall  eintreten.  Dies  scheint  Vielen 
undenkbar,  uud  sie  halten  die  Unmöglichkeit  damit  für  bewiesen. 
Dennoch  würde  die  Vernunft  gegen  die  erfolgende  Tatsache  nichts 
einzu wenden  vermögen.  Dadurch,  dass  das  erkennende  Subject  etwas 
(die  Ursache)  bedarf,  kann  das  Object  nicht  gezwungen  sein  sich 
dem  Bedürfnisse  gemäss  zu  verhalten.  Jene  Schlussweise  ist  ein 
Selbstbetrug,  der  oft  als  unbewusstes  Vorurteil  eiuwurzelt  und 
gegen  die  offenen  Bahnen  der  Erkonntniss  blind  macht. 

Unser  Fall  lässt  uns  den  fehlenden  apriorischen  Beweis  nicht 
vermissen.  Die  Erfahrung  gibt  uns  reichlich  die  Beantwortung  un- 
serer Frage.  In  unzähligen  Fällen  geht  der  Tat  der  Gedanke  der 
Tat  bewusstermassen  voraus.  Die  Uebereinstimmung  des  Gedankens 
mit  dem  folgenden  Geschehen  zeigt  dann  die  Abhängigkeit  des  letz- 
tem vom  Gedanken.  Die  Zeit  zwischen  beiden  kann  beliebig  kurz, 
mithin  unmerklich  sein,  d.  h.  zur  bewussten  Auffassung  der  Suc- 
cession  nicht  hinreichen.  Gleichzeitigkeit  des  Gedankens  mit  dem 
gedachten  Geschehen  aber  ist  unmöglich.  Denn  wir  denken  stets, 
mit  Ueberspriugung  der  executiven  Nerven-  und  Muskelvorgänge, 
unmittelbar  an  die  Gliederbewegung  (wenn  nicht  noch  darüber  hin- 
aus  an  die  Wirkung  auf  äussere  Gegenstände);  daher  liegt  stets 
zwischen  dem  Gedanken  und  der  entsprechenden  Ausführung  durch 
die  Glieder  die  Zeit  der  Fortpflanzung  Yom  Gehirn  bis  zu  den  Glie- 
dern. Der  Gedanke  nun,  der  in  der  genannten  Beziehung  zn  dem 
ihm  folgenden  Geschehen  steht,  heisst,  wofern  letzteres  nicht  ursäch- 
lich bestimmt  war,  der  Wille. 

Hiermit  ist  unter  Satz  noch  nicht  vollständig  bewiesen,  weil 
noch  fraglich  bleibt,  ob  neben  den  durch  Willen  entschiedenen,  es 
noch  andre  ursächlich  nicht  bestimmte  Vorgänge  geben  kann,  die 
zu  keiner  Entscheidung  gelangen,  bevor  eine  unerklärbare  Tatsache 
entscheidend  eintritt. 

Zur  Ergänzung  stelle  ich  folgeude,  gewiss  zulässige  Hypothese 
auf:  „Jedem  singulären  Punkte  in  den  Nervenvorgängen,  in  welchem 
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die  Folgen  causal  unbestimmt  werden,  entspricht  in  der  Seele  ein  ge- 
steigert klares  Bewusstsein  der  wirklichen  objectiven  Umgebung  des 
Menschen  und  der  in  dem  Augenblicke  erlangten  Freiheit.“ 

Dies  angenommen,  ist  es  nicht  möglich,  dass  die  erfolgende 
Ncrvenaction  anders  endigt  als  dem  Gedanken  entsprechend,  ohne 
dass  der  Mensch  es  merkte,  mithin  würde  es  sich  als  Ausnahme 
von  der  allgemeinen  Erfahrung  offen  darstell on. 

Die  Bestätigung  anlangond,  ist  zunächst  die  Annahme  an  die 
Hand  gegeben,  dass  die  Gliederbewegung  eines  vernünftigen  Wesens 
mit  der  richtigen  Vorstellung  von  seiner  Umgebung  verbunden  ist, 
weil  sie  Bedingung  des  beabsichtigten  Erfolges  der  Bewegung  ist. 
Eine  auffallend  treffende  Bestätigung  hat  gewiss  schon  Maneher  im 
halbwachenden  Zustande  erlebt,  wo,  solange  noch  traumhafte  Vor- 
stellungen von  der  Oertlichkeit  in  das  Erwachen-wollen  sich  ein- 
mi8chen,  alles  Streben  die  Glieder  zu  bewegen  erfolglos  ist,  im 
Augenblicke  aber  der  Erinnerung  an  die  wirkliche  Oertlichkeit  die 
freio  Gliederbewegung  und  das  volle  Erwachen  sofort  eintritt. 
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XVI. 

Construction  einer  Regelfiäche  aus  gegebener 

Strictionslinie, 

Von 

R.  Hoppe. 


Es  soll  zuerst  das  vollständige  System  von  Regelflächen,  welche 
eine  gegebene  Cnrve  zur  gemeinsamen  Strictionslinie  haben,  analy- 
tisch dargestellt,  dann  das  Resultat  geometrisch  interpretirt',  und 
der  Constructionsweg  einer  beliebigen  Regelfläche  gezeigt  werden. 

Gegeben  sind,  mit  der  Curve  «,  die  Richtungscosinus  der  Tan- 
gente /,  0,  ä,  der  Hauptnormale  f\  g\  h\  der  Binormale  /,  m,  », 
der  Krtimmungs-  und  Torsionswinkel  r und  &. 

Gesucht  sind  die  Richtungscosinus  a,  ä,  c der  Erzeugenden  dor 
Regelfläche.  Bedingung  dafür,  dass  « ihre  Strictionslinie  sei,  ist 

fB  a-\-g  Bb  h 8 c *=•  0 

Setzt  man 

0v*  = 0a*+0£*4-0c*  (1) 

0a  Bb  Bc 

so  sind  ^ die  Richtungscosinus  einer  Geraden  L , welche 

auf  der  Tangento  von  « senkrecht  steht,  haben  daher  den  allgemei- 
nen Ausdruck: 


0a 

0V 


/■'cosfi-j-  Isinfx  = p 


Bb 

^ = g COS  ft  8in  ft  = q 


Bc 

Bv 


h‘  cos  p -f-  n sin  fi  = r 


(2) 
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Sofern  p willkürlich  bleibt,  sind  p,  5,  r bekannte  Grössen. 


Setzt  mau 

die 55 

-f 

(3) 

qdr — 1 

'Bq 

rdp  - 

p0r 

pdq-q 

(4) 

Vi  = 

die 

1 

•1\  = 

die 

; n 

1 “ 

dw 

dp 

d*p 

^ dw 

die 1 

B<1 

d*q 

— 

* die 

diet 

(5) 

dr 

d*r 

r dw 

dw * 

so  wird 

d2p 

dw2 

~V\ 

&<!  4 
die*  “ 

-9*i 

02r 

dw* 

<=  — r 

(6) 

03  03 

3 ,*a 
1! 

— A 

dp 

dw' 

B<h 

dw  “ 

.Bq 

-Jdw' 

0/o 

* // 

er 

dw 

J*+l 


Durch  dreimalige  Differentiation  der  Gleichung 

a*  4.  „ 1 


erhält  man  vermöge  der  Formeln  (2)  (6): 


j)a-\-qb-\-rc  = 0 


0p  ,0<2  0r  0v 

0/0  ^ 0/0  0/0  ° CW 

1 d*V 

Pi  a + 9l  h + rl  c = ' j 9 ~2 

woraus : 

0»  dv  p,  0*v 

/i  • — ■ — ' — — * • - — ■ • otc 

dw  dw  4 dw * ' 

daher: 

'+*+'- Hö’+i©' 

integrirt: 

^ — sin  J*  Adw\  ^ = Jco8  j "* ^0w 

Angeführt  in  die  Gleichung  (10): 


(7) 

(8) 

(9) 

(10 


(11) 
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dp  . 

a = — jf-sin 

OKI 


Jdic  — p1  cos  J*  jdw\ 


etc. 


Die  Gleichungen  der  Regelfläche  läuten  also: 

3“|  =x  — u i^^^d  dw  -\~pi  cos  ^ dSw^\  etc. 


(12) 


(13) 


Sei  nun  eine  Curve,  deren  Tangente  die  Richtungscosinus  p, 
q,  r hat;  dann  ist  nach  Gl.  (3)  to  ihr  Krümmungswinkel  und  nach 

Sn 

Gl.  (5)  d ihr  Krümmungsverkältniss,  das  wir  durch  bezeichnen, 
daher 

ij-f-const  =*  j ddw  (14) 

ihr  Torsiotiswinkcl;  ferner  sind  die  Richtungscosinus 
ihrer  llauptnorraale 

C\n  QW  ow 

ihrer  Binormale  <?,,  rx 

Ist  demnach  u>3  parallel  t/;*,  und  sind  x3 y3 z8,  r^y^z^  entsprechende 
Coordinaten  beider  Curven,  so  ist 


x v — t 


dp 

Sw 


cos  — Pi  sin^+x) 


etc 


Diese  Gleichungen  sind  identisch  mit  den  Gl.  (12),  wenn  mau 


und  x-J-R  an  die  Stelle  der  Constanten  in  Gl.  (14)  setzt;  und  zwar 
bedeutet  k den  Normalabstand  der  Parallelen,  und  es  zeigt  sich, 
dass  a,  b,  c die  Richtungscosiuus  ihrer  gemeinsamen  Normale  sind. 

Um  also  aus  der  Strictionslinie  # die  Regelfläche  zu  construiren, 
hat  man  erst  eine  beliebige  Normalenfläche  au  s zu  legon.  indem 
man  eine  Gerade  L an  » gleiten  lässt,  die  beständig  mit  der  Tau- 
gouto  einen  rechten  Winkel  macht,  dabei  aber  beliebig  um  die  Tau- 
gente  rotiren  kann.  Diese  Gerade  hat  dann  die  Richtungscosinus  />, 
q,  r.  Dann  beschreibt  man  (als  Nebenfigur)  eine  Carve  ig2,  dereu 
Tangente  in  den,  den  Curvenpunkten  von  » entsprechenden  Punkten 
den  obigen  Normalen  von  s gleichgerichtet  ist,  und  parallel  mit  ihr 
eine  Curve  g>3.  Parallel  mit  der  Verbindungsgeraden  der  entspre- 
chenden Punkte  von  ig2  und  ip3  zieht  man  endlich  durch  den  ent- 
sprechenden Punkt  von  s die  Erzeugende  der  gesuchten  Regelfläche. 
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Das  Resultat  enthält  2 willkürliche  Functionen  und  2 willkür- 
liche Constanten.  Zunächst  ist  die  Rotation  von  L um  die  Tangente 
von  «,  gemessen  durch  die  Variable  willkürlich.  Ferner  bleibt 
bei  Bestimmung  von  t/;2  durch  die  blosse  Tangente  das  Linienele- 
ment 0t//2  willkürlich.  Endlich  sind  zur  Bestimmung  der  Parallele 
y-3  noch  2 Constanten  willkürlich  festzusetzen,  der  Normalabstand  k 
und  der  Winkel  x zwischen  der  gemeinsamen  Normalo  und  einer 
solchen  für  eine  beliebig  fest  zu  wählende  Parallele  %. 

Von  der  im  Vorstehenden  gelösten  Aufgabe  sind  bereits  zwei 
Specialfälle,  der  eine  für  eine  ebene,  der  andre  für  eine  sphärische 
Strictionslinie,  in  einer  Schrift  von  G.  Pirondini:  „Sülle  superficie 
rigato“.  Battaglini  G.  XXV.  — unter  vielen  andern  die  Regelflächen 
betreffenden  Fragen  behandelt  worden. 


iiiscellen. 
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xvn. 

Miscellen. 


1. 

Dreiteilung:  jedes  Winkels  mittelst  fester  Kegelschnitte. 

(Dritter  Artikel). 

Im  Anschluss  an  meine  früheren  Mitteilungen  in  diesem  Archiv 
(II.  Reihe,  lOter  Teil,  pag.  333  — 336  und  pag.  441  — 442)  und  an 
eine  inzwischen  veröffentlichte  Abhandlung1)  wird  nunmehr  die  Drei- 
teilung jedes  Winkels  mittelst  einer  festen  Ei  1 i pse  angegeben.  Sie 
beruht  auf  folgendem  Lehrsatz: 

Weun  man  die  eine  der  beiden  Katheten  (CB  = a)  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  ACB  in  zwölf,  die  andere  (CA  = b) 
in  vier  gleiche  Teile  teilt,  durch  den  fünften  Teilpunkt  E 
der  ersteren  und  den  dritten  Teilpunkt  F der  letzteren 
Parallele  zu  den  Katheten  legt,  deren  Schnittpunkt  O 
heisse,  FA  durch  A bis  G verlängert,  sodass  FG  die  Grösse 

der  Höhe  eines  über  ^ errichteten  gleichseitigen  Dreiecks 

erreicht,  OBi  uud  OB2  gleich  OG  und  OAt  und  OAt  zu 
Höhen  des  über  Bx  U8  errichteten  gleichseitigen  Dreiecks 
macht,  so  wird  der  dem  Dreieck  ACB  umgeschriebene 
Kreis  von  der  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  O und  deren 
Achsen  A-,  As  und  Bx  B2  sind,  in  C und  den  drei  Punkten 
ru  pi  und  1\  derartig  geschnitten,  dass  APt  und  Bl\ 


1)  Wissenschaftliche  Beilage  zom  Programm  des  Falk-Realgymnasiums 
zu  Berlin.  Ostern  1892.  Ueber  einige  Lösungen  des  Trisectionsproblems 
mittelst  fester  Kegelschnitte.  Von  Wilhelm  Panzorbietcr.  R.  Gaertners  Ver- 
lagsbuchhandlung (Hermann  Heyfelder). 
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Trisectionslinicn  der  spitzen  Winkel  BAC  und  ABC , APt 
1 ÖP2  Trisectionslinien  der  entsprechenden  Nebenwinkel  und 
MPt  und  MPS  Trisectionslinien  der  Winkel  BMC  und 
AMC  sind. 

5a  ii/  3 

Beweis:  Da  FO  = ^ un(I  FG  = ist,  so  folgt: 


OG 


by  und  OAy  — byVS 


Die  halbe  lineare  Excentricität  der  Ellipse  ist  daher  gleich  6,^2; 
ihre  numerische  Excentricität  s gleich  VJ.  Macht  mau  ( )At  zur 
A’achsc  und  ()Bl  zur  Vacbse  eines  Coordiuatensystems,  so  lautet 
die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse 


oder: 


V 2 

_ i ? i 

3 V“ 


x*+3y2  = 


25a2  9/>* 

48  ' 16 


(I) 


Verlegt  man  nun  deu  Anfangspunkt  des  Coordiuatensystems  durch 
parallele  Verschiebung  der  Achsen  von  O nach  dem  vierten  Teil- 
puukt  L der  der  Kathete  a,  so  nimmt  die  Gleichung  (I),  da  x — ^b 

für  x und  y — für  y zu  suhstituiren  ist,  die  Form: 


oder: 


, 3,  . , o , ® 25a*  9 

X — “2»  + 48=  '48  + 


IG 


2x*  — 3 bx  -j-  6 y1  — ay  = a2 


(II) 


an,  während  die  Gleichung  des  dem  Dreieck  ACB  umgeschriebenen 
Kreises 


(—  9" +(»-9*= 


lautet  und,  da  r*  = — - — ist,  in 


oder: 


9 a* 

3a?2 — 3Ax-f-3y2  — ay  = ~o 


(III) 


übergeht  Durch  Subtraction  der  Gleichung  (III)  von  (II)  ergiebt 
sich: 
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3y*-x*=~ 

oder: 

y* -**'  = £ (TO 

Da  nun  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Ellipse  und  des 
Kreises  auch  der  Gleichung  (IV)  genügen  müssen  und  diese  letztere 
eine  der  beiden  Hyperbeln  (c  = 2)  darstullt,  deren  Schnittpunkte 
mit  dem  Kreise  nach  den  früheren  Mitteilungen  die  Bogen  der 
Centriwinkel  2a  und  2/3,  180° — 2a  und  180° — 2ß  etc.  triseciren  (wenn 
a und  ß die  spitzen  Winkel  BAC  und  ABC  bedeuten),  so  ist  hiermit 
der  obige  Lehrsatz  bewiesen. 

Aus  demselben  ergiebt  sich  folgende  (weniger  einfache)  Con- 
struction  für  die  Dreiteilung  jedes  beliebigen  (concaven)  Winkels 
2ß  mittelst  der  festen  Ellipse  0'(s  = VI): 

Man  zeichne  ein  rechtwinkliges  Dreieck  QliS  mit  dem  spitzen 

%)HS  RCl 

Winkel  RQS  = ß,  mache  RT  = und  RU  = -r-  V3,  construire 

das  dem  Dreieck  URT  ähnliche  Dreieck  WIIZ,  dessen  Hypotenuse 
die  Länge  der  halben  kleinen  Achse  O'B ;hat  und  ziehe  durch  Z 
die  zu  SQ  parallele  Gerade  ZN.  Alsdann  trage  man  die  Kathete 
RN  auf  der  Hauptachse  der  Ellipse  von  A bis  K und  die  andere 
Kathete  RZ  auf  der  Scheiteltangeute  als  A^H  ab,  verlängere  diese 
durch  Az  bis  J,  sodass  A2'J=  lA^H  wird,  lege  durch  H und  J 
Parallele  zur  Hauptachse,  bis  erstere  die  Ellipse  in  C\  letztere  die 
durch  C zu  1IK  gelegte  Parallele  in  M schneidet,  und  schlage  um 
M mit  dem  Radius  MC  den  Kreis.  Dieser  trifft  den  Schenkel  des 
an  JM  in  M anzutragenden  Winkels  ß in  A und  die  Ellipse  in  einem 
zwischen  A und  C liegenden  Punkte  P8,  für  welchen  Wkl.  AMR ^ = 
2/3 

$ Wkl.  AMC~-~  ist.  Für  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  Pt 

und  ist  Wkl.  AMPt-  $ (360°  — 2ß)  und  Wkl.  AMPt  = $(3600-f  2/3) . 

Wilhelm  Panzer  bi  et  er. 


2. 

Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  als  Schwerpunkt  eines  Systems 

von  Vierecken. 

• Auf  2 Geraden  6r,  II  seien  vom  Schnittpunkt  P aus  2 Strecken 

a,  b je  2 mal  iu  gleicher  Richtung  abgetragen,  so  dass 
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PQ  = QS  =■  a (auf  G);  PR  = RT  = b (auf  IT) 

wird.  Die  Verbindungsgeraden  QT  und  RS  schneiden  sich  in  M. 
Dann  ist  M zunächst  Schwerpunkt  des  Dreiecks  PST. 

Jetzt  trage  man  ferner  auf  O von  Q aus  nach  beiden  Seiten  hin 
die  Strecke  QA  = QC  = m und  von  R aus  nach  beiden  Seiten 
hin  die  Strecke  RB  = RD  = « ab.  Dann  ist  M auch  Schwer- 
punkt des  Vierecks  ABCD. 

Indem  m und  n unabhängig  variiren,  erhält  man  ein  System 
von  Vierecken  mit  gemeinsamem  Schwerpunkt.  Durch  Vertauschung 
der  Seiten  des  Dreiecks  AST  ergeben  sich  3 analoge  Systeme. 
Das  Gesamtsystem  ist  bestimmt,  wenn  das  Dreieck  gegeben  ist. 

Sei  jetzt  M allein  gegeben;  dann  ziehe  man  durch  M beliebig 
QTy  nehme  die  Strecke  MQ  beliebig  und  mache  MT  = 2 MQ,  ziehe 
durch  Q beliebig  PS  und  trage  die  beliebige  Strecke  a = QP  = QS 
nach  beiden  Seiten  auf.  Dann  hat  man  das  allgemeinste  Dreieck 
PST  und  construirt  daraus  nach  dem  Vorigen  das  allgemeinste 
Viereck  mit  dem  Schwerpunkt  M. 

Zur  analytischen  Darstellung  sei  M Anfang  der  xy,  ferner  a 
und  ß die  Richtungswinkel  von  Q7'  und  QS  gegen  die  a,  ferner 
QM  = c,  QS  «==»  a.  Dadurch  ist  der  Richtungswinkel  9 von  PT 
schon  bestimmt,  und  man  hat,  indem  man  von  M aus  den  Linien 
der  Figur  folgt,  unmittelbar  die  Coordinaten  der  4 Ecken: 

(für  A)  x = — ecostt  — mcos/3;  y =■  — esin«  — wsinß 
(für  C)  x ==>  — c cos  a -f-  m cos  ß : y =>  — c sin  a -{-  »*  sin  ß 
(für  B)  x = Je  cos«  — ^acosß  - « cosqp;  etc. 

(für  D)  x *=>  Jecosa  — Jacos£-{~nco8<P > etc> 

3c  sin  a ~h  asin  ß 
1 g cog  a _|^a  cos  ß 

R.  Hoppe. 
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XVIII. 

Beiträge  zur  Lehre  von  der  n-faclien 
Mannigfaltigkeit. 


Von 

H.  Kühne. 


Es  ist  in  neuerer  Zeit  vielfach  der  Versuch  gemacht  worden, 
Lehrsätze  der  elementaren  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes 
auf  die  »»-fache  Mannigfaltigkeit  zu  erweitern,  und  man  ist  hierbei 
zu  Ergebnissen  gekommen,  die  nicht  nur  für  die  Mannigfaltigkeits- 
lehre selbst  von  Interesse  sind,  sondern  sich  auch  darin  als  von 
Wichtigkeit  erweisen,  dass  sie  das  Specielle  erkennen  lassen,  welches 
der  Ebene  und  dem  Raum  als  2-  bzhw.  3-facher  Mannigfaltigkeit 
anhaftet.  Einen  Versuch  in  eben  dieser  Richtung  stellt  die  nach- 
folgende Arbeit  dar.  Sie  giebt  im  wesentlichen  eine  Verallgemeine- 
rung einiger  aus  der  Lehre  von  deu  harmonischen  Punkten  und 
Strahlen  bekannten  Sätze,  denen  sich  zum  Schluss  einige  Betrach- 
tungen über  die  conforme  Abbilduug  in  der  »»-fachen  Mannigfaltig- 
keit anreihen. 

Von  den  mir  bekauuteu  Arbeiten  handelt  eino  Abhandlung  des 
Herrn  Schlegel:  Quelques  theoremes  de  göometrie  ä »»  dimensions. 
Bull.  S.  M.  Fr.  X über  denselben  Gegenstand,  doch  geschieht  die 
dort  an  gegebene  Verallgemeinerung  in  einer  etwas  anderen  Richtung. 
Inbezug  auf  die  Betrachtungen  über  conforme  Abbildung  bemerke 
ich,  dass  ich  mich  eng  an  die  Untersuchungen  Liouvilles,  die  er 
in  einer  Anmerkung  zu  Monge,  Applications  de  Panalyse  ä la  göo- 
mätrie  veröffentlicht  hat,  angelehnt  habe.  Dort  befindet  sich  das 
von  uns  bewiesene  Theorem  für  den  Raum  abgeleitet. 
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Was  die  Bezeichnungsweise  anbetrifft,  so  werde  ich  mich  eng  an 
die  Bezeichnungen  des  Herrn  Professor  Kroneeker,  wie  er  sie  in  seiner 
Vorlesung  über  Determinantentheorie  zu  gebrauchen  pflegte,  an- 
schliessen.  Da  ich  mich  ferner  auf  diese  Vorlesung  häufig  zu  stützen 
habe , so  mache  ich  mit  Vergnügen  von  der  gütigen  Erlaubniss  des 
Herrn  Professors  Gebrauch,  die  Hauptsachen  des  über  Mannigfaltig- 
keitslehre in  jener  Vorlesung  Vorgetrageneu  in  Kürze  auzuführen: 
das  soll  in  den  §§  1—3  geschehen.  Zugleich  verfehle  ich  nicht,  au 
dieser  Stelle  meinen  tiefgefühlten  Dank  gegen  Herrn  Prof.  Kroneeker 
für  die  gütige  Erlaubniss  im  besondern,  sowie  für  die  Anregung 
und  freundliche  Förderung,  die  er  mir  bei  dieser  Arbeit  hat 
zuteil  werden  lassen,  im  allgemeinen  auszusprechen,  uud  ferner 
meinem  lebhaften  Bedauern  Ausdruck  zu  verleihen,  dass  es  mir  nicht 
vergönnt  gewesen  ist,  ihm  diese  Arbeit  veröffentlicht  zu  überreichen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  der  besseren  Uebersichtlichkeit 
wegen  und  um  die  Analogie  mit  Bekanntem  schärfer  hervortreten 
zu  lassen,  die  Arbeit  in  Paragraphen  eingeteilt  ist,  au  deren  Spitze, 
wenn  tunlich,  die  Lehrsätze  angegeben  sind,  dereu  Verallgemeine- 
rung der  betreffende  Paragraph  enthält. 


§ 1. 

Wio  in  der  Ebene  ein  Punkt  durch  2,  im  Raume  durch  3 Ab- 
messungen bestimmt  wird,  die  man  Coordinaton  nennt,  so,  wollen 
wir  sagen,  bestimmen  n Grössen  — mit  xh  (h  «=  1,  2 . . . «)  seien 
sie  bezeichnet  — einen  Punkt  in  einer  7i-fachen  Mannigfaltigkeit, 
und  alle  Puukte  dieser  Mannigfaltigkeit  werden  erhalten,  indem  man 
den  Th,  die  wir  auch  hier  Coordiuateu  nennen  wollen,  alle  möglichen 
reellen  Werte  von  — cc  bis  -{-oo  giebt.  Bestehen  zwischen  den  xh 
n—v  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  oder  sind  alle  xh  durch 
v unabhängige  Veränderliche  ausgedrückt,  so  können  nur  v der  xt, 
beliebig  gewählt  werden,  dadurch  sind  die  übrigeu  bestimmt.  Dabei 
werden  aus  sämtlichen  Puukteu  der  «-fachen  Mannigfaltigkeit  be- 
stimmte ausgesoudert , wir  wollen  sagen:  alle  diese  Puukte  liegen 
auf  einer  aus  der  7i-fachen  herausgeschnittenen  v-fachen  Mannig- 
faltigkeit, und  wir  erklären  die  gegebeueu  Gleichungen  als  die  Glei- 
chungen dieser  Mannigfaltigkeit.  Sind  diese  Gleichungen  linear,  so 
nennen  wir  die  Mannigfaltigkeit  eben.  Der  Einfachheit  halber, 
wollen  wir  eine  ebene  v-fachc  Mannigfaltigkeit  eine  3R»,  eine  be- 
liebige eine  Mv  nennen. 

Nach  diesen  Erklärungen  ist  die  Gleichung  einer  2K«-i,  die  der 
Ebene  im  Raume,  der  Geraden  in  der  Ebene  entspricht, 
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von  der  n-/achen  Afanniyfalligkeil. 

2 Cr  Xpr  = 0 (r  = 0,  1 . . . n) 

r 

wobei  Xpr(r  = 1,  2 . . . n)  die  laufenden  Coordiuaten  sein  sollen 
und  xpo  = l ist.  Diese  Gleichung  enthält  insofern  eiue  Unbe- 
stimmtheit, als  si  e noch  mit  einem  beliebigen  Factor  multiplicirt 
werden  kann.  W ählen  wir  diesen  Factor  als  den  reciproken  Wert 

n 

der  positiven  Quadratwurzel  aus  2 cr/s,  so  erhalten  wir  die  Form: 

r=l 


C0-{-  2 Cr  Xpr  — 0 
r=l 

mit  der  Bedingung 

M 

2 Cr*  = 1 

r= 1 

Diese  Form  wollen  wir  als  die  Normalform  der  Gleichung  einer 
üU?„_i  bezeichnen. 

Haben  wir  zwei  2Rn-i: 

f =*  2 Cr  Xpr  “|-  =0 

r 

/'  = 2 Cr  Xpr  -f  C0'  = 0 
r 

so  sei  der  Ausdruck 

2 Cr  Cr' 
r=l 

als  der  Corre latio nsfactor  der  beiden  9M„_i  bezeichnet;  wir 
schreiben: 

COr  (/*,  /')  =>  2 Cr  Cr 

r=l 

Der  Correlationsfactor  entspricht  dem  cosinus  des  Neigungswinkels 
zweier  Ebenen  im  Raume,  zweier  Geraden  in  der  Ebene.  Er  liegt 
wie  dieser  zwischen  — 1 und  +1»  was  man  aus  d°r  folgenden  Un- 
gleichung sieht: 

2(l+COr(/,  /'))  = 2cr*+2cr,*+t22crCr'  - 2 (cr  -Cr')*>  0 

r r r r 

Weiter  erklären  wir  in  der  als  den  Abstand  zweier  Punkte, 
deren  Coordinaten  xir  bzhw.  X2 r seien  (r  •=»  1,  2 . . . ),  den  Aus- 
druck : 

2 (xw  — Xir)* 
r=l 

Soll  die  Form  dieses  Ausdrucks  erhalten  bleiben,  wenn  wir  die 
Coordinaten  xh(h  «—  1,  2 ...  n)  linear  durch  andre  h(h  -=  1,  2 ...  n) 
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ausdrücken,  oder  mit  andern  Worten,  um  in  Analogie  zu  Raum  und 
Ebene  zu  reden,  nehmen  wir  eine  Coordinatentransformation  vor,  so 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Coefficienten  der  Trans- 
formation : 

x i,  = «a-|-  2a/,kh  (ä,  k = 1,2  . . . n) 

den  Bedingungen  genügen 

2cthicn,i;  = da  (/*,  *,  k = 1,  2 . . . n) 

h 

wobei  öik  — 1 ist  für  i = fc,  und  = 0 für  * ^ k.  Es  sei  noch  hierbei 

bemerkt,  dass  durch  Coordinatentransformation  sich  die  Gleichungen 
jeder  SO?,,  auf  die  Form 

x»  = 0 («  = v -j- 1 . . . n) 

bringen  lassen,  uud  dass  Eigenschaften,  die  von  dem  Abstand  von 
Punkten  abhangen,  uud  die  sich  für  diese  specielle  Form  der  Glei- 
chungen leicht  erweisen  lassen,  ohne  weiteres  auch  für  die  allge- 
meine Form  der  Gleichungen  als  giltig  angesehen  werden  können. 

Ferner  erklären  wir  als  den  Abstand  eines  Punktes  von  einer 
ä)?„  den  kürzesten  unter  den  Abständen  aller  Punkte  der  2J?r  von 
dem  gegebenen  Punkte.  Es  sei  zunächst  v = » — 1 und  der  ge- 
gebene Punkt  (x0l)  (r  = 1,2  . . . «);  die  Gleichung  von  S0?M_i  in 
der  Normal  form: 

Cq  -j-  2 CfXpr  = 0 (r  = 1,  2 . . . n) 

r 

Die  Bedingung,  dass  der  Ausdruck 

£ (Xpr — Xor)* 
r=  1 

ein  Minimum  werden  soll,  ergiebt  dann  die  Gleichung: 

n 

Xph~~Xoh  ~~ ' ~ " C/i  2 CrXor  ( Xor  ■ — 1 , fl  1 — ! 1,  2 . . . m) 

i-O 

Mithin  ist  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  SD?„-i 

((Tor),  «?„-!)  -1/(2:  CrXor)9  £ 
f r— 0 lt= 1 

h ti 

= 2 c,  Xor  = C0-}~  2 CrXor 
i-O  r—1 

Dieser  Ausdruck  liefert  also , abgesehen  vom  Zeichen , den  Abstand 
des  Punktes  von  der  ÜU?„_i,  wie  in  der  Ebene  uud  im  Raume 


von  der  n-Jachen  Mannigfaltigkeit. 


357 


Wir  wollen  nun  in  weiterer  Analogie  zu  Ebene  und  Raum  ho- 
mogene Coordinaten  von  Punkt  und  n — 1-facher  Mannigfaltigkeit 
einführen.  Dazu  seien  n-f-1  Punkte  in  der  50?«  gegeben,  gekenn- 
zeichnet durch  die  Zahlen  0, 1 . . . n.  Die  Coordinaten  des  Punktes 
g seien  tgh  (ä  = 1,  2 . . . )•  Diese  n-f-1  Punkte  bestimmen  in  der 
SD?»  ein  Gebilde,  das  dem  Dreieck  in  der  Ebene,  dem  Tetraeder  im 
Raume  entspricht,  wir  wollen  es  Prismatoid  nennen.  Nun  stellen 
wir  uns  zunächst  die  Aufgabe,  die  Gleichung  derjenigen  SD?»- i zu 
bestimmen,  welche  alle  Eckpunkte  des  Prismatoides , mit  Aus- 
nahme des  Puuktes  k enthält.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  das 
System 

(hri  (9»  h = 0,  1 • • . »;  tgo  “ 1) 

dessen  Determinante  sei  ferner  die  zu  ±gh  gehöirge  Subdetermi- 
nante Jhg.  Daun  ist  die  Gleichung 

tl 

^ xph  dhk  ==:  0 
A=0 

die  verlangte  Gleichung  der  SD?»-i.  denn  für 

xPh  = 'S,k 

wird  der  Ausdruck  linker  Hand 

= ö,k  also 

= 0 für  * ^ k und  = d für  % = k 

Diese  Gleichung  hat  aber  noch  nicht  die  Normalform,  diese  ist: 

>* 

2 xPh  dhk 


wobei 

= 2 Jhk*  ist. 

h=l 

Der  Abstand  eines  beliebigen  Puuktes  Tph  von  dieser  SD?»_i  ist 
dann  gemäss  dem  Vorhergehenden 

n 

2 xphdik 
h= 0 

ek 

Nun  erklären  wir  als  homogeno  Coordinaten  eines  Punktes  die  Ver- 
hältnisse der  Abstände  dieses  Puuktes  und  eines  Eckpuuktes  des 
Prismatoides  von  der  9)?»— i,  welche  alle  Eckpunkte  mit  Ausnahme 
dieses  einen  enthält.  Bezeichnen  wir  dio  homogenen  Coordinaten 
mit  upk,  so  ist  also 
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X H H 

2 xpk  dhk  2 Ikh  4h  £ xPh  dhk 
A=0  k—0  k-0 

Upk  = Wk  : e-  - ^ 

Setzen  wir  abkürzungsweise  noch 

£ Xpk  dkk  = 

A=0 

so  kommt: 

(*) 

Uk  = ~~ (fc  = 0,  1 . . . h) 

Wir  schreiten  nun  sofort  zur  Einführung  der  homogenen  Coor- 
diuaten  einer  9Km~i,  und  wir  erklären  sie  als  die  Verhältnisse  der 
Abstände  jedes  Grundpuuktes  von  der  gegebenen  und  der- 
jenigen welche  alle  anderen  Grundpunkte  enthält.  Die  ge- 
gebene sei  bestimmt  durch  n Punkte 

xik  (»  =»  0,  1 . . . f — 1,  A-j-1  . . . n;  Ä «=  1,  2 . . . n) 

feruer  seien 

x/h  (h  = 1,  2 . . . n) 
beliebige  Grössen,  Dkg  die  im  System 

(j)  Ä — 0,  1 a a • h) 

zum  Element  xgh  gehörige  Subdeterminante,  so  ist  die  Gleichung  der 
gegebenen  ®?„-i  in  der  Normalform: 

M 

£ XpkDkf 


dabei 

V - £ Drj* 

r=l 

Mithin  ergiebt  sich , wenn  U/k  (k  = 0,  1 . . . n)  die  homogenen 
Coordinaten  der  bezeichnen,  nach  der  Erklärung: 

£ Ekh  Dhf  £ tkk  dhk 

Ufk  = - — : (ä,  k «=  0,  1 . . . n) 

o/  W k 

oder,  wenn 

£ tkk  Dhf  - D/h) 

A=0 

gesetzt  wird 

D/W  Sk 

U/k  “ S/J  (&  = 0,  1 . . . n) 

Es  ist  bekannt,  dass  zwischen  den  im  Raume  und  in  der  Ebene 
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angowendeten  homogenen  Coordinaten  Gleichungon  bestehen ; es 
handelt  sich  darum,  dio  entsprechenden  Beziehungen  auch  für  die 
«-fache  Mannigfaltigkeit  festzustelleu.  Für  einen  Punkt  gilt  zunächst: 

2 Upk  =“  ~ Zxphdhk  -=  \ 2 Xph  tko  dhk  = 2 XphiohJ 

k d d h,k  dh 

(Ä,  k =s  0,  1 . . . «) 

= xko  = 1,  also 

2 upk  — 1 
*=0 

Die  zwischen  den  homogenen  Coordinaten  einer  9)?m_i  bestehende 
Beziehung  ergiebt  sich  nach  einiger  Rechnung  leicht  als 

2 Ufi  U/k  cor  (qp,,  g>k)  = 1 (*,  k =«  0,  1 . . . n) 

i,k 

wobei  epi  die  durch  die  Grundpunkte  0,  1 . . . 1,  . . . » 

gelegte  9J?n_i  bezeichnet. 


§ 2. 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Inhalt  eines  Dreiecks  bzhw.  Tetraeders 
dnreh  die  Determinante 

| *,k  | (*,  & = 0,  1,  2 bzhw.  0,  1,  2,  3,  xl0~  1) 

geliefert  wird,  er  ist  nämlich  gloich  dieser  Determinante  dividirt 
durch  2!  bzhw.  3!  Wir  werden  nun  zeigen,  dass  in  einer  53?»  der 
Inhalt  eines  Prismatoides 

= “j  | xtk  | (*,  * = 0,  1 . . . «;  xio  = 1) 

ist.  Ist 

2 Dhksrph  = Dp^  (A,  k — 0,  1 . . . n) 

h 

so  ist,  wie  wir  oben  gesehen  hatten: 

DPW  = 0 

die  Gleichung  derjenigen  93?»-i,  welche  alle  Eckpunkto  des  Pris- 
matoides  mit  Ausnahme  des  Punktes  k enthält.  (Die  Eckpunkte 
seien  (***)  (ä,  k = 0,  1 . . . «)).  Diese  SO?»-i  kann  aber  auch  dar- 
gestellt werden  durch  die  Gleichung 

fk  = — -jy-  =0,  D =»  | xa  | (*,  k = 0,  1 . . . n) 

Für  den  Punkt  (x*a)  (A  =>  0,  1 . . . «)  wird 

fk  = — 1 
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Da  nun  die  sämtliche  Punkte  der  9)?,„  für  welche  /*  < Ü ist, 

von  denen  scheidet,  für  welche  fk  > 0 ist,  so  können  wir  sagen: 
der  Punkt  k liegt  auf  der  negativen  Seite  der  2Kw_i: 


Nun  ist 


fk  = 0 


£fk 
■ * 


v vphDhk 
h,k  D 


2 x,,h  IhkXko 

D h.k 


~ £rph  S/)k  D 

D h 


r 


po 


= -1  (A,  k 


0,  1 . 


. n) 


und  das  gilt  für  jedeu  beliebigen  Punkt. 


Daraus  ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dass  es  keinen  Punkt  giebt, 
für  welchen  alle  /*  > 0 sind;  es  giebt  aber  sehr  wol  Pun  ktc,  für 
welche  alle  fk  <s  0 sind,  da  aber  die  Summe  der  fk  = — 1 seiu  soll, 
giebt  es  nur  ein  einziges  Gebiet  solcher  Punkte,  während  bei  allen 
übrigen  der  im  ganzen  2”+1  möglichen  Zeichcncombinationen  der  fk 
die  entsprechenden  Gebiete  unendlich  sind.  Das  endliche  Stück  der 
2KH  wird  also  erklärt  durch  die  Ungleichungen 


fk  < 0 (k  = 0,  1 . . . n) 


und  wir  wollen  nun  in  Analogie  zu  Ebene  und  Raum  das  Integral 


• • dfpu 


erstreckt  über  alle  Werte  der  xPk,  welche  obigen  Ungleichungen  ge- 
nügen, als  den  Inhalt  des  aus  den  Punkten  (*,*)  (*  «=0,1.  . . «) 
gebildeten  Prismatoides  nennen.  Zur  Ermittelung  dieses  Integrals 
verfahren  wir  folgendermassen.  Es  ist: 


v , _ v » v[k) 

— Z-Xkg  fk  ~ % Xkr, 

k k D 


£ XkgTp), 

h,k 


Dl,k 

D 


£ Xph  d/iy 

(A,  k = 0,  1 . . . n) 


= x 


P'J 


Daraus  folgt  ohne  Weiteres 


und 


rpg  — X0g  — — £ ( Xkg  — Tog)  fk  (<7,  k = 0,  1 . . . ») 


^XV9 

ry  « — — 

Vfk 


(xkg  — xog) 


(ff,  k = 1,  2 . . . u) 


dxpie 

dfi 


II  *.»  — 0-0*11  = ||  Xgh  || 


/t,  k = 1,  2 . . . n\ 
\<7,  A 0,  1 • . . nj 
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Nun  ist  bekanntlich: 


also  kommt,  wenn  wir  den  Inhalt  des  Prismatoidcs  mit  J bezeichnen: 

J — H Xik  Zok  II  (l fi  • • • (lfn  = ||  Zgh  ||  J ^f\  • • • dfti 

/*,  k = 1,  2 . . . «\ 

\<7,  h = 0,  1 . . . »/ 

mit  den  Bedingungen 

- 1 < 2 fk  < ü,  A < 0 

k 

Hierfür  bestimmt  sich  das  Integral 


sodass  wir  erhalten 


/ 


dft  . . . <lfn  als 


«! 


*7  — „I  il  Ztk  — a^oik  !l  — ‘ | II  Zgh  II 
/#■  • •*  * 


/i.  Je  = 1,  2 . . . r»\ 
\<7,  7t  «=>  0,  1 . . . «/ 


Wir  wenden  uns  nun  zu  Untersuchungen  über  die  Beziehungen 
von  Inhaltsdeterminanten  zu  gewissen  aus  den  Verbindungsstücken 
jo  zweier  Punkte  gebildeten  Determinanten.  Es  seien  ( x0k ),  (So*) 
(k  — 1,  2 . . . «)  zwei  Punkte  der  9ER«,  ferner  (a-,*),  (£,*)  (*,  fc=l, 
2 . . . »)  weitere  2 n Punkte,  welche  zu  den  beiden  ersten  in  den 
Beziehungen  stehen: 


2 (Xik  — x ok)2  = r* 

2ßik-tok)*=Q* 

k 


(t,  k = 1,  2 . . . ») 


Diese  Gleichungen  können  wir  als  die  Bedingungen  dafür  erklären, 
dass  die  Punkto  (a-,*),  (7  = 1,2.  . . n)  bzhw.  (£,a)  auf  einer  sphä- 
rischen Mannigfaltigkeit  liegen,  deren  Mittelpunkte  ( x0k ) bzhw.  (£0*) 
sind,  unter  sphärischer  Mannigfaltigkeit  dabei  die  einer  Kugel  im 
Raume  entsprechende  Mannigfaltigkeit  verstanden.  Wir  setzen  nun 

2 {xi  h — ikh)  = 8ik  a (Ä,  *,  Je  = 0,  1 . . . n) 

h 

und  erklären  c,*  durch  die  Gleichung 

2(zik  — M(ikk  — Xoh)  = SieSokdk  (t,  k = 1,  2 . . . n) 

Betrachten  wir  jetzt  die  Determinante 
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| *ik~  t | (t,  k = 1,  2 . . . «) 

diese  ist 


0 • • «1*  • • 

= 1 1 +* 

1 . . . Sik * • • • 

oder 

= | sn  | -j-*Sn 

wobei  die  Bedeutung  vou  Sn  klar  ist.  Wird 

< = r*+  (>8-*0o2 

gesetzt,  so  geht  diese  Gloickuug  über  iu 

I ->'*  — + *oo*  | = | «»4 8 | (»,  k = 1,  2 . . . n) 

Weiter  ist  aber 

*i*2  — r8  — p2-f-.«oo2  = «£  {(ar*A  — f*/.)2  — (xih  — a*o*)8 

h 

— (&A  — -j-  (x0A  — HoA)2} 

= — 2<£(x,a  — Soa)  (&a  — *oa)  = — 2s, o Sok  Cik 

A 

Mithin  kommt: 

| Sik  - r8  - e84-Ä008  i ==  (—2)**  | nh  - Sok  ||  c.*  - x0k  | 

= (—  2)M  II  ( sko  Sok)  | | 

fl,  k = 1,  2 . . . n) 

also  schliesslich 

| «I*2  I + (r8  + P2—  *00*)  Sn  = (—2)"  | 2,*  — ^o*||b.A  — Xok  | 

= (—  2)H  IJ(sko*ok)  | Cik  I 

Diese  Gleichung  spccialisiren  wir  nun,  indem  wir  setzen : 

Xok  — lok  = 0-,  r = e 

i a‘  * _ i a* 

x,H  — r -f-  — , £»H  — r -f-  — 

r r 

(i,  Jb  = 1,  2 . . . ») 

so  werden  die  Bedingungen,  dass  die  Punkto  (ar,*),  (£.a)  (*,  h = 1,  2 
. . . n)  auf  einer  sphärischen  Mannigfaltigkeit  liegen 

2V  + 2 «<+“£=  ZS.„*+2o.  + -f  = 0 

f r 9 r 

(g  = 1,  2 . . . n — 1 ; t = 1,  2 . . . n) 

ferner  wird: 
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Sko* 


2 Xkg 
9=1 


Soo  =*  0 


n 


2 ^ r« 


tik* 


9=1 


9= 1 

— «.\2 


v *ih  Skh 

Cik  = 2 

h=i  r 


£ hg 

(*,  fc  =*  12  . . . n) 


Mit  Benutzuug  hiervon  folgt 

(—2)"  | nk  | | hk  I = | sik  2 | -f-  2r2Sn 


oder 

( — 2," 

Nun  ist 
I x a | 


\ *tk  \ \ 'Sik  I | Sik*  I 


-j-  2Su  (t,  k = 12 


»0 


X,'l,  Xi  2j  « • . Xi h — 1)  1 "|~ 


a, 


, . , 1 . , ( h *-l,  2 . . . n\ 

! r*  !'"•••  x"*-ia‘  I \A«=»1, 2.  . . n —1,0/ 


entsprechend  wird 


I U I 


. Gehen  wir  jetzt  für  r =•  oc  zur  Grenzo 


über,  so  wird  obigo  Gleichung: 

(_ir , „ , 6.  I _ a* 

Setzen  wir  hierin  n-f-1  an  die  Stelle  vou  n und  bozoichnon  die 
Punkte  (xm+i,a)  und  (Hm+i,a)  mit  x0h  bzhw.  £0a,  so  wird 

C'  * 1 ‘ ‘ ' '*') 

A \ h sss  1,  2 . . . » / 


und 


— (— 2)„  | ar<*  B £,* 


0 # • • 1 . * . 

1 • • • Sik  • • • 


Nun  bestehen  zwar  zwischen  den  und  'Sa  noch  die  Bedingungen 

2 x^  2 -f-  2a.  — <2  St h + 2a,  = 0 

h h 

da  aber  a,  und  a,  ganz  beliebig  sind,  so  bestehen  in  der  Tat  zwischen 
den  x und  5 keinerlei  Boziehuugen.  Mithin  gilt  die  Formel 
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— ( — 2)h  I Xik  p U | = 


ganz  allgemein. 


(*,  k = 0,  1 . . . «) 


Wir  wollen  den  Gang,  den  wir  zur  Herleitung  dieser  zwischen 
den  Inhalten  zweier  Prismatoide  (denn  die  Determinante  | r,k  | (*, 
k = 0,  1 . . . n)  lieferte  ja  den  Inhalt)  und  den  Entfernungen  je 
zweier  ihrer  Eckpunkte  bestehenden  Relation  eingeschlagen  haben, 
in  Kürze  für  den  dreidimensionalen  Raum  noch  einmal  vorführen, 
um  ihn  so  dem  Verständnis  näher  zu  bringeu.  Wir  nehmen  zu- 
nächst zwei  Kugeln  und  auf  deren  Oberfläche  je  3 Punkte  und  ent- 
wickeln eine  Beziehung,  die  zwischen  den  Coordinaten  der  einzelnen 
Punkte  und  den  Entfernungen  je  zweier  besteht.  Dann  lassen  wir 
die  Kugelu  zusammenfallen  und  den  Radius  unendlich  werden,  doch 
so,  dass  dabei  die  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  endlich  blei- 
ben. Dio  Punkte  kann  man  nun  als  in  einer  Ebene  liegend  be- 
trachten und  die  vorher  abgeleitete  Relation  liefert  die  bekannte 
Beziehung  zwischen  den  lnhalteu  zweier  Dreiecke  und  den  Verbin- 
duugsstrecken  je  zweier  ihrer  Eckpunkte. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung 


—(—2)»  | xik  IIS»*  | = 


nach 


*»>4r  = Si.r-fr  = 0 (r  >«  0) 


betrachten  wir  also  mit  andern  Worten  zweimal  n-f-1  Punkte  einer 
v-facheu  Mannigfaltigkeit,  so  verschwinden  die  Iuhaltsdeterminanten 
mithin  verschwindet  auch  die  aus  den  Verbinduugsstrccken  gebildete 
Determinante  rechter  Hand. 


Identificiren  wir  das  System  der  £ mit  dem  der  x,  so  geht  obige 
Gleichung  über  in 


0 ...  I . . » 


— ( — 2)m  | x^k  | 2 = 


oder 


(*,  k = 0, 1»  2 . . . n) 
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(*,  k = 0,  1 . . . n) 


wobei  ./wie  oben  den  Inhalt  des  aus  den  Punkten  ( xa ) (i  = 0,  1 
. . . »)  gebildeten  Prismatoides  bezeichnet.  Rücken  die  »-{-1 
Punkte  in  eine  niedere  Mannigfaltigkeit  als  die  »-fache  zusammen, 
so  verschwindet  die  Inhaltsdeterminante  und  folglich  auch  die  rechter 
Hand  stehende  Streckendeterminante. 


Setzen  wir  ferner  in  der  zuerst  abgeleiteten  Gleichung 

I *«*2  I 8oo*)Sh  = (~ 2)m  | X,k—  lotll'iii  — Tok  | 

(i,  k = 1,  2 . . . «) 


»-f-1  an  die  Stelle  von  » und  bezeichnen  die  Punkte 

mit  (aro*)  bzhw.  Ci0h),  lassen  zu  gleicher  Zeit  die  vorher  mit 
(s*oa),  (Ioa)  bezoichneten  Grössen  verschwinden,  setzen  dann 

z*m+i  = iVw+i  = 0 (»  = 0,  1 . . . »),  r = g 

d.  h.  betrachten  wir  in  einer  »-fachen  Mannigfaltigkeit  zweimal  »-f-1 
Punkto,  die  auf  einer  um  den  Nullpunkt  construirten  sphärischen 
Mannigfaltigkeit  mit  dem  Radius  r liegen,  so  kommt: 


| so,  I -f  2 r* 


0 . . . 1 


1 . . . «ik* 


= 0 (,*,  k = 0,  1 . . . ») 


ldentificiren  wir  nun  noch  das  System  der  £ mit  dem  der  x,  so  liefert 
die  resultirende  Formel: 


r* 


I ***  I 


(i,  k = 0,  1 . . . ») 


den  Radius  derjenigen  sphärischen  Mannigfaltigkeit,  die  durch  alle 
Eckpunkte  eines  in  der  liegenden  Prismatoides  geht,  ausge- 
drückt dur  ch  die  Verdindungsstrecken  je  zweier  Ecken.  Im  Nenner 
des  Ausdrucks  steht  diejenige  Streckendeterminante,  welche  den  In- 
halt bestimmt. 
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Was  nun  die  Grössen  c.jt  betrifft,  die  wir  oben  eingeführt  haben, 
so  sieht  man,  dass  sie  zur  Herleitung  der  von  uns  benutzten  Re- 
sultate nicht  nötig  gewesen  wären,  ihre  Einführung  ist  aber  doch 
geschehen,  weil  9ie  Grössen  von  der  Art  sind,  wie  wir  sie  Correla- 
tionsfactoren  genannt  haben  und  die  für  Raum  und  Ebene  Richtungs- 
cosinus werden.  Lassen  wir  die  Mannigfaltigkeit,  in  der  die  Punkte 
liegen,  auf  eine  niedre  zusammenschrumpfen,  so  sieht  man  sofort, 
dass  die  Determinante 

I ca  | (i,  lc  = 1,  2 . . . »») 

verschwindet  Diese  Bedingung  ist  die  Verallgemeinerung  derjenigen 
interessanten  Beziehung  die  zwischen  den  Richtungscosinus  von  vier 
(oder  mehr)  von  irgend  einem  Punkt  ausgehenden  Strahlen  besteht. 

Wir  hatten  gesehen,  dass  die  Determiuaute 


Su  = 


ü . . . 1 


1 . . . 8ik* 


(*,  k = 1,  2 . . . n) 


verschwindet,  sobald  n > A+l,  N sei  die  Ordnung  der  Mannig- 
faltigkeit, dass  sie  durch  die  Inhaltsdeterrainanto  ausgedrückt  wird, 
sobald  n = A7-J- 1 ist;  es  fragt  sich  nun,  in  welcher  Weise  sie 
sich  darstellt  für  n<Af-{-l,  d.  h.  wenn  das  von  den  Puukteu 
gebildete  Prismatoid  nicht  von  der  Ausdehnung  der  Mannigfaltig- 
keit, sondern  von  andrer  ist. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung 

( — 2)*£fak  — '£oh)(tkk  — Xok)  | = | | + (***+?*  — «••*)£• 

(A,  t,  & = 1,  2 . . . n) 

Aus  der  Herleitung  dieser  Beziehung  ersieht  rtian  sofort,  dass  die 
Summation  in  Bezug  auf  A beliebig  weiter  z.  B.  bis  zu  N hin  er- 
streckt werden  kanu  (Ar  > n),  nur  müssen  dann  «,*,  r,  p anders  er- 
klärt werden,  nämlich 


(A  = 1,  2 . . . N) 

r2  = 2{xih  — x0kY 
h 

p2  = 2 (£ih  — ioh)* 
h 

daun  erhalten  wir  also  die  Gleichung: 
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( -2)*  | £ (*,* 
Ä=1 

Das  System 


v o)t)  (vJt/(  — Xoti)  | *=  j I -j-  — 800*)  Sh 

(»,  Je  — 1,  2 . . . «) 


( 


A' 

X 

A = 1 


(Z*  — loh)  (ikh  — X0h)) 


(*,  *=  1,  2 . . . «) 


dessen  Determinante  auf  der  linken  Seite  vorkommt,  lässt  sich  als 
aus  den  beiden  rechteckigen  Systemen 

(TU,  — Coh),  (iih  — Toi,) 

componirt  betrachten.  Die  Determinante  ergiebt  sich  also  als  eine 
Summe  von  Producten  von  Determinanten  «tcr  Ordnung,  zu  bilden 
aus  dem  Schema  der  beiden  Systeme.  Setzen  wir  nun,  entsprechend 
dem  oben  eingeschlageuen  Verfahren, 


/i  *=•1,2.  . . w\ 

V*  — 1,  2 . . . Nj 


q — r,  £oä  “=  Toh  ■“  0 (A  = 1,  2 . . . A’) 
z,N  ■=  r-f-“,  fiiV  = r-j-  “ («  — 1,  2 . . . n) 


und  setzen  nach  Division  von  r2  wieder  r =oc,  so  kommt 

( 2)"-1  Z | I I — 0,1V/-,1’.2.'  . 

(it o a=*  Ti0  • — : 1) 

wo  die  Summe  über  alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2 . . . N - 1 
zu  n — 1 Elementen  zu  erstrecken  ist. 


Schreiben  wir  noch  N für  N—  1,  so  erhalten  wir: 

, „ . ..  , „ / »,  k — 1,  2 . . . n\ 

-(-2/*  £ | xih  B i ,h  I — Sn  (a  _ 0,  ht  . . . Ah-J 


Dazu  ist 


.i,ks  £ (xa  —ikh)2 

h= 1 


und  (A,  . . . A„_i)  bedeuten  alle  Combinationen  der  Zahlen  1 . . . N 
zu  n — 1 Elementen. 

Identificiren  wir  nun  das  System  der  I mit  dem  der  x,  so  folgt 

-(_2)"-i  £ | .t,a  | 2 - Sn  (i,  * = 1,  2 . . . «) 

(*) 


dabei  ist: 


8,k  — 2 (t, h — ikh)*  ^ “ 1,2  • * • w) 

h—l 
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Wir  sehen  also,  dass  die  Determinante  Sn , d ie  für  w > A’-f-1 
verschwand,  für  « = ^-{-1  durch  die  Inhallsdeterrainante  ansge- 
drückt war,  für  n < iV-j-1  durch  eine  Summe  von  Producten  von 
Inhaltsdetenninanten  dargestellt  wird,  die  Gebilden  einer  niederen 
Mannigfaltigkeit  entsprechen.  Die  zuletzt  abgeleitete  Gleichung 
wollen  wir  nun  noch  auf  eine  etwas  andre  Form  bringen.  Wir 
schreiben  n für  N,  v-j-1  für  n und  bezeichnen  den  Punkt  (*r+ 1>) 
mit  (zoa)  (ä  = 1,  2 . . . «),  so  wird  die  Gleichung  zu: 


— (— 2)r  I|«|* 

(*) 


1 0 ...  1 . . 

i 

I 

1 . . . . . 


(h  * = 0,  1 

\*  - o,  A, . 


oder  auch: 


— (— 2)»*  2 | Xgk  — XoA 

(*) 


(i,  l'  = 0,  l . . . v\ 

g—  1,2...«  J 
h = A„  . . . Ar  / 


Xun  ist  die  Summe,  welche  linker  Hand  steht,  nichts  anderes  als 
die  Determinante  des  Systems 


M 

( 2 {Tfh  — Xok){xgk—Xok))  9—  1,  2 . . . v) 

A=1 


welches  als  durch  Composition  des  Systems 


[Xfk  — Toi,) 


mit  sic  h selbst  entstanden  gedacht  werden  kann.  Wir  können  also 
die  Determinante  d es  componirten  Systems  als  von  dem  rechteckigen 
System  abhängig  betrachten , und  wir  wollen  die  positive  Quadrat- 
wurzel dieser  Determinante  als  die  absolute  Determinante  des  recht- 
eckigen Systems  bezeichnen  und  schreiben: 


11  zfh  —Xoi,  II 


Für  quadratische  Systeme  wird  die  absolute  Determinante  gleich 
dem  absoluten  Betrage  der  Determinante  des  Systems. 

Mit  dieser  Einführung  können  wir  schreiben: 
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0 . . . 1 


—(— 2)r  li*/A  — *oa||*  = 


1 . . . 


k — 0,  1 . . . v\ 
f — 1,  2 ...  v ) 
,A  = 1,  2 . . . n / 


Nun  liegen  die  v-f-l  Punkte  (**)  Q _ ^ * * * l)  in  einer 

und  bestimmen  in  dieser  ein  Prismatoid  v-faeher  Ausdehnung;  dessen 
Inhalt  wird  aber  nach  dem  Obigen  geliefert  durch 


-(— 2)*(vlJP)*z= 


(»,  k = 0,  1 . . . v) 


sodass  sich  im  Verein  mit  der  vorhergehenden  Gleichung 


1 

Jp  = ||  Xfh  —Toh  || 


7 = 1,  2 . 

,h  = 1,  2 . 


ergiebt.  Diese  Formel  gilt  auch,  wenu  v = « wird,  sodass  sie  also 
ganz  allgemein  den  Inhalt  eines  Prismatoides  v-facher 
Ausdehnung,  das  durch  v-j-1  Punkte  bestimmt  wird,  an- 
giebt. 


§ 3. 


Die  Begriffe  des  Senkrecht-auf-einander-stehen s und 
der  Parallelität  von  Ebenen  und  Geraden  im  Räume  sind  von 
grosser  Bedeutung  zur  Erkennung  der  Eigenschaften  räumlicher  Ge- 
bilde, wir  schicken  uns  deswegen  an,  diese  Begriffe  auf  die  n- fache 
Mannigfaltigkeit  zu  erweitern. 


Durch  die  Punkte  (x,>)  (l  ?’  i sei  eine  ÜD?P  bc- 

yr  — 1 ^ * • • Tiy 

stimmt,  ausserhalb  derselben  der  Punkt  (xy+i,r)  gegeben,  es  soll 
zunächst  dar  Abstand  des  Punktes  von  der  93ir  gefunden  werden. 
Nach  der  von  uns  oben  aufgestellten  Erklärung  muss  xpr  so  bestimmt 
werden,  dass  der  Ausdruck 


M 

£ (xpr — xv+l,  r)* 
r=l 

ein  Minimum  wird;  dann  stellt  eben  dieser  Ausdruck  den  Abstand  dar. 
Bezeichnet  ((a*+i,r),  2R*)  den  letzteren,  so  findet  man 

Aich.  d.  Math.  a.  Pliy».  2 Roihe,  T.  XI.  24 
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«*»+1.0,  StR»)  = - - 


B Xtnr  Xor  B 
6 Xir  — Xor  II 


/m  =»  1,  2 . 
| * = 1,  2 . 
\r  = 1,  2 . 


Ist  Jv  der  Inhalt  des  Prismatoides,  welches  die  Punkte  0,  1 . . . v 
bilden,  und  Jr\\  der  Inhalt  des  durch  die  Punkte  0,  1 . . . v-j-1 
bestimmten  Prismatoides,  so  folgt  hieraus  ohne  weiteres 

T Jv  ((#v  f l.r)»  93?r) 

*'J>f  1 = . Z 

r v-j-1 

Der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Satz  ist  das  wichtige  Ana- 
logon zu  dem  für[Ebeno  und  Raum  gütigen  Satze,  der  für  die  Ebene 
den  doppelten  Inhalt  eines  Dreiecks  als  durch  das  Product  von 
Grundlinie  uud  Höhe  gegeben  lehrt. 


F.iue  9Jf>>  lässt  sich  auf  zwei  Weisen  darstellen,  entweder  durch 


das  Gleichungssystem 

Xpr — Xor  “ ^ Cir  IC ,• 

1 

/*  — 1,  2 . . . v^| 
\r  1,  2 . . . n) 

oder  durch  das  System 

2 ykr  (xpr  ~ X0r)  — 
r 

(Je  = v- 1-1  . . . « 
\r  =»  1,  2 . . . n 

Zwischen  den  Coefficienten  beider  Darstellungsweiseu  gelten,  wie 
man  leicht  sieht,  die  Beziehungen 


£ ykr  Cir  = 0 
r 

Die  beiden  Systeme 


(cir)  und 

/»  <=*  1,  2 . . . v\ 

\r  = 1,  2 . . . n) 


1=3  v -|—  1 . 
— 1,  2 . . 


ergänzen  wir  nun  durch  beliebige  Grössen  zu  quadratischen  Systemen 


(cyh)  uud  (ygh)  (g,  h = 1,  2 . . . n) 


und  wollen  diese  Grössen  so  bestimmen,  dass  die  Composition  beider 
Systeme  das  Einheitssystem  liefert.  Dieso  Forderung  steht  mit  den 
Gleichungen 


2 ykr  Cir  = 0 
r 


Digitized  by  Google 


von  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit. 


371 


nicht  in  Widersprach,  und  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Grössen 
ist  auch  nicht  kleiner  als  die  Anzahl  der  Bestimmungsgleichungen. 

Wir  sehen  also  : im  allgemeinen  Falle  sind  die  Coefficienten- 
systeme  der  beiden  Darstellungswoisen  einer  reciprok;  es  lassen 
sich  nun  diese  Systeme  so  umformen,  dass  die  beiden  Darstellungs- 
weisen identisch  werden. 


Da  das  System  (c,r)  den  Rang  v haben  muss,  weil  ja  sonst  die 
9)?r  auf  eine  Mannigfaltigkeit  niederer  Ordnung  zusammenschrumpfen 
würde,  so  muss  mindestens  eine  der  aus  dem  System  zu  bildenden 
Determinauten  vter  Ordnung  yon  null  verschieden  sein,  es  sei  dies 
die  Determinante 


I I 


fi  = 1,  2 . . . v \ 
\r  = rlf  r2  . . . rp  ) 


Dann  führen  wir  statt  der  «?,•  andre  Grössen  w,-  durch  die  Glei- 
chungen 

XDh'  ■=  Sctr^Ci  (A,  i = 1,  2 . . . v) 


ein,  so  geht  das  Gleichungssystem 

v fi  =>  1,  2 . . . v\ 

Xp> Xor  = ■"  Cir  Wi  I 0 

« \r  — 1 , 2 . . . n J 

über  in  ein  System  von  der  Gestalt 

X pr. — ’^orh  f^i  ===  lj  2 . • . 


Xpr  — Xor  = £ dir  W7 


(h,  t ==>  1,  J . . . 
r > Od.  < rh 
r = 1,  2 . . . n 


Daraus  folgt  sofort  auch  die  andre  Darstellungsweise: 

V , s /r>od.  <r* 

Xpr — Xor  — ^a,r{Xpr(-'-Xori)  = ^ 2 . . 

Das  (c)  System  hat  in  diesem  Fall  die  Gestalt: 

1,  0 ♦ « *0, 

0,  1 . . .0,  a2,r+l  . • • 02»« 


^0,  0 . • .1,  + l 


Wir  wollen  dann  sagen:  das  Gleichungssystem  der  ist  in  der 
kanonischen  Form. 


Es  sei  jetzt  eine  vorgelegt,  gegeben  durch  die  beiden  Glei- 
chungssysteme : 


24* 
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xpr~~"  Xor  0=1  ^ Cir  W% 
i 

2 ykr  (xpr  — Xor ) = 0 
r 


/*  = 1,  2 . . . v \ 

I k = v -f~  1 . . . n I 

\r  = 1,  2 . . . n / 


dann  wird  der  Punkt  xpr  dieser  SDL,  welcher  unter  allen  Punkten 
der  von  einem  ausserhalb  derselben  gelegenen  Puukt  av+ir  den 
kleinsten  Abstand  hat,  durch  die  Gleichungen 

£cir(xpr  — Xv+  l.r)  =0  /*  = 1,  2 . . . V \ 

r I =»  V — 1 . . . 72  1 

2ykr(xpr  xor)  — 0 \r  = 1,  2 . . . n / bestimmt. 


Es  sei  jetzt  der  Punkt  (xpr)  fest,  und  wir  wollen  den  Punkt  (xPfir) 
sich  so  bewegen  lassen,  dass  von  allen  Punkten  der  9)?P  immer  der 
Punkt  ( xpr ) ihm  am  nächsten  ist.  Dann  hat  (a*fi,r)  nur  den  Glei- 
chungen 

2 «rCZpr  -«.+!,)  -0 

r \r  — 1,  2 . . . nj 

zu  geuügen.  Infolge  dessen  durchläuft  dieser  Punkt  eine 
Lassen  wir  nun  noch  den  Punkt  (xor)  mit  (xpr)  zusammenfallen  und 
bezeichnen  diesen  Puukt  mit  ( xor ) , so  gelten  für  die  9ÜP  die  Dar- 
stellungen, unter  xpr  laufende  Coordinaten  verstanden : 


und 

und  für  die  SDL,-*: 


Xpr  — Xor  — £ e,r  tOi 
i 

£ ykr(xpr  — Xor)  “ 0 
r 


2 Cir  ( Xpr  — Xor)  =»  0 
r 

und 

Xpr — Xor  = *£  ykrlCk 


Die  zweito  Darstellungsweise  der  9J?«_P  folgt  unmittelbar  aus  dem 
Obeugesagten. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungssystemen  erkennt  man  sofort,  dass 

zu  2)L,-P  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  diese  zu  die 

Beziehung  ist  also  eine  gegenseitige,  und  wir  erklären: 

Zwei  Mannigfaltigkeiten  sind  normal  zu  einander,  sobald  unter 
den  Abständen,  die  alle  Punkte  der  einen  von  allen  Punkten  der 
andern  haben , gerade  die  von  dem  beiden  Mannigfaltigkeiten  ge- 
meinsamen Punkt  die  kürzesten  sind. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Mannigfaltigkeiten  nur  einen 
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einzigen  Punkt  mit  einander  gemein  haben  Für  einen  gemeinsamen 
Punkt  gelten  nämlich  die  Gleichungen: 


2 Cir  {Xpr  — Xrr)  = 0 


2 Ckr  W* 
k 


Xpr  — Xor 

Aus  denen  folgt  zur  Bestimmung  der  ir*: 


/»,  k = 1,  2 . . . v\ 
\r  = 1,  2 . . . » / 


2 dr  Ckr  W* 

k,r 


Hieraus  entweder 


oder 
Nun  ist 


wk  = 0 


0 (h  k — 1»  2 . . . v\ 
\r  =>  1,  2 . . . » / 


(A?  — 1,  2 . . . v) 


I 2 ar  Ckr  \ = 0 (»,  A;  = 1,  2 . . . v) 

r=l 


i zci,ctr  i = n «•>  i * k 7 !; 2 ' ' ' ■') 

r \r  = 1,  2 . . . » / 


also  sicher  nicht  =0,  da  das  c-System  den  Rang  v haben  muss, 
mithin  kommt 

wk  = 0 (Ar  = 1 , 2 . . . v) 
womit  die  obige  Behauptung  erwiesen  ist. 

Die  Mannigfaltigkeiten,  die  wir  eben  einer  Betraehuug  unter- 
zogen haben,  waren  so  beschaffen,  dass  ihre  Ordnungszahlen  sich 
zu  n ergänzten,  wir  untersuchen  jetzt  zwei  beliebige  Maunigfaltig- 
faltigkeiten  vier  Ordnung  gegeben  durch  die  Gleiehnugeu: 


mv 


Xpr  — Cor  2 Cir  Mi 

* /i  = 1,  2 . . . v\ 

/ — |-  2 cir'  Mi ' \r  = 1,  2 . . . n) 


Xpr  = a*or 


( xPr ) sei  ein  Punkt  von  und  es  bezeichne  (xpr')  gerade  denjenigen 
Punkt  von  der  von  ihm  die  kleinste  Entfernung  habe.  Wir 

können  dann  (xpr)  als  die  Projcction  von  (xpr)  auf  bezeichnen. 
Gemäss  früher  abgeleitetem  wird  (xpr‘)  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

2 Cir  (Xpr  — Xpr ) — 0 (t  = 1,  2 . . . v) 

r—1 


Nun  seien  (ar,y)  (»  = 0,  1 . . . v)  v -f- 1 Punkte  auf  ihre  Pro- 
jectionen  auf  9J?r'  seien  ( xi /) , ferner  werde  (xtr)  bestimmt  durch 
die  Parameter  tc*  {h  — 1,2.  . . v),  entsprechend  (aV)  durch  hva' 
(A  = 1,  2 . . v),  so  bestehen  die  Gleichungen: 
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Xir  — Cor~\~  ^ Chr1f,ili 
h 

X*/  = Cor'  -f-  2 Chr'  wih  ‘ 
h 


(h  «=*  1,  2 . . . v\ 
t =»  0,  1 . . . v J 
r = 1,  2 . . . nj 


Daraus  folgt 


X,y  — Xor  =»  2 Chr  (»A  ~ w(,h) 
h 

Xi/  ~ Xor  = 2 Chr  (iCih'  — ™oh') 
h 


Ferner  ist  aber  auch 


2 Ckr* (xir  — Xir)  — 0 


Mithin  erhält  man 


2 C0/ {xro' 2 Ch/  — tC0h')  — Xor  - 2chr(wik  - tö0*)}  = 0 

r h h 


oder 


r =■=  1,  2 . . . n 
& »,  h — 1,  2 . . 


2 Ckr  Chr  (WA* WA  ) — 2t  Ckr  Chrfaih 
r,k  r,h 


Aus  diosem  sowie  aus  den  beiden  Gleichungssystemcn 


Xir — Xor  = 2chr{UJih  W0h) 
h 

Xi/ —Xor'  “ 2 Chr  {^ih‘  — W0h‘) 
h 


(i,  h — 1,  2 . . . v\ 
\r  = 1,  2 . . . n ) 


ergiebt  der  Uebergang  zu  den  Determinanten  die  Beziehungen: 

fl  X.V  — Xor  11  = fl  Chr  fl  11  'dh  — w0h  fl  /r,  h = 1,  2 . . . V' 

II  »</  —Xor’  II  = II  Ckr  II  II  »>1* IT«»'  II  Vr  = 1,  2 . . . » . 


1 2 Ckr'  Chr'  (U>&‘  — Wok')  ( — 1 2 Ckr'  Chr  (»ft  ~ »oA  1 
r,h  r,h 


Nach  einigen  Umformungen  wird  die  letzte  Gleichung  zu: 

H Ci/  ||  2 l Wih‘  — ™0h  | = |-£  Ci/  Chr  l | »ft  — ICoh  | 

r 

(*,  h = 1,  2 . . . v;  r = 1,  2 . . . n) 

In  Verbindung  mit  den  beiden  oberen  liefert  diese 


||  X*/—x0/  fl  fl  2 Chr  Ci/  || 

r 

j|  Xir  — Xor  ||  II  Cir  11  ♦ 11  ci/  fl 
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Diese  Gleichung  lehrt:  Der  Inhalt  eines  durch  Projection  auf  eine 
v-facbe  Mannigfaltigkeit  von  einer  andern  entstandenen  Gebildes 
hat  zu  dem  Inhalt  des  projicirteu  Gebildes  ein  von  der  Lage  der 
Eckpunkte  unabhängiges  Verhält  niss.  Aus  dieser  Form  der  Dar- 
stellung ersieht  man  auch,  dass  cs  ganz  gleich  ist,  welches  die  pro- 
jicirte  Mannigfaltigkeit  ist  Der  Ausdruck  bezeichnet  eine  gegen- 
seitige Beziehung,  wir  nennen  ihn  den  Correlationsfactor  der 
beiden  Mannigfaltigkeiten  und  schreiben: 


cor(9)Zr,  Slip) 


I Zchr'cir  | 
r 


II  Cir  D \CiSX 


Für  den  Fall  v = n — 1 geht  dieser  Correlationsfactor  in  den 
von  uns  oben  erklärten  und  angewendeten  über. 

Sind  zwei  Mannigfaltigkeiten  verschiedener  Ordnung  äRr-fp 
(p  > 0)  vorgelegt,  so  projiciren  wir  9JL-  auf  und  erhalten  da- 

durch 2Ä*',  dann  erklären  wir: 


cor(SDL,  2ßp+(>)  = cor(9KP,  2Rr') 


Sind  und  die  zu  9JL,  bzhw.  9K/  normalen  Mannig- 

faltigkeiten, so  wird 


I Zyh-yir'  | 


cor(sDL,_r,  = 


- (k< 

r i!  V ■ 


11  ykr  11  . 1]  ykr 

Bringt  man  die  beiden  Systeme 

, , , fi  = 1,  2 . . 

(<?•>)  und  (cir)  = j 2 


= v-\- 1, 
1,  2 . . 


auf  die  kanonische  Form,  so  sieht  mau  ohne  Mühe,  dass 
cor(2ftn— r,  9)L»-r')  = cor($ftv,  2ftp')  ist 

Der  Correlationsfactor  hat  den  Wert  0,  wenn  die  Mannigfaltig- 
keiten normal  sind,  denn  dann  vorschwiudet  jedes  Element  der 
Zählerdcterminante  des  Correlationsfactors.  Das  gilt  aber  nicht 
umgekehrt.  Verschwindet  nämlich  der  Correlationsfactor,  so  kann 
das  Verschwinden  von  verschiedener  Orduung  sein,  wir  bezeichnen 
in  diesem  Fall  überhaupt  die  Mannigfaltigkeiten  als  orthogonal  und 
bemessen  die  Stufe  der  Orthogonalität  nach  dem  Hange  des  Systems 


Ist  der  Rang  =»  0,  so  tritt  die  höchste  Stufe  der  Orthogonalität,  die 
Normalität,  ein. 
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Neben  der  Normalität  isl  von  grosser  Wichtigkeit  die  Paralle- 
lität. Parallel  nennen  wir  zwei  v-fache  Mannigfaltigkeiten,  sobald 
dio  Coefticienten8ysteme  ihrer  in  der  kanonischen  Form  befindlichen 
Gleichungen  einander  gleich  sind,  ferner  soll  eine  einer 
((>  > 0)  parallel  heissen , wenn  sie  ihrer  Projection  auf  dieselbo 
parallel  ist. 

Man  sieht  sofort,  dass  der  Correlatiousfactor  zweier  parallelen 
gleich  1 ist;  umgekehrt  zieht  aber  auch  dieser  Wert  des  Cor- 
relationBfactors  dio  Parallelität  der  Mannigfaltigkeiten  nach  sich, 
wovon  man  sich  durch  Rechnung  überzeugen  kann. 


§ 4. 

Auf  Grund  der  in  den  vorangehenden  Paragraphen  entwickelten 
Erklärungen  und  Beziehungen,  gehen  wir  jetzt  dazu  über,  einige 
geometrische  Sätze,  die  sich  mit  harmonischen  Punkten  und  Strahlen 
beschäftigen,  auf  die  »-fache  Mannigfaltigkeit  zu  erweitere  Es  soll 
in  zweifacher  Richtung  eine  Verallgemeinerung  versucht  werden: 
in  Bezug  auf  die  Lage  und  in  Bezug  auf  die  Grössenverhältnisse. 
Dieser  Paragraph  soll  die  bekannte  Construction  des  vierten  har- 
monischen Punktes  mit  alleiniger  Benutzung  des  Lineals  erweitern. 
Wir  können  den  in  dieser  Construction  enthaltenen  Satz  so  aus- 
sprechen : 

Es  sind  gegeben  2 Punkte  x0,  x,  und  auf  ihrer  Verbindungs- 
geraden ein  dritter  Punkt  $.  Dann  nehmen  wir  ausserhalb  der  Ge- 
raden einen  beliebigen  Punkt  £',  verbinden  ihn  mit  den  3 ersten 
und  [ziehen  ferner  durch  den  auf  der  Geraden  (£,  £')  beliebig  ge- 
wählten Punkt  §"  dio  beiden  Geraden*  (x0,  £"),  (x„  £"),  welche  die 
Geraden  (xx,  t'),  (x0,  £')>  bzhw.  treffen  mögen  in  x0'  und  x,'.  Nun 
ziehen  wir  ( x0\  xx) , welche  (x0,  x,),  die  ursprüglich  gegebene  Ge- 
rade, im  Punkte  O schneide.  Dieser  Punkt  <P  ist  unabhängig  von 
der  Lage  der  Punkte  §',  £",  vorausgesetzt  allerdings,  dass  die  Punkte 
£,  £',  §"  in  einer  Geraden  liegen. 

Auf  die  Ebene  verallgemeinert  lautet  dieser  Satz: 

Vier  in  einer  Ebene  gelegene  Punkte  x0,  xj,  x2,  £ verbinden 
wir  mit  einem  beliebigen  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  £'  und  ziehen 
von  dem  auf  der  Geraden  ($,  $')  beliebig  gewählten  Punkte 
die  drei  Geraden  (x0,  £"),  (xn  §")>  (x2,  I"),  welche  die  drei  Ebenen 
(xj,  x8,  £'),  (x2,  x0,  §'),  (x0,  xt,  £*)  bzhw.  treffen  mögen  in  den 
Punkten  x0',  x/,  x2'.  Die  Ebene  (x0\  xt\  xs')  schneidet  daun  dio 
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ursprünglich  angenommene  Ebene  (r0,  xit  r?)  in  einer  Geraden  <E>, 
die  unabhängig  ist  von  der  Lago  der  Punkte  I',  £",  sofern  diese 
beiden  nur  mit  £ in  einer  Geraden  liegen. 

Diese  Gerado  stimmt  überein  mit  der  Harmonikale  :)  des 
Punktes  £ in  Bezug  auf  das  Dreieck  ar0,  z,,  x2. 

Schliesslich  liefert  die  Erweiterung  auf  die  n-fache  Mannig- 
faltigkeit den  Satz: 

Es  seien  ar0,  xlf  . . . x„,  £ »i-j-2  Punkte  einer  in  einer 
befindlichen  93f„,  £',  £"  zwei  beliebige  Punkte  ausserhalb  derselben 
jedoch  mit  der  Massgabe,  dass  §,  £',  £'  eine  931,  (Gerade)  bilden; 
ferner  seien  *Q’ . , .x»  die  Schnittpunkte  der  Geraden  (ar0,  £"), . . . (arM, 
£")  bzhw.  mit  den  93?„  (xJf  xs . . . x»,  £'),  • • • (*0>  a-,  . • . a-„_i,  5'). 
Dann  schneidet  die  SOL,  (*0'>  */  . . . xnf)  die  ursprünglich  gegebene 
93?»,  in  einer  99?„_i  <P,  die  unabhängig  von  der  Lage  der  Punkte  £', 
£"  ist,  wofern  nur  £,  £',  £"  iu  einer  Geraden  liegen. 

O nennen  wir  die  Harmonikale  des  Punktes  £ in  Bezug  auf 
das  Prismatoid  (x0,  xx  . . . arM). 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gestaltet  sich  folgondcrmassen: 

Eiu  bebiebiger  Punkt  der  93?« +i  sei  bestimmt  durch  die  Coor- 
dinaten  xPk  (k  = 1,  2 . . . n-f-1) 

die  Punkte  x/  (f  =*  0,  1 . . . n)  durch 

ayi,  • • • a*/»»,  0 

£ durch  0 (A  = 1,  2 . . . n) 

£',  £"  bzhw.  durch  £*',  £*"  (k  = 1,  2 . . n-j-1) 

ferner  sei  im  Folgenden  stets 

xpo  = Xf0  = £0  = £o'  = io"  — 1 

Die  93?„,  welche  durch  die  Punkte  . . . x /,  ...,£'  (fr  = 0,  1 
. . ,f  — 1,  /*-+- 1 . . . n)  geht,  hat  dann  die  Gleichung: 

1 xPk , a*ok,  • • • £*',  ayf  i,  it  . . . a«ifc  | = 0 

(k  = 0,  X * • • | 1,  = 0,  q ===  0,  X • • . w) 

die  93?„  welche  durch  die  Punkto  ay , £"  geht,  wird  dargestellt  durch 

xpk  =*  x/k-]-Cik" —x/k)t/  (k  = X,  2 . . . n + 1) 
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Kühne:  Beiträge  zur  Lehre 


Da  der  Punkt  ay'  auf  dieser  liegt,  so  giebt  es  einen  Wert  ty  von  </, 
welcher  die  Gleichungen 

sc/k'  — rfk  (£*"  — *fk)  V 

befriedigt;  dieser  Wert  bestimmt  sich  dadurch,  dass  in  dor  vorher 
angegebenen  Gleichung  der  9J?»,  durch  x/k'  ersetzt  wird  , denn 
x/k'  liegt  ja  auf  dieser  9Ä».  Darnach  wird: 

1 x/k(  1 -rf)-\-lk"Tf,  xok , • • • iV,  ay+i.fc  • - . x„k  | = 0 

(Jt  = 0,  1 . . . n-f-1) 

Daraus  ergiebt  sich 

*y  _ _ | 'Sk  xpk  . . . ay*, ay+i,t  . . . x,,k  \_ 

1—  t/  | xok  • • • ay_i,fc,  cY\  ay+i,*  • • * ar«fc  I 

(k  = 0,  1 . . . n+1) 

Nun  liegen  aber  die  Punkte  £,  in  einer  Geraden,  also  giebt 

es  einen  Wert  r,  der  den  Gleich uugen 

b”  = 'ik+(h,-h)r 
genügt.  Mit  Hilfe  hiervon  ergiebt  sich: 

V _ I £*\  x0k  . . . x»k  \ 

1 — r/  j cV,  . . . a*/— i.Jt,  £*(1  — t)-|-£*'t,  jr/fi,*  . . . x„k  1 

(k  = 0,  1 . . . n -f-  1 ) 

Berücksichtigt  man  noch,  dass 

in  fl  = a-^H+1  =0  (g  — 0,  1 . . . n) 

so  kommt: 

V 1 I I 

1 — t y 1 — r ‘ | xuh  . . . ay-i.A,  £*,  ay+i,*  . • - a*,,*  | 

(<7,  ä =»  0,  1 . . . n) 

Mit  Hilfe  hiervon  ist  es  leicht,  dio  Gleichung  derjenigen  auf- 
zustellen, welche  durch  dio  Punkte  */(/■—  0,  1 . . . «)  geht.  Diese 
ist  nämlich: 

| xpk , x0k\  • • • xnkr  1 = 0 (k  = 0,  1,  2 . . . n-f-1) 

oder: 

1 xpk,  . . . , Xfk(l  — rf)-)rlkHv  . . . |=0  (fc  = 0,  1 . . . n-f-1) 

Da  es  nun  aber  nur  auf  die  Schnitt- 9J?n-i  dieser  9)?«  mit  der 
Grund- 9Km  xpu+\  = 0 

ankommt,  so  können  wir  *pMf  i = 0 

setzen  und  erhalten  als  Gleichung  der  9Kn-i  ® 
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xPh  • • • K/h{\  — T/)-j-£h"T/  . . . | 

Oj  • t • £>1  + 1 . j 

oder 


!»+ i'n(l-T}) 
/ 


= 0 (h  = 0,  1 . . . n) 


— 0 (/,  A = 0,  1 . . tt) 


also  mit  Benutzung  des  oben  für  — * gefundenen  Wertes: 


JW_1  fe«jh  l"  n(1  _ j 

1 — T / 


a-pA. 


0,  . . 


Xfh, 


’ <*/ 


= 0 


wobei 


(ffl  Ä ==s  0,  1 . • • tt) 

= i Kohi  • • • «r/ — i,a,  «y^i^A  • * * Kuh  | ist. 


Da  t ^ 1,  weil  sonst  £',  §"  zusammenfallen  würden,  £„+i  ^ 0, 
weil  sonst  §"  nicht  ausserhalb  der  ursprünglich  angenommenen  9ftn 
liegen  würde  und  schliesslich  | xgh  | ✓ 0 (j,  A = 0,  1 . . . n)  ist, 


weil  sonst  die  Punkte  ay  (f  = 0,  1 . . . »)  in  einer  niederen  als 
n-fachen  Mannigfaltigkeit  liegen  würden,  erhalten  wir  endlich  als 
die  Gleichung  der  Harmonikale  des  Puuktes  ca  (A  - 1,  2 . . . n) 


in 


Bezug  auf  das  Prismatoid  (»/a)  i?  2 ”) 


Kphy  . 
0,  . 


o ( f,  h — 0,  1 . . . n) 


Diese  Gleichung  nimmt  eine  sehr  einfache  Gestalt  an,  sobald  man 
statt  der  orthogonalen  Coordinaten  KPh  (h  = 1,  2 . . . n)  eines 
Punktes  die  homogenen  Coordinaten  (Yergl.  § 1.) 

upk  =*  2 xph  (ä,  Je  = 0,  1 . . . n) 

h U 

einführt.  Dabei  ist  D die  Determinante  des  Systems 

(zgh)  (g,  h — 0,  1 . . . 

und  Dhg  die  zum  Element  xgh  gehörige  Subdeterminante. 

Es  gelten  dann  die  Gleichungen: 
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Kühne:  Beitrage  zur  Lehre 


XP9  = 2xk<jUpk  (y,  h — 0,  1 . . . n) 
die  für  g = 0 die  Relation 

H 

£ Upk  = 1 

k=o 

enthalten.  Nun  seien 

<pk  (Je  = 0,  1 . . . n) 

die  homogenen  Coordiuaten  des  Punktes  £,  dann  ist 
£g  — £xkg(pk  (g,  Je  =*  0,  1 . . . ») 


Mit  Hilfe  dieser  Einführung  ergiebt  sich: 


Ferner 


^ — | a-0t,  . . . x/-\,k,  £xgk(Pg,  ay+i.fc,  . . . x„k 

9 

(f,  g,  Je  = 0,  1 . . . ») 

= Vf  I xgk  | 


<D  = 


£xkhitpk,  . . . x/h 
k 


o, 


i 


Vf  I *9* 


0, 


x/h 


— Z 


Upk 


(/>  <7>  A,  fc  = 0, 1 . . . n) 


Mithin  ist 


k Vk  | Xgh  | ’ ' <Pf  | Xgh  | 


9=ns  ai-o 

*=0  <P* 


__  _ 

k (Pk 


die  Gleichung  der  Harmonikale  des  durch  die  homogenen  Coordi- 
naten  ausgedrücktcu  Punktes  iu  Bezug  auf  das  Prismatoid,  auf 
welches  sich  die  homogenen  Coordiuaten  beziehen.  uPk  siud  die 
homogenen  Coordinateu  irgend  eines  Punktes  der  Harmonikale  *)• 

Diese  Form  der  Gleichung  ist  besonders  geeignet  zur  Herlcitung 
einiger  Eigenschaften  der  Harmonikale.  Um  diese  zu  entwickeln 
stellen  wir  zuerst  den  verallgemeinerten  Begriff  der  centralen  Pro- 
jection  auf.  Wir  erklären: 

Eine  in  einer  2J?,.  befindliche  (u  < v)  heisst  die  Projection 
einer  3 auf  die  2JiP  von  einer  9Ww_„_i  aus,  sobald  9DV  als  Schnitt  der 
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mit  einer  durch  3 7lu  und  gelegten  betrachtet 

werden  kann;  die  2Ä«_r-i  soll  das  Projectionscentrum  heissen. 

Auf  diese  Erklärung  gestützt,  beweisen  wir  folgenden  Satz: 

Die  in  welcher  die  Harmonikale  dio  Grenz-2J?„  des 

Prismatoides , die  die  Punkte  x0  . . . xp  bilden,  schneidet,  ist  in 
Bezug  auf  das  Prismatoid  dieser  Punkte  die  Harmonikale  desjenigen 
Punktes  17  der  welcher  durch  Projection  von  £ von  der  9Rn-»— i, 
die  die  Punkte  xv+\  . . . bestimmen,  aus  entsteht. 

Wir  tun  der  Allgemeinheit  keinen  Abbruch,  wenn  wir  annehmen, 
die  sei  zugleich  die  Coordinatenmannigfaltigkeit 

xPi  «==0  (*  = v — |—  1 , . . . n) 

Dann  ist  also 


sobald  rjh  (A  =>  1,  2 . . . «)  die  Coordinaten  des  Punktes  tj  sind. 

Es  seien  ferner  vp/  (/  = 0,  1 . . . v)  dio  homogenen  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  (xpgr)  (g  = 1,  2 . . . v)  bezogen 
auf  das  Prismatoid  der  Punkte  x0,  . . . xP\  r\  habe  die  homogenen 
Coordinaten  t/y  (f  = 0,  1 . . . v). 

Wir  wollen  dann  vp/  ausdrücken  durch  uph  (A  = 0,  1 . . . n), 
wenn  vp / die  Projection  des  durch  die  Grössen  uph  bestimmten 
Punktes  darstellt.  Da  xp\  xp,  xt  (» = v-f-1  . . . »)  auf  einer 
SK*-*  liegen  sollen,  was  ja  aus  der  Erklärung  der  Projection  folgt, 
so  giebt  es  ein  Wertsystem  tk  (k  ==■  v-j-1  . . . n),  welches  die 
Gleichungen 


und 


rji  ==  0 (1  *=»  v -}- 1 . . . n) 


befriedigt.  Hieraus  folgt 


XVf—Xpf  ■ * • Xkf—Xpf 


Xpi  . . . X k 1 Xpi 


0 


(*,  k = v -{- 1 . . . n) 
(/  = 1,  2 . . .v) 


also 


1 . . . 1 


Xpf  * • • Xkf 


*,  k = v -f- 1 • • • n 
/=  1,  2 . . . v 


) 


Xp/ 


Xpi  * • • Xki 


Xpi  • • • xfci 


oder 
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Kühne : Beiträge  zur  Lehre 


Xp/ 


^ 7t  pg  ^ » 1 • » • 

2 X gf  1 • • • 1 • • • 

9 

s= 

9 

21  X gi  • • • If/rj  • ■ • 

2 Xgi  Mpg^  • • • Xki  • • • 

9 

9 

g = 0,  1 . . . » 


Mit  Rücksicht  auf 


'/=  0,  1 . . . v\ 
i ==>  v-j—  1 . . . K/ 


werden  diese  Gleichungen  zu 


Xp/  2upg  1 X ki  | — ZXgfUpg  | Xki  | 
9 9 

fi,  k = v-f  1 • 

/•=  1,  2 . . 


. n 


0,  1 . . .v 


und  schliesslich  zu 


£ X g/ Upg 


> 9 

xpf  — g 


llpg 


lf—h  2 . . . v\ 

\9  - 0,  1 . . . v J 


hierin  kann  f auch  den  Wert  0 annehmen.  Nun  ist  aber  auch 


*pf  — 2 * 9/ VP9 
9 

sodass  sich  ergiebt: 


(ü,  / = 0,  . • • v) 


u 


VP9 


P9 


£upf 

f 


( A 9 = 1 • • • v) 


also  ist  im  besonderen 


t ~P—  (ft  9 = 0,1-  . . v) 

2,  <p/ 

/ 

Die  2ftn-ii  die  durch  den  Schnitt  von  <t>  mit  der  2 entsteht 
wird  darnach  bestimmt  durch  das  Gleichungssystem 

uPi  = 0 (*  = v -}- 1 . . . «) 


das  durch 


Q>  = 2 ^ = 0 (&  = 0,  1 . . ») 

* qp*r 

Wp,  = 0 (»  = v -j- 1 . . . n) 


von  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit. 


383 


2 ^ = 0 (g  = 0,  X ...  v) 

9 V9 

ersetzt  werden  kann.  Führen  wir  hierin 

Upg  = Vpg  £up/,  Cpg  = typ  £ (pf  ( fy  <J  ~ 0,  1 . . . ») 

so  wird  die  2K„_i  innerhalb  der  S Ulv  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

^ = f^  = 0 (/=0'1-  • -v)  ’ 

d.  h aber  die  9D?„_i  y ist  die  H&rmonikale  des  Punktes  r}  in  Bezug 
auf  das  durch  die  Punkte  x0,  . . . xv  gebildete  Prismatoid. 

Wir  beweisen  ferner  diesen  Satz: 

Ist  in  einer  SD?*  eine  SRr_i  Harmonikale  eines  Punktes  tj  in 
Bezug  auf  ein  Prismatoid  x0, . . . xr,  so  bleibt  diese  Beziehung  er- 
halten, sobald  man  SR»  von  einer  aus  auf  SW/  projicirt. 

Das  Projectionscentrum,  die  1,  sei  gegeben  durch  die 

Punkte  x k (k  = v-\-l  . . . n),  ferner  mögen  «/,  rj\  x/  (/  = 0,  1 
. . . v)  die  Projectionen  von  bzhw.  i//,  17,  xf  sein.  Unbeschadet 
der  Allgemeinheit  können  wir  SD?*  als  Coordiuatenmauuigfaltigkeit 

xpk  = 0 (k  = v -f- 1 . . . n) 

wühlen,  ferner  können  wir,  was  aus  dem  Vorhergehenden  einleuchtet, 
rj  auffasseu  als  Projcctiou  eines  Punktes  $ der  SD?« , dessen  Harmo- 
nikalo  d>  in  Bezug  auf  das  Prismatoid  . . . , x/  . . . (/  = 0,  1 
. . .n)  die  SD?r  in  y schneidet,  daun  ist  also  ij * die  Projcctiou 
von  § auf  2 W/.  Es  sei  nun  xpu  (A  = 1,  2 . . . «)  irgend  ein  Punkt 
der  2)?«,  xp / (/=  1,  2 . . . v)  seine  Projection  auf  SD?/,  daun  er- 
giebt  sich: 


Xpf 

1 ...  1 

Xpf  . . . xkf  , /&,  i = v-j-1  . . . »\ 

Xpi  ...  Xki 

Xpi  . . . xki  | V/=l,  2 . . . v / 

Mithin  folgt  durch  Specialisation  des  beliebigen  Punktes: 

*9/ 

1 ...  1 

Xgf  . . . Xkf  r»,  k — V-f-  1 . . . 7il 

Xg%  . . . Xki 

Xgi  . . . Xki  | 1 f — • 1)  ^ • • • V 

L<7  = 0,  1 . . . v J 

Bezeichnet  jetzt  upi,  (A  = 0,  1 . . .11)  die  homogenen  Coordinaten 
des  Punktes  xp  bezogen  auf  das  Prismatoid  . . . ay,  . . . (f  — 0,  1 
. . . »),  vpg  (g  = 0,  1 . . . v)  dieselben  Coordinaten  des  Punktes 
xp  bezogen  auf  das  Prismatoid  . . . x/  . . . (/=0,  1 . . . v), 
so  folgt  aus  der  obigen  Gleichung: 
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Kühne:  Beiträge  zur  Lehre 


Tyf 


21  Mph  • • • , 1 

h 

2% hi  Mph  • • • •% ki 


21xh/uphi 

A 


. . xkf 

21  Xhi  Uph,  . . .Xki 


/ i,  k = v -}-  1 . . . n\ 
\Ä  = 0,  1 . . . n ) 


Xpf 


2 Upg,  ...  1 

2 Xpf  Upg,  . . . Xpf 

9 

— 

9 

2Xgi  Mpg  . . . Xki 

• • • Xfci 

9 

9 

/*,  k = v 1 • • • «\ 
V<7  = 0,  1 . . . v / 


Xpf  2j  Upg 

9 


l . 

. . 1 

— Eripg 

j x9f  ♦ * 

. Xkf 

Xgi  . 

. • Xki 

9 

I Xigi  • • 

• Xki 

V -f-  1 • 


(i,k 
VflT  - o,  1 . 


. . 7i\ 

• v ) 


2 lipo  %gf 

' 9 


1 

Xgi 


. 1 

. rki 


und  hieraus  in  Verbindung  mit 
kommt: 

Vp/ 

also  auch 
tyf 


Xpf 

Upf 

1 . . . 

X J i • • • 

2 Upg 
9 

1 1 » • • 
i Xgi  • • • 

(U  <7  = 0,  1 

k = v -}-  1 


. .V, 
. . nj 


Xki 


tyf 


1 

Tfi 


. 1 
• xki 


v i 1 ...  1 

2.  <pff 

g I Xgi  • • • Xi[  s 


//»  9 — 0»  1 • • • v\ 
\t,  k = v -j- 1 • • • o,) 


wenn  (ff  bzhw.  tyf'  die  homogenen  Coordinaton  der  Punkte  ij  sind. 

Es  seien  ferner  uf  (f  — 0,  1 . . . v)  die  homogenen  Coordi- 
nateu  irgend  eines  Punktes  der  9JU  bezogen  auf  das  Prismatoid 
. . . ttf . . . Ua  0,  1 . . . v),  tyf  die  speciellen  des  Punktes 
dann  wird  ty  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


2^  = 0 
/= o tyf 
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wie  iu  der  Voraussetzung  enthalten  ist.  Da  wir  nun  t/;  als  Schnitt 
von  <2>  und  SD?P  auffassen  wollen , so  können  wir  dieso  Gleichung 
ersetzen  durch 


Upi  = 0 (/  =»  v-j-1  . . . n) 


£ --  =0  (f  = 0,  1 . . . v) 
t <P/ 

daraus  ergiebt  sich  aber,  dass  t//'  bestimmt  ist  durch 


, 2 Up  g 

2 v_Pf_ 


f W ’ 2>  (/ 


i 1 

TffiJTk  i 

’l  1 1 

I *gi  xi 


— 0 oder 


♦■-iy,-« 

/= o Vf 


d.  h.  aber  i//  ist  Ilarmonikale  des  Punktes  tf  in  Bezug  auf  das 
Prisinatoid  . . . x/  . . .(/"=>  0,  1 . . . v).  Das  war  zu  beweisen. 


Die  Harmonikale  O des  Punktes  | (cs  gelten  die  alten  Bezeich- 
nungen) schueidct  die  welche  durch  die  Punkte  i],  xv- |i  ... 

x„  bestimmt  ist,  in  einer  2W„_p_i.  Man  könnte  nun  vermuten  — 
und  diese  Vermutung  ist  besonders  leicht  möglich  nach  Kcnntniss 
einiger  Ergebnisse,  deren  Ableitung  der  nächste  Paragraph  gewidmet 
sein  soll  — , dass  diese  die  wir  abkürzungsweise  X nennen 

wollen,  Harmonikale  des  Punktes  in  Bezug  auf  das  von  den 
Punkten  17,  Tv[\  . . . gebildete  Prisinatoid  ist.  Das  ist  aber 
keineswegs  der  Fall;  weil  aber  die  Bcstimmungsgleichung  von  X 
grosse  Aehuiichkeit  mit  der  Gleichung  der  erwähnten  Ilarmonikale 
besitzt,  soll  sie  hier  abgeleitet  werden. 

Wir  wählen  wieder,  der  Einfachheit  wegen,  die  zur  Coor- 

dinatcnmannigfaltigkoit 

rP/  — 0 (f  = 1 . . . v) 

Darnach  ist 


zu  setzen.  Ferner  muss  berücksichtigt  werden,  dass  die  Punkte  //, 
. . . rv  in  einer  31t,.  liegen,  demnach  giebt  es  ein  Wertsystem  r/, 
welches  die  Gleichungen: 


*«h  — r\k—  r / 


Arrh.  d.  Math.  u.  PbrH.  "2.  iielho,  T.  XI. 
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befriedigt.  Eb  seien  weiter  Xr,  1 • • • %n  die  homogenen  Coor- 

dinaten  des  Puuktes  i'  in  Bezug  auf  das  Prismatoid:  xr|i  . . . r*i, 

sodass  also 

1 £»,  Xr-H.i  • • ♦ Tni  | 

Af,V  ~~  1 W,  **+1.»  • • • Tni  | 

| ?],.  xpfi,j  . ♦ . xlc  -],i,  Zi,  TL+l,i,  . . j-Jni  l_ 

**  ~~  | 7]i,  *p+i ,i  . . . *ui  | 

(»  = 0,  v -f- 1 . . . n,  k = v -f- 1 . . .n 
ist 

Mit  Benutzung  alles  des  eben  angeführten  ergeben  sieh  die  in 
der  Gleichung  von  verkommenden  Grössen  J folgendermassen : 


, l i . « . i.  l • • • l 

^ 0 ~ 0 X\g  . • »X  rg  0 • • • 0 

Zk,  3lk  • . • rri-,  xr+lit  • • • k„ k 


= I xfu  I 


1,  1 

Zk,  rvllk 


(A  <j  = U 


9 

M • • 


k = 


1 

r*ik 
V-f-  1 


— I T/9  i!  Vh 


n 


Tr|  i»  • • • Tui  | X»- — 

i «0,  V-fl.  • . «) 


wobei  die  Bedeutung  von  4 klar  ist. 


^/  = 

/<v+ 1) 


1 

X o;j 

Xok 


. . 1,  1,  1 ...  1,  1 

. . Xf— 1,0,  0,  Xf  \\,g  . . . Xry,  t) 

. . zk,  ay+l.ir  . • . Xvk,  Xv\  1 ,k  • 

“ 1)  2 • • • v\ 

\k  = v-{-l  . . • n) 


. 1 
.0 
. Xul 


Setzt  man  für  *,h  den  iu  der  Vorbemerkung  angegebenen  Aus- 
druck und  formt  die  Determinante  etwas  um,  so  erhalt  man: 


4/  = — Xf  | Xjg  ! [ 5i,  Xp+l,i  • • • Xni  l — —V^Xr 
(/=  1,  2 . . . v) 

Weiter 

. . 1,  1 ...  1,  b 1 ...  1 

. .Xrg,  0 . . .0,  0,  0 . . .0 

. . Xrk)  Xr+\.k  ...  Xf — tli  Xr  | l,k  ...  Xnk 


4r  •=*• 

(r  > v) 


1 

X og 

Xok 


Wird  hierin  wieder  x(>h  fort  geschafft,  so  kommt  nach  einigen  Um- 
formungen : 


4r 


(1  — ZXf)  | Xfg  ( | IJi, 

/ 

= (1  — 2 t/)  4fr 
S 


3>-|l,»,  • ♦ • X r— 1‘»,  Xr  1-1,1*  . 

(r  = v -f- 1 . . . «\ 

/ - 1,  2 . • • V ) 


• X Ml  | 
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Nun  batte  $ die  Gleichung: 

T yk)  X(i h • • • ä'w/i 


0, 


d0  ' 

setzen  wir  hierin 


1 1 
• • 


du 


0 


( [h  = 0,  1 . . . n) 


Xp/  = 0 (/ " 1,  2 . . . v) 

uud  entfernen  zugleich  ay,  so  geht  die  Gleichung  über  in  die  Be- 
stimmungsglcichung  von  %: 

1,  X—'-Z'iy,  • • • l «.«X  ••• 


0,  0,  . . . Xfg  . . . 0 

x,,k,  (l— Zt /)tjk  . • • xfk  ...  avfe 

io,  i-ij  1 1 

do  1 df 


0 


• • t 


1 

df 


* dy 


oder: 


(/■,  flf  — 1,  2 ...  v;  A?,  r = v+  l . . . ti) 


i r/f  1 


. « • X . . • 


X.  X-Zt, 

/ 

S^p*,  (1  -2jTf)i]1c  . . • »Vfc 

X 


0 


°*  do  f df  ' 


oder  mit  Benutzung  der  für  die  J gefuudeuen  Werte: 


Vl 

d 


0 


1 , 1 ...  X • 

Tpk , ...  »V*  • 

,1  V+1  1 

Bezeichnen  wir  die  homogenen  Coordinaten  des  ruuktes  ay»  mit 
lt>  . . . tr„,  — für  den  Punkt  | heissen  sie  %r  . . . X«,  ~ dann 

ist 

jTpk  = ZxrktCr  (r,  A;  =>  v+X  . . . «) 

r 

zu  setzen,  uud  wird  obige  Gleichung  zu 

U'p  , v.  tr* 


(v-{-  X)  ~ -f"  Z — = 0 (fc  «=■  v-f  - 1 • « • w) 
X»  * X* 


2?>< 


Digitized  by  Google 


388 


Kühne : Beiträge  zur  Lehre 


Das  ist  die  gesuchte  Gleichung  von  2,  man  sieht  sofort  ihre  Aehn- 
licbkeit  mit  der  Gleichung  der  Harmonikalc  des  Punktes  £ in  Bezug 
auf  das  Prismatoid  17,  . . . xr  . . . , denn  deren  Gleichung  ist  ja, 
gemäss  dem  Früheren: 

= o (fc  =*  v -{- 1 . . .n) 

Xv  k ik  v ”T 

Die  Sätze,  die  den  Gegenstand  dieses  Paragraphen  gebildet 
haben,  lassen  sich  nun  auch  ohne  Schwierigkeit  auf  die  sphärische 
Mannigfaltigkeit  (vgl.  § 2.)  ausdehnen.  Au  die  Stelle  eiuer  ebenen 
r-facbcn  Mannigfaltigkeit  (S)tr)  ist  dann  nur  diejeuigo  krumme  (Mv) 
zu  setzen,  welche  sich  als  Schnitt  der  sphärischen  und  einer  ebenen 
v-f-l-fachen  Mannigfaltigkeit  ergiebt.  Da  dio  Betrachtung  sachlich 
sich  an  das  Obige  eng  anlehnt,  so  übergehen  wir  sie  hier. 

Ehe  wir  uns  nun  im  andern  Paragraphen  zu  der  zweiten  Ver- 
allgemeinerung harmonischer  Punkte  in  eiuer  Geraden  wenden, 
wollen  wir  über  die  oben  erklärte  und  angewandte  Art  der  Pro- 
jection,  vou  der  wir  auch  fernerhin  Gebrauch  machen  werden,  noch 
einige  Worte  sagen.  Für  die  Ebene  liefert  unsre  Erklärung  als 
alleinige  Möglichkeit  die  Projcction*  von  einem  Punkt  aus  durch 
Gerade  auf  eine  Gerade;  für  den  Raum  erweisen  sich  aber  zwei 
Fälle  als  möglich,  nämlich  die  Projcction  vou  einem  Punkt  aus 
durch  Gerade  auf  eine  Ebene  und  die  Projcction  von  einer  Geraden 
aus  durch  Ebenen  auf  eine  Gerade. 

§ 5. 

Wir  schreiten  jetzt  zu  der  andern  Verallgemeinerung  der  har- 
monischen Punkte  eiuer  Geraden. 

Sind  in  einer  Geraden  drei  Punkte  x0,  ar„  £ gegeben,  so  be- 
zeichnet man  dio  Strecken  und  $ar,  als  Teile  der  Strecke  x^xx. 
Entsprechend  erklären  wir  in  der  Ebene  als  Teile  eines  Dreiecks 
aro^a-j  die  3 Dreiecke,  welche  ein  fernerer  Puulct  £ mit  je  zweien 
der  drei  Punkte  x0,  aj,  bildet,  und  in  der  n-faehen  Mannigfaltig- 
keit sollen  die  Prismatoide,  deren  Eckpunkte 

a*o,  ...  xf — 1,  c,  Xf  1 1,  « . . Xti  (/"  c=  0,  l . . m) 
sind,  als  Teile  des  Prismatoids  xp,  . . . xu  bezeichnet  werden. 

Die  Berechtigung  dieser  Bezeichnung  liegt,  wie  bei  der  Geraden, 
darin,  dass  die  Summe  der  Inhalte  der  Teilprismatoidc,  jeder  aller- 
dings mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  versehen,  dem  Inhalt  des 
Gruudprismatoids  gleich  ist. 


von  der  n-Jnchen  Ma nnitifa lt iykf it . 
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Sind  nämlich  die  Coordiuatcn 

von  *f  rpi  (A  = 1,  2 . . . n) 

uud  von  | th  (ä  ■=  1,2.  . . «) 

so  ist  der  »!-fache  Inhalt  des  Priematoides  r0l  . . . x/-i,  S,  ay.fi, 
. . • r«: 

V/  — ||  roA,  . . . ay_i,A,  £*,  r/.|  if*  . . . r>,h  ||  (A  «=  0,  1 . . . ») 
setzen  wir 

sgn  | . . . r/-l,  a,  a*/|  i,  * . . .«•»*!=■£/ 

so  kommt: 

| To*.  . . . ay_i,*,  4*,  X/fl^k,  . . . x„*  | = tf  Vf  (A  = 0,  1 . . . n) 


oder 

^ w m lhf  = f/  F/ 

h 

Daraas  folgt 

2tfVf  £ 'ShDhf—  £ thDhfXfo  “*  £^koD  = D 

/ /.*  /.*  fc 


( /j  A = 0,  1 . . . n) 


Nau  ist 


D sgu  D = V 

dem  »!-faebcu  Inhalt  des  Prismatoides  r0  . . . x»«,  also  kommt, 


sgn  Z)  — b gesetzt 


£ ( fVf*=*iV  (f  = 0,  1 . . . n) 

woraus  die  Berechtigung  der  Bezeichnung  „Teilprismatoid“  erhellt. 


Man  sagt:  Eine  Strecke  x0x,  wird  von  zwei  Punkten  har- 
monisch geteilt,  sobald  dio  Strecken  x„4  und  £ar,  dasselbe  Verhält- 
niss  haben,  wie  die  Strecken  x0£'  und  x,.  Entsprechend  erklären 
wir  iu  der  »-fachen  Mannigfaltigkeit: 


Die  Punkto  4,  £',  4"  . - . teilen  das  Prismatoid  ^*0«  • • • M 
harmonisch,  sobald 


Vt 


v " 
r « 


ist;  dabei  haben  Vf‘,  V/f  dieselbe  Bedeutung  für  {"  bezüglich, 
wie  Vf  für  4.  Wir  wollen  dio  Punkte  4,  £',  . . . harmonisch 

in  Bezug  auf  dad  Prismatoid  nennen. 

Wir  stellen  uns  nun  zuvörderst  die  Aufgabe: 
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Es  sollen  sämtliche  Punkte  bestimmt  werden,  welche  ein  ge- 
gebenes Prismatoid  nach  dem  Vcrhältniss  wi0:th,  . . . : m„  teilen. 

Einer  von  diesen  Teilpunkten  sei  5,  so  muss  also  bei  Bei- 
behaltung obiger  Bezeichnung  sein, 

Vo : F, : . . . : F«  «**  : . . . : mH 

Diese  Proportion  lässt  sich  durch  das  Gleichungssystem 
Vf  — Dkm/  (/=  0,  1 . . . n) 
wobei  A ein  Proportionalitätsfactor  ist,  ersetzen. 

Daraus  folgt 


| J'uA,  • 


oder 

daraus 


• >*"/ — i,A)  -»/i«  •ty'fl,  * • » | c=t;  A t/m/  ] t gh  j 

(/,  g,  h 0,  1 . . . n) 

Dhf  = f ftn/Dk 


21  Zh  Dhf  'J'fk  =“  2 ( f m/  D A ay  (/,  /t,  A « 0,  1 . . . n) 

h,f  / 

21  öi,k  U = 77  A 2 tj vif  rfk 
h f 


|is  — X21(/iii/xrk  (/’,  A «=»  U,  1 . . . h) 

f 

also  kommt,  da 

i0  = A Ztf  m/  =■  1 ist, 

/ 


= 


£ 

/_ 


tt/m/r/h 

21 1/ in/ 


(f  = 0,  1 . . . n\ 

U = 1,  2 . . . n) 


Auf  dieso  Art  sind  die  Coordinaten  jedes  Puuktes  bestimmt, 
welcher  das  Prismatoid  in  dem  gegebenen  Vcrhältniss  teilt. 


Da  die  Grössen  e/(f  — 0,  1 . . . «)  den  Wert  ±1  annehmeu 
können,  und  es  im  ganzen  2,,+1  solcher  Zeichencombinationeu  giebt, 
so  erhält  mau  cbeusoviel  Werte  von  *i, , die  aber  nicht  alle  von 
einander  verschieden  sind.  Es  fragt  sich  nun,  wieviel  Punkte  g 
sich  aus  obiger  Gleichung  ergcbcu.  Es  werde  | bestimmt  durch 
*/(/’=  0,  1 . . . ?i)>  £'  durch  «/(/«*•  0,  1 . . . «),  so  erfordert  die 
Uebereinstimmung  von  g mit  £'  das  Bestehen  der  Gleichungen 


21  ff  vi/  a'fi,  21  s / m f xfh 

/ ^ J 

2 8/ Vif  21  8f' Vif 

/ f 


’f  — 0,  1 . . . «\ 

h = 1,  2 . . . n) 


« 


au.s  der  n-fachen  Ala n u itj fa hliyke it. 
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Hierin  kann  A auch  den  Wert  0 aunekmen.  Aus  diesen  Glei- 
chungen folgt 


Xfh 


/ \£  ifvif  £ tf'vif 

f f 


7m/i  mf  ~ 0 (/,  h = 0,  1 . . . n) 


/,  A 

daraus 


Vif  Xfh 


D„LJ£ «4-  = 


£ ifvif  £if'mf\ 

^ f 


0 (/,  A,  k = 0,  1 . . . n) 


vtk 


fit 


f* 


\EtfVif  £if' m fl 


0 (4-,  f = 0,  1 . . . n) 


also  kommt 


7 — 7>  (A  = 1,2...  w) 
*0  *0 


Nun  können  aber  f0  und  stets  gleich  1 angenommen  werden, 
wie  man  aus  dem  Wert  von  Sh  ohueweiters  sieht,  sodass  folgt 

n,  — th‘  (A  = 1,  2 . . . ») 

d.  h.  es  giebt  soviel  Punkto  $ als  es  Zeichencombinationen  f„  ...  iH 
giebt,  nämlich  2»*.  Wir  haben  also  den  Satz: 


Es  giebt  im  ganzen  2»*  Punkte,  welche  ein  gegebenes  Prismatoid 
in  n Teile  von  gegebenem  Verhältnis  teilen.  Ihre  Coordinaten  sind 
dargestellt  durch 


£ ifvif  xfh 

/ 

£ ifvif 

f 


7*  ==*  0,  1 . . . «\ 
A — 1,  2 . . . v) 


Mau  überzeugt  sich  auch  sofort  von  der  Richtigkeit  der  Um- 
kehrung, dass  ein  Punkt,  welcher  derartige  Coordinaten  hat,  das 
Prismatoid  nach  dem  Verhältnis  m0  : . . . : »»„  teilt. 

In  der  2W„  sei  nun  ein  Prismatoid  v-faeher  Ausdehnung  gegeben 
durch  die  Punkte  xf  (/’=0,  1 . . . v)  mit  den  Coordinaten 

xth  ((  ?’  ’ ’ j.  Welches  siud  die  Coordinaten  h eines 

\A  = 1,  2 . . . «/ 

Punktes  |,  welcher  das  Prismatoid  im  Verhältnis  m0  : m : . . . : mP 
teilt  ? 

Wir  verlegeu  das  Axensystem  so,  dass  die  3Wr,  der  das  Pris- 
matoid angehört,  zur  Coordiuatenmannigfaltigkeit 

Xpk‘  = 0 (k  — v-j-1,  . . . n) 
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wird,  benutzen  die  eben  abgeleitete  Formel  und  kebren  zu  dem  alten 
Coordiuatensystem  zurück,  so  ergiebt  eino  leichto  Rechnung: 


Z £f  nt/x/h 
Z t/m f 


Das  sind  also  die  Coordiuateu  eines  Punktes  2,  der  das  Prismatoid 
x0} . . . Tr  im  gegeboueu  Verbältniss  teilt  und  es  ist  diese  Art  der 
Darstellung  notwendig  und  hinreichend  für  einen  solchen  Punkt,  wie 
man  leicht  sieht. 


Wir  projicircn  jetzt  den  Punkt  2,  der  in  der  SD?«  das  Prismatoid 
•^0}  • • • nach  dem  Verhültniss  rn0  : . . . : m„  teilt  und  durch  das 
Vorzeichensystem  e0,  • • . f«  bestimmt  ist,  von  der  durch  die  Punkte 
xk  (k  — v-j-  1 • • • «)  gebildeten  aus  auf  die  durch  x/  (f  = 

0,  1 . . . v)  bestimmte  Dadurch  entstehe  der  Puukt  t]  dessen 
Coordinaten  sollen  nun  ermittelt  werden.  Der  Einfachheit  halber 
nehmen  wir  an,  die  2J?r  sei  die  Goordinatenmanuigfaltigkeit 


dann  ist  also 


Xpk  = U (k  =»  v -J- 1 , . . . n) 


rtk  — x/k  — ü 


//'=  0,  1 . . . v\ 

. , . tl) 


zu  setzen.  Die  projicircndo  welcho  durch  j*  (/?*»»■  v-J-i, 

. . . n)  und  £ geht,  hat  das  Gleichungssystem : 


Xph  — ff,  — Z (:vkh  — Sh)  lk 


und  da  »/  auf  dieser  Mannigfaltigkeit  liegt,  so  giebt  es  ein  Wert- 
system r*,  welches  die  Gleichungen: 


% £,/  *=  Z (r,7  £,;)  Tr 

r 

— Z (x r k — £k)  Tr 


(u  — 1,  2 . . . V 
\/,*,  r «=*  v -|- 1 , . 


befriedigt.  Hieraus  folgt 


• 

! 

km  W| 

wy  • • * wA  • • • 

• 

tTrg  • • • 'X  y]i  • • • 

oder 


von  dtr  n~ fachen  JSfannigfaltiykdl, 
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Vff 


2 (/  m/,  . . . , 2 ff  m/x/k 

2 • . • , 2t/mfXfk 

J 

i f 

1 , T,k 

*rgy  • • • j &i‘k 

(f  = 0,  1 . . . n N 
9 =*  1,  2 . . . v J 
k,  r = v -f- 1 • • • ** 


daraus  nach  einigen  Umformungen  unter  Berücksichtigung  von 

„ • //*  = 0,  1 ...  v \ 

X/k  “ 0 (fc  - v + 1,  ...»*)  : 


% ^ «/"*/  I *rk  | 
/ 

also  schliesslich: 


2 S J l)tj  Xfg  | X,  k | 
/ 


(f  = 0,  1 . . .V 

0 = 1,  2 . . .V 
r ■=  V -j-  1,  . . 


% — ^ 
/ 


ZtjmjZy,, 


£/»'/ 


d.  h aber:  der  Punkt  »;  teilt  das  Prismatoid  r0,  . 
hältuiss  viq  : ml  : . . . 7up 


. xy  im  Ver- 


Nehracn  wir  das  Coordinatensystem  wieder  ganz  allgemein  au, 
so  erhiilt  */  die  Coordiuatcn: 


r,k  = 


2 f q tlt,jXi)h 

f 

2 ig  nt  i/ 

9 


(y  — 0,  l . . . v\ 

\A  = 1,  2 . . . n) 


An  diesem  Ausdruck  sicht  man,  dass  jeder  Punkt  £,  welcher  sich 
von  dem,  der  uns  als  Ausgang  diente,  nur  durch  eine  Verschieden- 
heit in  den  n (k  ^ > v)  auszeichnet,  dieselbe  Projection  liefert,  daraus 
folgt  aber,  dass  alle  Punkte  die  in  den  Zeichen  firj,  • • * fp  über- 
einstimrnen  und  deren  es  im  Ganzen  2H~V  giebt,  auf  einer  3 )f„_v 
liegen,  welche  die  Grenz-3tt„-,_i  des  Prismatoidcs  Xlßf  « • • Xfty  die 
die  Punkte  r*  {k  = v-f-1  • . • >0  bestimmen,  enthält. 

Bei  Acndcruug  der  Bezeichnung,  haben  wir  demnach  folgenden 
Satz: 


2r  von  den  harmonischen  Punkten,  die  in  den  Vorzeichen 
at  (t  = v-f-1,  . . . «)  Ubereiustimmen,  liegen  auf  einer  9Mr,  die  die 

durch  die  Punkte  (t  = 0,  1 . . . v — 1)  dargestellte  2J?p~i  ent- 
hält. Dabei  bedeutet  ( . . . //,  . . . ) irgend  eine  Permutation  der 

(A~Q,  1 ...  u) 

Zahlen  Ü,  1 . . . «. 
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Es  sei  jetzt  ein  Prismatoid  v-fachcr  Ausdehuuug  gegeben,  be- 
stimmt durch  die  Funkte  xg  (g  « 0,  1 . . . v)  mit  den  Coordinaten 
xgh  (/t  = 1,  2 . . . «);  dasselbe  sei  im  Verhiiltniss  tn0 : . . . : m». 
harmonisch  geteilt,  dann  siud  die  Teilpunkte  dargestellt  durch  die 
Coordiuateu 


2 tg  VI g Xgh 


2 tgVlg 

9 


Alle  Tunkte  dieser  9D?r  projiciren  wir  jetzt  von  einer  9WM-r-i,  ge- 
geben durch  die  Punkte  xk  (/c  = v -f- 1,  . . . n),  aus  auf  SW/  . xg 
(g  = 0,  1 . . . v),  seien  die  Projectionen  von  xg  (g  =>  0,  1 . . . v) 

bzhw.  £.  Dann  teilen  die  Punkte  ij'  das  Prismatoid  xg‘  (g  = U,  1 
. . •.  v)  harmonisch  Das  giebt  den  Satz: 


Teilen  Punkte  ein  Prismatoid  harmonisch,  so  bleibt  diese  Eigcu 
schaft  durch  Projcction  uugeiindert. 


Da  dieser  Satz  nach  denselben  Priucipien  bewiesen  wird,  wie 
der  entsprechende  des  vorg.  §,  so  übergehen  wir  den  Beweis.  Setzen 
wir 


tilg  | Xk  » Xg  , | — tilg 


( *■>  k — V — J—  1 , . . 

\<7  = 0,  1 . . . v 


so  ergiebt  sich: 


2 h m9‘  xg/1 

9 

2 tg  IHg' 


9 


Das  neue  Teiluugsvcrhältniss  stimmt  allerdings  mit  dem  ursprüng- 
lichen nicht  überein. 


Wir  betrachten  nun  wieder  in  der  SW*  das  Prismatoid  ay(/» 
0,  1 . . . »),  das  durch  die  Punkte  i harmonisch  geteilt  ist.  Haltcu 
wir  die  Zeichen  s0  . . . tv  fest  und  lassen  tr\  i . . . tn  sich  ver- 
ändern, so  werden  dadurch  2r—r  Punkte  5 bestimmt,  welche,  wie 
wir  gesehen  haben,  mit  den  Punkten  .->•*  (Je  =»  v-j-1,  . . . n)  auf 
einer  3WH-y  liegen.  Letztere  schneidet  die  durch  die  Punkte  xg  [g  = 
0,  1 . . . v)  gebildete  SD lv  in  einem  Punkte  17,  dessen  Coordiuateu 


wir  als 


2 tg  tilg  Xgh 


2 tglHg 
9 
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gefunden  haben.  In  der  $?„~r  bilden  die  Punkte  t„  xr\\,  . . . xH 
ein  Prisinatoid.  Wir  wollen  beweisen,  dass  dieses  durch  die  oben 
ansgewählten  Punkte  S harmonisch  geteilt  wird. 

Es  war 

Zk2i/mf  «=  Zs/m/rp,  ( ' ) 

Daraus  folgt 

M P tt 

’dh  £ ZfTtif  = r\h  2 -f-  2 £k  nikxu,  (7t  = 1,  2 . . . u) 

/=0  k-v  \ l 


Setzen  wir 

n __ 

sgn  -£  — £ 

tf=0 


So  kommt: 


r 


2 tif  niy 
t=0 


£ M 


wA  = 


f ZtkmkXkk 

_ _ Jt 

£ ;/t  + 2n 

Wh 


damit  ist  die  Behauptuug  erwiesen;  das  Teilungsverhäitniss  ist 

m : nip+i : . . . »*„,  wenn  das  Prismatoid  in  der  Reihenfolge  tj, 
srF  1 1, . . • *n  genanut  wird. 


§ ö. 

Die  im  vorigen  § entwickelten  Sätze  führen  durch  die  Annahme 
besonderer  Werte  für  das  Teilungsverhäitniss  des  Prismatoides  zu 
den  Verallgemeinerungen  einiger  bekannter  Sätze  der  Elementar- 
geometrie. 

Z.  B.  liefert  die  Annahme 

HIq  = //tj  = ...=»  Hin 

einen  als  Schwerpunkt  des  Prismatoides  zu  bezeichnenden  Punkt, 
die  Annahme 

m/  = .//  (/  — 0,  1 . . . ti) 

wenn  J/  den  luhalt  des  durch  die  Punkto  ay-  (/'  =0,  1 . . . (/) 
. . . /^gebildeten  Prismatoides  n — 1-facher  Ausdehnung  bezeich- 
net, die  Mittelpunkte  derjenigen  sphärischen  Mannigfaltigkeiten, 
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welche  sämtliche  n-f-1  Grenz-SW«— 1 berühret).  Unschwer  ergeben 
sieh  ferner  die  Verallgemeinerungen  des  für  das  Dreieck  geltenden 
Cevaschen  Satzes  von  den  Wechsclabsclinittcn  uud  des  Satzes,  dass 
die  Ilalbirungslinie  eines  Winkels  im  Dreieck  die  gegenüberliegende 
Seite  im  Verhältniss  der  beiden  andern  Seiten  teilt. 

Hierauf  besonders  eiuzugehen,  unterlassen  wir  aber,  um  nicht 
den  Rahmen  dieser  Arbeit  zu  sehr  zu  erweitern. 

Ebenso  wollen  wir  auch  nur  ganz  kurz  bemerken,  dass  der 
Satz:  Eine  zu  einem  von  vier  harmonischen  Strahlen  parallele 
Strecke,  welche  dio  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen  begrenzen, 
wird  durch  den  dem  ersten  zugeordneten  Strahl  halbirt,  - eine  ganz 
interessante  Erweiterung  zulilsst.  An  die  Stelle  der  Strecke  uud 
deren  Halbirungspunktes  tritt  ein  G<  bilde  uud  desseu  Mittelpunkt,  das 
als  dio  Verallgemeinerung  eines  Parallelepipedous  im  Raume  be- 
zeichnet werden  muss.  Da  wir  die  Absicht  haben  an  einer  andern 
Stelle  hierauf  genauer  einzugehen,  begnügen  wir  uns  mit  diesen 
knrzen  Andeutungen. 


§ 7. 

Zum  Schlüsse  der  vorliegenden  Arbeit  soll  nun  noch  die  Frage 
nach  der  con formen  Abbildung  einer  ebenen  »-fachen  Mannig- 
faltigkeit auf  eiuo  andre  ihre  Erledigung  finden.  Die  Ergebnisse 
dieses  Paragraphen  sind  im  wesentlichen  Verallgemeinerungen  des 
von  Liouvillo  in  den  Anmerkungen  zu  Mouge’s  Applications  . . . 
bewiesenen  Satzes,  dass  für  den  dreidimensionalen  Raum  es  nur 
eine  eonforme  Abbildung  giebt  und  dass  diese,  abgesehen  von  Ver- 
schiebungen und  Drehungen,  durch  Transformation  vermittest  rcci- 
proker  Radien  entstanden  gedacht  werden  kann. 

Zuuächst  erklären  wir  zwei  9M,<  als  ähnlich,  sobald  die  Ent- 
fernungen je  zweier  entsprechenden  Punkto  dasselbe  Verhältniss 
zeigen;  eine  SW«  soll  dann  ein  con  form  cs  Abbild  ciuer  andern 
heissen,  wenn  die  Umgebungen  entsprechender  Puukte  ähnlich  sind. 
Die  Punkte  der  einen  Mannigfaltigkeit  mögen  durch  die  Coordiuatcn 
xh  (ä  — 1,  2 . . . «),  die  der  andern  durch  £/,  (A  = 1,  2 . . . ») 
dargestellt  sein,  (A  = 1,  2 . . . »)  bezüglich  a-A-f&r*  sollen 

zwei  benachbarte  Puukte  von  (ta)  bezeichen,  ihre  entsprechenden 
seien  (i’A  + df*)  uud  (i (A  = 1.  2 . . . «).  Dann  erfordert 
die  Definition  der  conformen  Abbildung,  dass 

(1  - <5  h)*  = f n*£(dxi,  — Sri,)*  (A  = 1,  2 . . . n) 

* V* 

für  jedes  beliebige  dxh  uud  ör*  ist.  Nun  ist 
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wobei 


rfV*A  % & dxt  — Zth  ,dx,  (Ä,  * = 1,2.  . . n) 
» 0/  • » 


dn 


5a,- 


gesetzt  ist;  ebenso 

dSä.  = 2 5a  .-5a',-  (A,  » = 1,  2 . . ■ «) 


Mit  Benutzung  hiervon  nimmt  Gleichung  1)  die  Gestalt  an: 

£ ÜAifUi  (fls;  —öx,)  (dxk  — Öxk)  ™ miZ(dxh — öxi,)* 

A ,i,  k h 

(A,  »,  A:  = 1,  2 . . . n) 

Diese  Gleichung  kaun,  weil  c/a-A  und  öxn  vollständig  willkürlich  sind, 
nur  bestehen,  wenn 

2)  •£?**£**  = t»2d;*  (A,  »,  = 1,  2 . . . n) 


ist.  Das  sind  also  die  Bedingungsglcichungcn,  die  die  Functionen 
5a  der  Grössen  xh  (A  — 1,  2 . . . »)  zu  erfüllen  haben,  damit  dio 
Abbildung  eine  conforme  sei.  Don  Gleichungen  2)  können  wir  noch 
eine  andre  Form  geben;  multiplicircn  wir  nämlich  mit  ?//  und  sum- 
miren,  so  kommt: 

2 ‘ift'ikihk  — Zm* 6 ih'Sfi  =■  m8 'i/k  = m? Zd/hthk 
A,  I i A 

oder 

2 h,k{  2 ?fi  r A t — d/*m2)  =*  0 (/*,  A,  *,  & =>  1,  2 . . . n) 

h 

Da  nun  die  Determinante  | £a*  j (A,  A = 1,  2 . . . n)  nicht  ver- 
schwindet, wie  man  durch  Bilden  von 


l ihk  | 8 = | 5a/  fl  ’ihk  | 
sieht,  so  folgt 


= I Zthi'ihk  1 =*  | da?«2  | — m2,< 

(A,  »,  k -1,2. 

2 h i — d/A  m*  = 0 


. . n) 


oder  mit  Buchstabenänderung: 

2a)  2 |ia{w  •—  d,*»i2  (A,  *,  fc  — 1,  2 . . . ») 

h 

Diese  Gleichungen  sind  gleichwertig  mit  den  Gleichungen  2). 
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daraus  folgt,  da  die  diu  (ä  = 1,2.  . . «)  von  eiuander  unabhängig 
sind, 


oder,  wcnu  wir 
setzen, 


2 ^ 0 (Jli  *,  k = 1,  2 . . . t<) 


dxi 

dl* 


x,  k (/,  k — 1,  2 . . . «) 

•S  |a  ,Xi  k =>  8a* 

f 

Hieraus  findet  man  wieder: 

-S  £a/|a»37*  = Sik/Öhk 

h,  i k 

oder  in  Verbindung  mit  2) 

Exiktii/m'2  =*  £ '£/,/ di,  k 
» i> 

also  schliesslich : 

3)  xfim*  = {*/  (/,  k — 1,  2 . . . m ) 

Aus  2a)  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  ay: 

M&/t“+Sy  SV-0 

oder  mit  Hilfe  von  3) 

y / d*|,-  , 8*1*  \ n 

A \day  dxA  dxf  dav,  y 

y /di i*  dxu  , Hk/  Hk\ 

\dxk  Hk + Bxh  nJ  “ 

H*/  t dj*/  _ n 

d|*  “T8&  “ 

öl*/  „•  i o „•  i 


d.  h 


oder 

4) 

Nun  ist 


Hif 

Hk 


di 


»i 


(/”,  *,  !■  =*  1(  2 . • • w *, 


daraus  folgt 


d /dxA § /dx{\ 

Hk  \HkJ  Hh  \dxkj 


dxu,  dxik 

Hk  Hh 


(A,  »,  * — 1,  2 . . . »o 


also 


d / '£h 

di*  V«*  > 


8 /i*. 


diA  \m4 
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1 dth  i 2 ..  dm  1 d'Skj 2 v dm 

m*  d'Sk  m3  **  * ms  d'Sk  m3  •*'  dtk 

d'Sk>  d’Sti  ologw  SlogwA 

öi»  — a$T  = 2 V’  "Sr* — 


daraus  in  Rücksicht  auf  4) 


5) 


hi 


dlogm 

dh 


..  Slogm 

£ ki  — 

OZh 


oder  auch,  wenn  log m = M gesetzt  und  die  Differentiation  durch 
Zeiger  ausgedrückt  wird : 


Ferner  ist: 


h i Mk  — hi  Mi, 


f<=£p‘m 

dtu  k dxk 


-t, 


m*  k 


zhk 


ox,  dxk 
1 8(r»2) 


1 


m*  k 


2Suk 


fak 

dxi 


also  haben  wir: 


dM 

dn  k 
(A,  »,  k =»  1,  2 . . . n) 


V0A/C 

2*  -ry7~  I 

dzk 


0) 


^=2 Mt-n  (/.,  t,  * = 1,  2 . . . ») 

o|a  fc 


Aus  der  Gleichung  5),  in  der  wir  g statt  k schreiben  wollen, 
folgt  durch  Differentiation  nach  'S/  ( f nicht  = g) 


d*Sh  i 
dSf  dtg 


e«  M„ -int  M/k+M,  - Mk  -£?-  oder  infolge  5) 

t),  i ( A//y  + Mf  Mg)  — Zg>  (Mfk  -|-  Mf  Mk) 

f ’ft  9*  h,  i = 1,2.  . . n\ 

\f.g,  h ungleich  / 


Eine  Vertauschung  von  f und  g lässt  die  linko  Seite  ungeäudert, 
verwandelt  dagegen  die  rechte  in 


Sk  i ( Mfg  -f-  Mf  Mg) £/•  (Myk  “f"  Mk  Mg) 

demnach  muss 


'Sfi{Myk+MgMk)  = 
sein.  Hieraus  folgt : 


'Sgi{M/k-\-  M/Mh)  Q ^ 


Ä, 


l,  2 . 
ungleich 
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2 zki  f/ i (Afyh  -}-  My  Ah)  — £ *l(i  £y  i ( Aff),  Aff  Ah) 

i * 

oder  in  Rücksicht  auf  2a) 

fU  £7,  1‘,  k = l,  2 


y,  h ungleich 


2 . . . «\ 
ch  / 


d/k  (Afgh  + Alg  Ah)  - Ögk  (Afjh  + Aff  Ah)  (j 

d.  h.  es  ist  überhaupt 

7)  Afgh Mg  Ah  = 0 (g,  h = 1,  2 . . . 7,  h ungleich) 

Weiter  ist 


20*  • O 

C-Zh  I o 


d'i  dh  = Wh  — ?hiAh\  (h,  t\  k — 1,2.  . . n ; //,  /.•  ungleich) 

= thi  Ahk-  — ca*  A’hh  -f-  Ah  2 Aff  'S/,-  — Ah  (hi  Ah  — ca  . Ah) 

f 

= 8hi(Mhk  + 2Af,,Mk)  ~hi(Ah,,  — Ahi^Ah'i)  + ShuAfl,Ark 

/« 

(/#,  1\  ky  f = 1.  2 . . . «;  //,  k ungleich  fi  = 1,  2 . . . (h)  (k)  . . . n) 
Kbenso  ergiebt  sich : 

= h <fAf/5/,)  = f m fe) 

Oy 

4"  4 •'  4 

= 4 Mx  Afk'i). i — jW;.2c* ,}  4 Afkklki- f-  Afk  £ M/ifi 

A / 

f.  l<y  iy  k =1,2.  . . w,  A = 1,  2 . . . (k)  . . . w;  A,  ungleich) 

oder 

,•  (Mt  4-  2M  3/t)  + |t  ,•  (M* + .w  - f 3/>.s) 

+ «„,  («„1+23/,,  Mt) 

(4 

(A,  »,&«=■  1,  2 . . • >»  *\ 

A = 1,  2 . . . (/.•) .. . 7i ; //,  A-  ungleich  1 
fl  = 1,  2 . . . (A)  (/.*)  ...  7?  ^ 

62»'a  « 

Die  Vergleichung  der  beiden  Werte  von  ^lc^ort : 

hi  (Ahk  4 Afhh  — £ Af„~)  -f*  ^ £jui  (Mfik  4 Afu  Ah)  = 0 

/<  yu 

In  Verbindung  mit  7)  folgt  hieraus  schliesslich 
N M*  + Mt  -SM,,  [kl._  ,t2.  tungloich) 
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Berücksichtigt  man  noch,  dass 


ölogm  1 dm 

d'ih  m d£h 


Mhk 


dalogm 


1 d*m  1 dm  dm 

tn  d'ihdik  m*  d$h 


• «) 


ist,  so  gehen  die  Gleichungen  7)  und  8)  über  in: 


9) 


dfim 
dii,  0£k 


= 0 


10) 


d7m  dsm  ^ 1 /öw\2  /h,  t,  k — 1,  2 

di/,2  ' d'ik2  . m Vöiij  \A,  k nngleich 


Aus  9)  folgt,  dass  g-  unabhängig  von  £*  (k  = 1,  2 . . . (A)  . . . n) 
d.  h.  es  ist  eine  Function  von  £/,  allein.  Wir  könuen  also  setzen 


mithin : 


A'  (fO 


m = A (§*)“}-  5/i+l  . 


sH 


) 


Diese  Ueberlegung  gilt  aber  für  jedes  A,  mithin  muss  m die  Form 
haben 

11)  m=  Sfhith)  (Ä  =»  1,  2 . . . n) 

h 

Mit  Hilfe  hiervon  folgt  aus  10)  dann  weiter: 


A"(IM+A"(&d 


_» /A,  *,  « = 1,  2 . . . n) 

<£(/■.  (£*)  \A,  * ungleich 


Der  Ausdruck  rechter  Hand  ist  eine  symmetrische  Function  aller 
Ea,  er  ist  aber  infolge  der  linken  Seite  unabhängig  von  allen  £ 
mit  Ausschluss  von  |a  und  $*,  mithin  ist  er  überhaupt  constant, 
also 

A”(£a)4~ /*”(§*)  = C (A,  k = 1,  2*  . . n;  A,  fc  ungleich) 
/#"<«+/*"<&>  - C 
daraus  folgt 

fi ' <&)+A"(fc)  - C (A,  *,  A ungleich) 

Diese  Gleichungen  liefern 
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fh'(h)  - .J  (ft  - l,  2 . . . «) 

Wir  betrachten  zunächst  don  Fall,  dass  C nicht  verschwindet,  und 
setzen 


dann  kommt: 

2 

fh"(Sh)  = - (ft  = 1,  2 . . . «) 

woraus 

Mh)  - _j_  ^ (A  = i,  2 . . . «) 

bei  geeigneter  Wahl  der  willkürlichen  Constanten  sich  ergiebt. 
Mit  dieser  Bestimmung  wird: 


•£ /,'({.)*  0*  f«‘ <-«<>* 

f/Ji-j  i£Q,-a,y-f-£ß, 

P * » 


(t  — 1,  2 . . . n) 


damit  dieser  Ausdruck  constant  werde,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  £ ßt  verschwinde.  Darnach  wird  also 


m » - £(Zh  — ah)2  (A  = 1,  2 . . . n) 

Q '« 

Aus  dem  Gleichungssystem 

£x hirhk  — ö,k  — ; (A,  * ic  «=  l 2 . . . ») 

h TO*  7 7 7 

das  aus  2a)  mit  Hilfe  von  3)  folgt,  ergiebt  sich  in  Rücksicht  auf 
die  gewonnenen  Ergebnisse  ohneweiteres 

- = - 2{xh  — an)*  (ä  = 1,  2 . . . n) 
m r h 

Bemerken  wir  noch,  dass  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  davon 
Gebrauch  gemacht  wurde,  dass  n mindestens  “3,  so  können  wir 
das  Resultat,  das  wir  soeben  erlangt  haben,  so  aussprechen : 

Abgesehen  von  dem  noch  zu  erledigenden  Fall  C = 0 ist  eine 
conforme  Abbildung  zweier  ebenen  «-fachen  Mannigfaltigkeiten  («  > 2) 
nur  dann  möglich,  wenn  die  Function  m deu  Bedingungen  genügt 

12)  m = --£(£/!  — «/>)*;  — dh)*  {h  — 1,2.  . . n) 

e u m r h 
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Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 

13)  2 (rh  — ah)*  . -27  (^/,  — «a)2  — rg 

h h 


woraus  man  schon  erkennen  kann,  dass,  abgesehen  von  Verschie- 
bung und  Drehung,  die  conforme  Abbildung  identisch  ist  mit  der 
Transformation  nach  reciproken  Radien.  Um  dies  noch  genauer 
einzusehen  und  formelmässig  darzustellen,  verfahren  wir  folgender- 
massen:  Es  seien  und  (ä  = 1,  2 . . . n)  zwei  Lösungen  der 
Differentialgleichungen  2),  zu  demselben  m,  dessen  Form  wir  ja  für 
alle  Fälle  festgestellt  haben,  gehörig,  dann  folgt  aus 


Zih/  ihg  — 6/gm11  (A,  /,  g = 1,  2 . . . n) 

mit  Hilfe  von 


r — — i:  — s ^h  t n,  i f 19 

(v~Sx/~  f 8'iiBxf  - f 6 £.J,/  ( • ’ f=1’  2‘  ■ • n) 

das  Gleichungssystem: 

2 |*  tif  - */>’»’  (/.  S,  *,  *\  7=1,2.  . . n) 

h.i.j  Oli  dlj 

Multiplicirt  mau  mit  hg  und  summirt,  so  kommt: 

2 j§  !-*£.-/ 2tj,h,  = 2t„m* {t, 

h.i.j  vi i v*j  9 9 


•«) 


oder  in  Rücksicht  auf  2a): 
also,  da 

| hj  1 nicht  =0  (*,/■=  1,  2 . . . n) 

14)  2 fr  5F  “ (*>  * - 1,  2 . . . ») 

h Öii  dZk 

Dieses  Differentialgleichungssystem  stimmt  überein  mit  dem  System 
2),  wenn  in  diesem 

m =1,  h =>  m = h 

gesetzt  werden-,  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen 

15)  ~$hi%hk  ==  d,|r  (A,  t,  k = 1,2.  . • w) 
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haben  wir  also  zugleich  die  des  Systems  14).  Die  Gleichungen  5) 
und  6)  werden  für  den  speciellen  Fall  m = 1 zu 


Nun  ist 


also  kommt: 


Otki 


C~k  i 

8r"  “ 0 (A,  t,  * = 1,  2 . . . n) 

X *L'  &/  _ 1 £(tf  S*{* 


Sc*  f dx/  cZk  m?  f ' cxfb 


OTi 


' u u 

C*$A 


daraus 


£$kf  = O (/,  A,  »,  1 = 1,  2 . . . n) 

/ CXfCX, 


yt  clf  <**£*  _ o*£a  o*£a  n 

f-~kg  ikf  « — ^ g—  = = -V—  = 0 

k,f  CX f CT i / CXfCXt  oxg  cx, 

( f , 9 , A,  *,  * = 1,  2 . . . n) 

d.  h.  aber,  es  ist 

16)  £a  — CA-f--®^*«  (A,  * *=  1,  2 . . . n) 

t 

und  da 

!a  i = CA  » 

ist,  so  müssen  die  Constantcn  ca,  den  Bedingungen 

JEakp  OAk  = ö,k  (A,  «,  k — 1,  2 . . . n) 

genügen.  Demnach  folgt  aus  dem  Gleichungssystem  14): 

Ia  = CA-f-  ZohkZlc 
k 

mit  der  Massgabe: 

-Scai  Caa  = öik  (A,  *,  k «=»  1,  2 . . . n) 


Jede  zu  demselben  m gehörige  Lösung  der  Differentialgleichungen 
2)  lässt  sich  mithin  aus  einer  einzigen  auf  diese  Weise  herleiten. 
Um  nun  eine  solche  aufzustellen,  beweisen  wir  zunächst,  dass  die 
Constanten  r und  q einander  gleich  sind;  das  geschieht  so: 


cxat  cxa  , 


. . n) 


f1  V'*  CHI 

= - 2.  SM  2,  — xa, 
(-  CJt  i Ci,' 


(t,  1 = 1,2.  . . n) 


= — Hi2  2^XAk 
t.  1 


/ csm 
\c5,  cs* 


XA,  -f~ 


Bm  Oxa  , \ 
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Mit  Benutzung  von  2)  und  12)  folgt  hieraus  ohno  Schwierigkeit: 

2 2 

r _ Q 


d.  h. 
17) 


Q 


Setzt  man  nun 


r (xh  — (th) 
2 (a-*  — akY 


(A,  k — 1,  2 . • . ») 


so  werden  — man  überzeugt  sich  davon  leicht  — die  Gleichungen 
2)  befriedigt  für  den  allgemeinsten  Wert,  den  m haben  kann, 


m — 


2 («■*  — a*)2 
* 


{k  =s  1,  2 . . . n) 


Daraus  folgt  in  Verbindung  mit  15),  dass  die  allgemeinste  Lösunä 
di  eses  Gleichuugssystems  überhaupt  enthalten  ist  in  der  Form 


18)  5*  = ch-\-r  2cthi  -=rr r„ 

, Z(xk  — akr 
* 


(A,  «,  k - 1,  2 


«) 


mit  der  Massgabe: 


2cn,ict/'k  »=  d,t  (A,  *,  fc  = 1,  2 . . .»,) 
u 

Nun  ist  noch  der  Fall  zu  erledigen,  dass  die  Constante  C ver- 
schwindet; hierfür  wird: 

Zf!  (5,)* 

fkn  (5*)  = 0 und  ^JZfÄÜT  ™ 0 


d.  h. 


(ä,  * = 1,  2 


») 


A"(5a)  = 0 und  /V  (5a)  = 0 (A,  * ■=  1,  2 . . . ») 
mithin  kommt 
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Kühne:  Beiträge  zur  Lehre 


/a(5a)  — const 


also  ist  m selbst  constant.  Für  diesen  Fall  können  die  Differen- 
tialgleichungen 2)  in  der  Form  geschrieben  werden: 


Dieses  Gleichungssystem  stimmt  überein  mit  dem  System  15),  mithin 
folgt  hieraus: 

-k  — Ch'-\-  2 ah » Xi 
m i 

odor  auch 

5a  ==  Ch  "f- nt  Z a hi  <r»  (A,  » = 1,  2 . . . n) 


die  ethi  müssen  dabei  den  Bedingungen  genügen: 

Z ahi  ahk  = &k  (A,  t,  A = 1,  2 . . . ») 

h 

Die  hierdurch  bestimmte  Abbildung  drückt  die  Aehnlichkeit  und 
für  den  Fall  m — 1 die  Congruenz  der  beiden  Mannigfaltigkeiten 
aus. 


Demnach  haben  wir  das  Endergebnis : 

„Eine  ebene  n-fache  Mannigfaltigkeit  (»  > 2)  lässt  sich  auf 
„eine  andre  ebene  «-fache  Mannigfaltigkeit  nur  auf  zwei  Arten  con- 
„form  abbildeu,  entweder  so,  dass  beide  ähnlich  sind  — diese  Ab- 
bildung wird  vermittelt  durch  die  Gleichungen: 

5a  = Ch-\-m2(thi  Xi  (A,  * — 1,  2 . . . n) 

t 

„oder  so,  dass  die  eine  n-fache  Mannigfaltigkeit  sich  aus  der  andern 
„mit  Hilfe  dor  Transformation  durch  reciproke  Radien  und  eine 
„Coordinatentransformation  horlciten  lässt  — diese  Abbildung  wird 
„durch  die  Gleichungen 

5a  — Ch-\-r  Zahl  (A,  *,  k =-  1,  2 . . . n) 

i & {xk  — ak)z 
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„vermittelt;  in  boidcn  Fälleu  genügen  die  «*,•  den  Bedingungen 

Zcthi  tthk  = ä,  k ( h , *,  k = 1,  2 . . . n) 

k 


Zum  Schluss  dieser  Betrachtungen  wollen  wir  noch  auf  einen 
merkwürdigen  Unterschied  zwischen  der  couformen  Abbildung  zweier 
«-fachen  ebenen  Mannigfaltigkeiten  («  > 2)  uud  der  zweier  Ebenen 
aufmerksam  machen  und  eine  Gleichung  herleiten,  die  diesen  Unter- 
schied recht  erkennen  lässt.  Es  ist 


v8*5a 

7 a*,* 


y 85a  i y f « 85a  t r I o5tl 

f&7“  f vr  wUi+sir 


) 

(h,  *,  fc  =s  1,  2 . . . «\ 

fc,  ä ungleich  / 


-?(-*5w  (5a  ,A/Jt  - 5a  ,•  3/*)  + 5a  ,•  ~ Mf  5/,) 

* * / 


//,  ä,  ».  £ = 1,  2 . . . a\ 

\fc,  ä ungleich  / 


= ^(J/*^5*,-  5a — Mh ^ 5*,2)  + A 3/,  fo'  5a. 

k * i / . » 

=>  - ( 3/*  <5a*  m2  — 3/a  7«2)  -f-  ~ Mt  öfh  m* 
k f 


— («  — 1)  Mhm*  -j-  Mh  w2 


(«  — 2)  Mhtn2 


Für  « = 2 folgt  hieraus  die  bekannte  Beziehung 


//5a- 


02  5a  , 8S  5a 
d V + 


0 


(Ä  - 1,  2) 


die  also  nur  für  diesen  speciellen  Fall  gilt. 
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XIX. 


Dreiteilung  jedes  Winkels  mittelst  fester 

Kegelschnitte. 

(Vierter  Artikel.) 


Von 

Wilhelm  Panzerbieter. 


Während  in  den  früheren  Mitteilungen  diejenigen  Kegelschnitte 
angegeben  worden  sind,  welche  sich  in  dem  Scheitel  C des  rechten 
Winkels  ACB  und  den  Trisectionspunkten  Pu  P2  und  P3  der  zu  den 
Centriwinkeln  BMC(2ct),  ,4A/C(1800 — 2«  oder  20),  360°+ 2a  und 
360° +20  gehörigen  Bogen  schneiden,  soll  nunmehr  die  Lage  der 
Schnittpunkte  derjenigen  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  welche  den 
vorigen  cougrucut  sind  und  von  denen  die  eine  Gruppe  (I)  durch 
B und  die  Trisectionspuukte  JP,',  P%'  und  P3  , die  audere  Gruppe 
(II)  durch  A und  die  Trisectiouspunkte  P,",  Pa"  und  P3"  derselben 
Bogen  gelegt  sind. 


Verlängert  man  den  Radius  CM  durch  üf,  bis  der  Kreis  in  D 
geschnitten  wird,  teilt  MD  in  zwölf  gleiche  Teile  und  bezeichnet 
den  (von  M aus  zu  zählenden)  zweiten  Teilpunkt  mit  T,  den  dritten 
mit  C,  den  vierten  mit  V und  den  sechsten  mit  W,  so  ist  der 
Schnittpunkt  der  durch  1 zur  Sehne  PC  (a)  und  der  durch  Wzur  Sehne 
AC  (b)  gelegten  Parallelen  der  Mittelpunkt  G"  der  Trisectionsellipse 


(II);  ihre  halbe  kleine  Achse 


ist  gleich 


ihre 


halbe  grosse  Achse 
chung  lautet: 


a,"  gleich  b1 
äs2  — f—  3y2  «= 


" . V3 

25  i*  , 
48  + 


und  ihre  Mittelpunktsglei 

9a2 

16 


Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  durch 
parallelo  Verschiebung  der  Achsen  von  O"  nach  C,  so  erhält  diese 

1 1 i) 

Gleichung,  da  x — g für  x und  y — ^ für  y zu  substituiren  ist,  die 
Form: 
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, 336*-f  35a* 

■*-4«+V-J»-  — ä 


(1) 


Der  Schnittpunkt  der  durch  T zu  AC  und  der  durch  W zu  BC  ge- 
legten Parallelen  ist  der  Mittelpunkt  0‘  der  Trisectionsellipse  (I); 


ihre  halbe  kleine  Achse  bx'  ist  gleich 


l/25  a*  36* 
V 144' + 


16’ 


ihre  halbe 


grosso  Achse  a,'  gleich  6/  . y3  und  ihre  auf  dasselbe  durch  U ge- 
legte Achsensystem  bezogene  Gleichung  lautet: 


v'  + iy+W+i* 


33  a* -f-35  6* 
64 


(2) 


Durch  Addition  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt  sich: 

17(a*  + 6*) 


und  da  a*-{-6*  = 4r*  ist: 

**+ y*  ■■ 


64 


(3) 


oder: 


(4) 


r!+  (D 

durch  Subtractiou  derselben  Gleichungen : 

(»’  ~ i y + u)  ~ (?*  + 1 x + ti)  “ 0 

Ist  daher  C'  D‘  der  auf  CD  senkrechte  Durchmesser,  so  stellt  die 
Gleichung  (3)  den  Kreis  um  U mit  dem  Radius  UC'  uud  die  Glei- 
chung (4)  zwei  in  M sich  schneidende  gerade  Linien  dar , welche 
mit  den  Halbirungslinien  der  Winkel  2a  und  180° — 2a  Winkel  von 
45®  bilden.  Da  nun  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Trisec- 
tionsellipsen  (I)  und  (II)  auch  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  genügen 
müssen,  so  fallen  diese  Schnittpunkte  mit  deuen  des  Kreises  (3)  und 
der  durch  (4)  dargestellten  Geraden  zusammen.  — 

Die  durch  U zu  BC  parallel  gelegte  Gerade  ist  die  Achse  der 
Triscctionsparabel  (II)  *)•  Ihr  Parameter  ist  gleich  ^ ; ihr  Scheitel 
(?  £)* 

J”  ist  um  - — von  AC  (nach  links)  entfernt  uud  ihre  Scheitel- 


gleichung lautet: 


2 a 

y = äx 


Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
durch  parallele  Verschiebung  der  Achsen  von  J"  nach  W , so  erhält 


I)  cf.  meine  Abhandlung  zum  Programm  des  Falkrealgymn.  zn  Berlin. 
Ostern  1892. 
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(V>)*  3 a h 

diese  Gleichung,  da  x-{-  — (-  -j-  für  x und  y — „ für  y zu  sub- 

o 4 o 

stituiren  ist,  die  Form: 


y 


i _ _ 


b* 


oder: 


4y  +61 
, >’ 

y - j y - 


a%  9&*  3a* 

4 * ' (H  ' 16“ 


a 


a; 


3a2 

8 + 16“ 


(5) 


Dio  durch  U zu  AC  parallel  gelegte  Gerade  ist  die  Achse  der  Tri- 

sectionsparabel  (I).  Ihr  Parameter  ist  gleich  ihr  Scheitel  J ' ist 
/8  )2 

von  ZfC  (nach  oben)  entfernt  und  ihre  auf  dasselbe  durch 


um 


W gelegte  Achsensystem  bezogene  Gleichung  lautet: 

„ . a h a*  3 b* 

**  +4*+4»  “8  + i6- 


(6) 


Durch  Addition  dor  Gleichungen  (5)  und  (6)  ergiebt  sich: 

5(a*  + ^2) 

oder : 


' + ys 


16 


+ y2=  r*+(0 


durch  Subtraction  derselben  Gleichungen: 

i2 


oder: 


</ -\y  +i6-(a;I  +!*+  Iß)  " 0 

(»-!)  -(*+f)  _0 


(7) 


(8) 


Die  Schnittpunkte  der  Triscctiousparabelu  (I)  und  (II)  fallen 
daher  mit  denen  des  Kreises  um  W mit  dem  Radius  WC ' und  der 
durch  (4)  dargestellten  Geraden  zusammen.  — 

Der  Schnittpunkt  der  durch  V zu  4C  parallel  gelegten  Geraden 
mit  der  Sehue  BC  ist  der  Mittelpunkt  Nr  der  Trisectionshyperbol 


a 

(I)  (c  — 2)  j ihre  halbe  Hauptachse  ist  gleich  ihre  halbe  Neben 


« 


achse  ist  gleich  sV3  und  ihre  Mittelpunktsgleichung  lautet: 


— iy1 


a* 

9 


Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  durch 
parallolo  Verschiebung  der  Achsen  von  Nf  nach  Z>,  so  erhält  diese 

Gleichung,  da  x-\-  5 für  x und  y — h für  y zu  substituiren  ist,  die 
Form: 


Digitized  by  Google 


Panzerbieter:  Dreiteilung  jedes  Winkels  mittelst  fester  Kegelschnitte.  411 


0) 


Der  Schnittpunkt  der  durch  V zu  BC  parallel  gelegten  Geraden  mit 
der  Sehne  AC  ist  der  Mittelpunkt  N"  der  Trisectionshyperbel  (II); 

ihre  halbe  Hauptachse  ist  gleich  ihre  halbe  Nebenachse  gleich 


jjV3  und  iliro  auf  dasselbe  durch  D gelegte  Achsensystem  bezogene 
Gleichung  lautet: 

O h ,.z 

(10) 


y 


2*  2a 


a‘ 

3 


Durch  Addition  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  ergiebt  sich 

= — 2~ 

oder : 

x*+y*  - 2r2 

durch  Subtraction  derselben  Gleichungen: 


oder: 


/ a2\ 

yt-bx- {-£ + — 0 


dl) 


(22) 


Die  Schnittpunkte  der  Trisectionshypcrbeln  (I)  und  (II)  fallen 
daher  mit  denen  des  Kreises  um  D mit  dem  Radius  DC  und  der 
durch  (4)  dargestellten  Geraden  zusammen.  — 

Die  gewonnenen  Resultate  ergeben  daher  folgenden  Lehrsatz: 

Sind  CD  und  C‘  D'  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Durch- 
messer eines  Kreises  M\  MV  =»  \MD  und  MW  — \MD\  schlägt 
man  um  U,  W und  D die  Kreise  mit  den  entsprechenden  Radien 
UC,  WC  und  DC  und  legt  man  durch  M einen  beliebigen  dritten 
Durchmesser  AB,  welcher  mit  CD  die  Winkel  2«  und  180°  — 2a 
bilde,  so  schneiden  die  Halbirungslinien  der  Winkel  BMD\ 90° — 2a) 
und  7i3/C,(90°-{-2«)  und  ihre  Verlängerungen  durch  M 

1)  den  Kreis  um  U in  den  vier  Pqnkten  ev  e2,  e3  und  e4,  durch 
welche  zwei  Trisectionsellipsen  (s  = V$), 

2)  den  Kreis  um  W in  den  vier  Punkten  pt,  p 2,  p3  und  p4, 
durch  welche  zwei  Trisectionsparabeln, 

3)  den  Kreis  um  D in  den  vier  Punkten  /?2,  /<„  und  h4, 
durche  welche  zwei  Trisectionshypcrbeln  («  «=  2) 

der  Winkel  2a  und  180*  — 2a  bestimmt  sind.  Die  eine  Gruppe  (I) 
der  genannten  Kegelschnitte  geht  durch  B und  die  Trisectionspunkto 
P4,  Pt  und  P3' ; die  andere  (II)  durch  A und  die  Trisectionspunkte 
Pj",  P2"  und  P3". 
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XX. 

Ueber  die  Keihe 

der  reciproken  Binomial-Coefficienten, 

Von 

Franz  Rogel, 

Werden  zu  Coefficienten  einer  Potenzreihe  die  reciproken  Coef- 
iicienten  der  Entwicklung 

(1  —*)-«* 

genommen,  so  entsteht  die  Reihe 


deren  Summe  gesucht  werden  soll. 
Sio  lässt  sich  auch  schreiben 


(1) 


(2) 


dann  ist 


(3) 


da  ferner 


so  folgt  für  jedes  ganze  m 


was  nur  möglich  ist,  wenn 
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Dm  f * — , f(x)xn  = Dm  r~— 
nl  ' ' 1 —x 


woraus  sich  crgiebt 


M X 


/(*) 


n ! /*  8xn 

r=T r 


(4) 


Dass  die  oberen  Grenzen  dieser  n Integrationen  = x sein  müssen, 
ist  an  und  für  sich  einleuchtend.  Das  Verschwinden  der  sämtlichen 
unteren  Grenzen  hat  seinen  Grund  in  dem  Umstande,  dass  die  n— 1 

ersten  Ableitungen  von  — ;/(*)**  zufolge  der  Gleichung  (2)  mit  x 

IX  • 

zugleich  null  werden,  während  der  nto  Differentialquotient  für  x=0 
der  Einheit  gleich  wird. 

Bei  succesBiven  Integrationen  zwischen  0 und  x findet  sich 


/•  dx 

J 1-*” 


-lg(l-x) 


2 x 


C — j-j  (l— i)[ig(i— i)— *,]+i 

f — In  Ost»  - *)—•»!— n + n *** 


r x 


/ * dXr 

,/  l-  X 


Dg  (i  -*>  - «r- 1] 


j»=r— 1 


+'£(-1)p+1P-T^ir. 


r-p-l 


worin 


Sn 


I + 5 + - • • + „■  - 0 


(5) 


ein  Ergebniss,  das  sich  durch  den  Schluss  von  r auf  r-j-1  be- 
weisen lässt. 

Die  gleich  hohen,  nicht  in  den  lg(l  -x)  multiplicirten  Potenzen 
von  x vereinigt  und  geordnet  entsteht 
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m - 


00 

V 

xm 

m-2  / 

2 (-1)'( 
Lr=0  V 

f1l— 1\  — Är 

»»=  0 

/ 

r / 

\ m ) 

+ V <* 

— x)«-l  lg(l  — x) 

(G) 

Für  x = 0 geht  aus  dem  linksseitigen  Ausdrucke  die  Einheit 
hervor,  während  jener  rechter  Hand  die  Form 


00  — QC  -}-  oc 


annimmt. 


Die  Auswertung  dieser  unbestimmten  Form  löst  den  schein- 
baren Widerspruch,  cs  findet  sich 


r=n— 2 /„  __1  \ 1 ) 

+ rf0  ( r ) (»«-'-"> 

In  der  Formel  (6)  —x  statt  -j-x  geschrieben  giebt 


T=0  « 


(7) 


00 

2 (-1)™ 
m— 0 


CT) 


woraus  für  x — 1 
1 


^ (1  +X)**-1  lg (1  -f-ar) 

(’T1)  i^-.] 

n~ 2 / fi — 1 \ 

2»'”1  lg  2 — 2 )(*H-1  - >r) 

r=0  \ r l J 


oo 

v 

m=0 


(-D 


m 


Cr) 


7t 


(8) 


(9) 


und  für  n = 2 

* ?^iäV  = 4182-1 

m=0  / 


hervorgeht. 


(t) 


(10) 


Der  Formel  (6)  kann  übrigens  noch  dio  folgende  Form  gegeben 
werden : 

1 i 00  xm 

(_!)»  --(1 — x)w_1lg(l — x)  *=  - 2 7 — j — - 

V ' x"  y n m= 0 ^ 7/<-|— 7i\ 


»“*  /«  - 1\  1 
- -y  (~1 )-  ( r ) (Sn-l-Sr)  -r 


r= 0 


+ 1 


(U) 
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Die  Ersetzung  des  Logarithmus  durch  die  gleichwertige  Potenzreihe 
muss  notwendig  zu  einer  Identität  führen,  woraus  noch  folgt,  dass 
die  vorgelegte  Reihe  (1),  indem  sie  aus  der  Logarithmus-Reihe  ent- 
standen gedacht  werden  kann , mit  ihrer  Summe  denselben  Giltig- 
keitsbereich besitzt,  wobei  der  Grenzwert  x *=*  1 inbegriffen  ist, 
da  hiefür  auch  die  Formel 

yW 

-lg(l-x)  - JJ- 

widerspruchsfrei  bleibt. 

Die  Betrachtung  des  alternirenden  Summen-Ausdruckes  in  (G) 
regt  die  Frage  nach  jenen  Werten  von  x an,  für  welche  der  alge- 
braische Teil  verschwindet.  Die  hiebei  zu  lösende  Gleichung  hat 
nicht  für  jedes  n reelle  Wurzeln,  so  z B.  bei  n — 4. 

Der  Fall  n = 3 erfordert  die  Lösung  der  Gleichung 


daher 

folglich 


(12) 


Bei  n = 5 existirt  ebenfalls  ein  echter  positiver  Bruch,  für  welchen 
der  algebraische  Teil  verschwindet 


Von  der  Reihe  (1)  lasseu  sich  noch  weitere  summirbare  ab- 
leiten. 


1.  In  (6) 

x = kev 


gesetzt,  pmal  bezüglich  v differentiirt  und 
zur  Reihe 


convergent  für 


00 

2 

m=l 


v = 0 genommen  führt 


deren  Summirung  vor  allem  dio  Kenntniss  eines  independenten 
Ausdruckes  für  den  Null  wert  der  pten  Ableitung  von 

* = ” (1  - Jre^-MgCl— **) 

erfordert 
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Setzt  man 

i-*«'  = u-*)  [/-rrt (c'  _1> 

so  ist 

lg(1  _ kt’)  ~ lg(l  - <•)  ! (lA_.)'  (f  - l)r 

ferner 


{ iy',g(1  -^1.  " ~J,  r (l^y  E"r  = L * <13> 

wo 

z,  = lg(l-*) 

und 


Eur  = { Iß  (e*  — 1)»}0  - 

*J'-  (j)  (r-1)*+  (g)  (r-2)‘  . . . +(-l)’-1  (r^j)  1* 
Ferner  ist 


1 ( «-* 
e \/J? 

*■  ,fo(' 

M’7‘) 

^7 

fc» 

Es  ist  daher 
% 

Idp4 

* ) 0 

somit 

km  mp 

m=0  ( m4~n\ 

r(-DM 
“ " L k* 

V m ) 

n-  2 

(l_Jfc)»-l 


H.-i  CO ArLp-’ 


(r  + l)P‘ 

itr+i 


(14) 


(16) 


giltig  für  positive  ganze  m,  n und  p und  für  der  Bedingung 

\ 

— 1 « k < 1 

genügende  k. 

Für  k = — 1 wird 
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m-1  /u-1\ 

= f0  ( s * ^ = 2-1 

h ( — i )• 

Lk  “ - V—^r  ES,  L0  = lg  2 

daher 


<£  ( — 1 )«•»«!' 

2,  - - — - — = n 

»4=0  /»W-f-H 


fr) 


A C)',,£,-r 


+ (-l)/’M  V -*r)(r+l)Pj 

woraus  für  n =»  2 folgt 

»»»=o  /w~}“2\  »-=o  V / 


2.  Die  Substitution 

x — i>e'l 

iu  (6)  ergiebt  wegen 

lg  (1  — ar)  =-  | lg  d — iS 

n — 1 
2 

(1—  z)»“1  = d e~iu® 

^ (1 -«)«"!  lg  (1—  x)  = A + Hi  wo 


n— 1 
2 

/t  = p-»‘//  “ [£  COS  n (<JP+  S)  . lg  J — S sinn  (cp  + S)] 

n—  1 
2 

H = q-'<J  [ — £sin«(<p-f-0)  . lg^  — & cosn(<7)-f-öl] 


und 


die  Relation 

/(peMf)  = ii 


d = 1 — 2p  cos  <p+  e2 

q sin  <p 
1 — p cos  cp 


6 = arctg 


UJ  (—1)*-  (H  (*„- 1 — sr) 

r=0  \ r / 

+ (— l)«04-f  fi?)]  • 


(ic; 


. AS) 
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woraus  durch  Trenunng  des  Imaginären  vom  Reellen  die  neuen 
Summeuformeln  entstehen 


cc 
2 
in  — 


0 pmCOSma)  [>‘~J  / «w  (n  -1\  *,|_1 — 8r  , ... 

■ V-T-^  = *»  \ 2 (— l)r  ( , ) — 0r+r-  COSV-f  1)9 
0 l,=0  \ r / + ' 


+ (-!)**  A 


(17) 


tu: 


? = „py  (_,/+»  (”  ' 1 ) *»4=i?  8i„(r+1)». 

= 1 b-0  V r / * ' 


+ (-!)**  Ä 


i ? i = i 


(18) 


Für  g *»  2 cos  qp 

ist  J=l,  \gJz=0,  Q ~= —2tp 

daher 

00  2W cos**«» . cos mqp  u~~ , i \ä»j  —i  — 

~ ~r-r — » (“ *)  l „ l~  vrf>  * 

»11=0  r=0  \ » / - 


COS  (r-f  l)y  , , 1V,  <P  Siunqp 
* cosr+'^  ' ' 2**-1  cos”? 


(19) 


* 2MI  cosw 

~T 


44^**  = „ r?(-i).+*  ("-1) *■ . 

m-j-n\  b=o  \ r / ^ 

m ) 

sijir-bl  ? , / iv,_i  _V_  C08n<P 
* cosr+i  ? ' ' ’ 2”-1  cosw  qp 


(-0) 


Die  Differentiation  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  ergiebt,  da 


Dco&m(p  • cos  w<  qp~  — m cos”1! 1 qp  . sin m -f  1 <F  • sec*qp 
Dcos”'g>  . sin»«?  =>  mcosm+lqp  . cos»«-j-lqp  . sec*qp 

ferner  _ 

cosr^f- 1 <p  - . „ sinrqp 

D = — r+ 1 —sec*? 

COS*  +1  cp  ' COS’ff 


„Sinr  + lV  C08rqp 

D TT— r — r + 1 — :: — sec-qp 

COS»!  1 qp  1 COSrqp 

nach  Division  durch  secsqp  und  n noch 
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2 o*-1  m ~ * C0S’"(P  • COSwtqp 
w=l  m ^711  +T1) 


M)— ' 

2“ 


/ cosn — ly  1 sin  »gp  \ 

~ 1 \ cosM— 1 gp  ' n cos,,-2gp/ 

i My2,  nrr+1/”~1\/  siüJ'gp 

+ rfo(_1)  2^+rl  r )<*-*-*>5r* 


S 2m~~I  w — * cosw,gp  . sin 

wi  =2  »«  / m-j-»  - 1' 


( — 1 **  / sin» — 1 gp  1 cos«gp  \ 
2»»— l \JP  cos 1,-1  <y>  n cos,,-2gp/ 


M— 2 


+ * (-l)r 

r_=0 


r+1 

2»*+i 


«,) 


COS  rep 

cos'> 


(19') 


(20') 


Weitere  Differentiationen  führen  zu  Formeln, 
(20)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 

Aus 

I q | = 1 2 cos  gp  | ^5 1 


folgt 


l COS  (p  i 


< 


h 


welche  von  (19)  und 


als  Convergenzbedingung. 

Die  Annahme 

gp  + ö 


kn 

n 


wo  Äeinc  durch  « nicht  teilbare  Zahl  vorstellt,  hat  das  Verschwinden 
des  zweiten  Teiles  von  A zur  Folge;  es  ist  hiefür 


% 


und 


mithin 


QO 


2 


m=0 


cosmgp 


4 


8in*gp 


n 


27* 
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* |rf„(-1,r('r  *r) 

kn  sin”-1  cp 


kn 


Sill 


n 


r+l 


L™  (£-*)_ 

kn  sin”_1<p  , sin?  1 
+ (_1)M»8iu-  T '87-45 

Hieraus  crgiebt  sich  die  neue  Entwicklung 


cos(r-f  l)qp 


(21) 


lg 


jsmqp 

len 
sin  — 

71 


(-»>*♦"  —15 


sin«  (~  -v) 


X 


sm  — sinw_1  cp 


71 


(1  ® cos  mep^ 
V»  0 


ihn 
sm  ^ 


in;  V 

»-4 


kn 


sm  -- 


« 


m 


— V(-l)*  r ^ (*..-1  - *r) 

convergent  für 


kn 
sm  — 

71 


.sin 


r|l 


cos(r-[-l)(jri  (22) 


sm 


(*-')! 


< sin 


kn 


n 


kn 


wobei  die  ganzen  Zalen  * und  » so  zu  wählen  sind,  dass  siu  n das 
gleiche  Zeichen  wie  sin?  erhält. 

In  gleicher  Weise  kann  durch  die  Annahme 


in: 


2« 


wo  k relativ  prim  zu  2»  ist,  der  vom  Logarithmus  freie  Teil  von 
(/J)  in  (10)  zum  Verschwinden  gebracht  werden. 


Hiefür  ist 


und 


somit 
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£ sin  m <f 


, (-+.) 


sin 


kn 


SlUo 


m 


2»  J 

» \"j£  (-!)'+>  (““*)  *r) 

fc-f-l 


. kn  K+1 

““s 


_8in(i  “*)j 


sin(r-f-l)<p 


n+ 


2 


-f-  ( — 1) 
woraus  wieder  folgt 


. kn 
8lu  2«  ' 


sin"-1 9 sinqp 

. Jkn  \ Ig  T' 

sm27. 


(23) 


.ß  =£  = (-« 
sinto 


A-f-1  . (kn 

«4-  — 2~  s,n  * 


kn, 


(1 


co 


i X 


sin  in  cp 


\»  m=l  /»*+»' 


CT) 


kn  \ 

2 n~V 

sin  “ . sin»-1«? 

rsiü  (|f  - ?) 


X 


kn 

8 tt2n  J 


2 /n— IN 

+ ^o(-1),(  r 


sm2Ü 


kn 


“"(r-  *) 

sin  (|f-9>)|  <. 


r+l 


sinfr-j-l)1?1!  (24) 


. kn 

8mS~ 
2 n 


sin  mit  sin gleich  bezeichnet. 

Diese  neuen  Entwicklungen  (23)  und  (24)  werden  um  so  rascher 

convergiren,  je  weniger  cp  Yon  — resp.  verschieden  ist,  und  je 
grösser  » gewählt  wird. 

Für  « =>  2 reducirt  sich  die  rechtsstehende  endliche  Reihe 
in  (22)  auf  ein  einziges  Glied;  wird  noch  k — 1 genommen, 
so  ist 

1 


. cos2qo 

log  cosec  9 = 4 — 

8 2 sin  cp 


CO 


3+^ 


’( 


mf2\ 

7»  / 


COSmqp  . COSM 


”] 


(25) 


Für  dieselben  Werte  ergiebt  sich  aus  (24) 
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lg  coscc  (f  = I lg‘2  + sin  (J  — <p  ) 


m 

2 


. / n \ 2 

Sin*  I T ) cx  2 . \ 

i >4~ . I £ 81«™?  • 81U"‘  ( 4 — <P) 

+ V2  sin  <p  o ( + ) U ' 


(26) 


3.  Wenn 


,2A?r 

*»  = / v 


also  eine  Eiulieitswurzcl  ist,  so  hat  man 

1 ;»  , qc  a’"P 

- £ f(xa>')  = £ 7— - r~ r 

P A=1 

V mp  / 

Zur  Auswertung  crstcrer  Summe  dient  die  Formel  (0)  uud  zwar  ist 

2/l  TT 

V 

zu  setzen;  das  Ergcbniss  ist 


t»  — <P 


V *M,p  '*  r / 1 N M / n ~ 1 \ 

=0  / mp-{-»\  pL  V P ) *p  * 1 
\ mp  ) 

/«— i\  »n-\  — *2p  1 (_!)«  £ A 

+ V 2«  / x^rfi  • * 


(27) 


ln  dem  Falle  als  p > n — 2 ist,  bleibt  rechter  Ilaud  nur  die  Summe 
A’A  stehen,  es  ist 

»-1 

2 «=(-l)H-  £J  2 [£cOS»(<p-f  0)  • lg^ 

m= 0 /mp-{-«\  P *=1 

V rnp  / 


Für  p *=  n ist 


— 0 sinn  (<p -{-#)]  (28) 


2 hrt 


<p 


H 


CO 

£ 


2 


w = 


* « (—1)»  A J ~ [£cos0  . lg-^  - 0 . sin  0| 

1 / n»n  \ *-1 

\(m— 1)»/ 


ferner 


cos  arctg 


rsinqp  1 — aecosqp 


1 — x cos  <p 


V4 


cos  0 
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siu  0 


daher 


rr\  ..i .. 


arsinqp  X8\n  (p 

■»  sin  arctg  -r = -ttä‘ 

° 1 — «cosqp  Vd 

» — 2 
M 2 

“ (-1)"  -S  d [$(l  - «cosgp)lg  </  — r08in<p] 


nun  ist 


« — Ä 

2hrr 

COS  2 ;r  — cos 

— 

» 

n 

. , « — Ä 

. 2A* 

sin2 ir  = - 

sin  — 

somit  bei  geradem  » 


— 2 


n — 2 


OO  M 

r(-,ri 

2 

V /f 

M=1  / Wl» 

/i=l 

\(m— l)n 

J 

— 2a-0sin^j 

-j-  (1  — x)**— 1 

lg(l  -« 

j^l—  «cos  log d 


and  bei  ungeradem  » 


[»— 1 

2 


n — 2 


<»  x,H  M 1 ‘2  TZ  2Arr\ , 

>7 — — (— i)«  ( -y  ^ li  — xeos  — ) ig 

«=1  / (r/l— 1)»\  ' A=1  L\  n / 

\ T/t  n / 

-J-(l— rH-ll0g(l  — a:)| 


^ . 2hn 
— -2«0sin  — 
n 


(20) 


(29') 


Bezeichnet  /(*,  «)  die  Function  /(«)  mit  der  Coustantcn  »,  so  lassen 
sich  Beziehungen  zwischen  den  Functionen,  welche  n =»  1,  2, . . . « 
entsprechen,  ableiten. 

Eine  Relation  ergiebt  sich  sofort  mit  Benutzung  einer  Eigen- 
schaft höherer  Integrale. 

Bekanntlich  lässt  sich  das  »-fache  Integral 


» 

. ( f(x)flx  abkürzung8wcisc \Jf(x)dx 
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geschrieben,  mit  Ililfc  wiederholter  Anwendung  der  „teilweisen  Inte- 
gration“ durch  einfache  Integrale  von  der  Form 

xmf  (x)  tls,  m = 0,  1 , 2 . . .?*  — 1 

ausdrlickeu,  und  zwar  ist 

u! J = A’  (-1)'"  ^ ^ ^ xmf(x) dx  (30) 

was  sich  leicht  mittelst  Spccialisirung  von  f{x)  prüfen  lässt. 
Umgekehrt  lässt  sich  jedes  einfache  Integral  der  Form 

f*  Xu  f ( X ) (Ix 

durch  höhere  Integrale  darstcllcn;  man  findet 

2 3 

f x*fdx  = x*  J - 2x  J* -f  2 1 J* 


u+l 


j ^ xufdx  =*  xu 1 j ^ -f - (1%  xu~~  -f-  . . -j ~aU 

. Beiderseits  differentiirt  ergiebt 

2 

xMf=xu/-\~(al-]-n)xn~lf  +(»  - l.at-t-at)xH-^f  4“  • • • 

u 

• • “j”  (fljj— 1 4“  nn)  ^ 

was  nur  möglich  ist,  wenn  jedes  Glied  verschwindet,  welcher  Um- 
stand zur  Keuntniss  der  Coefticienten  führt:  es  ist 


a. 


•n 


= — H 1 t<j  = 11  11  — 1 


«;j  = — n — 2 «2  — — n n — 1 n — 2 


folglich 


nr  — ( — 1)'  >t  n — 1 . . ,ii  — r4~l 


an  = — o„_i  = ( — 1 )»'  ?i ! 
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>!  I 


f X*fdx  - <2  ( — l)r  r I (“)  rH-r  j (31) 

eine  Formel,  welcho  sieh  mittelst  des  bekannten  Ausdruckes  für 

J* x"  e*  dx 

leicht  prüfen  lässt. 

Nun  ist  nach  (4) 

11  X 

P dx"  X » 

J T-x  “ n'.f{x'  "> 

0 

daher  das  allgemeine  Glied  obiger  Summe 

“ (-1)'  r + 1> 

Für  das  linksseitige  Integral  in  (31)  erhält  man,  v 
als  Grenzen  gewählt  und 

f 1 

gesetzt  wird: 


n 0 und# 


1 — x 

2 


1 (x  X1  x»\ 

lg  + 2 +•  • •+«■) 


Dio  verlangte  Beziehung  ist  daher 


r)  = lg  rb 

-e+r+- 


.+x-) 

1 n } 


(32) 


welcher  man  auch  die  Form  geben  kann 

»-f-i 


»»+1  1 / n \ , x 00  a* 

2 ( * D'-1  - , ) ffa  r)  - J -~rj 

r=!  r \r—  1/  s=0  »-}-#-{-  1 


(32') 


— 1 x < 1 


Für  x 


1 ist 


"H  1 / \ 11  1 

,f,  ;(_,)/(-!.  ’•)  = !-  2+  • • . IgS 

(33) 
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Bildet  man  die  Gleichung  (22)  für  u — 1,  zieht  sie  von  (22)  ab  und 
dividirt  durch  *>*,  so  kommt 


h i 

(-D-1  ~ 

r=l  r 


oder 


/(*,  ' ) 


+ ( ~1)H  »+i  0 xf(x>  “+D=-,‘ 


(34) 


+ (-l)”"  „ + 1 /(*,  “+»  = „ 

Bringt  man  in  der  Gl.  (32)  auf  die  rechte  Seite,  ersetzt  x 
wieder  durch  pc'V,  so  geht  hervor: 

H ll  .1  / « \ ® pOTcos»/qp 


M|1  , 1 / n \ QO 


COS  r qp 


FP  » d»  »+!»>-  lg  eo»  »+  !»>)  -r*  -4.  ^ (35) 


"Vi_ur-il(  ” \ v e^sinwqp 
r=  1 ' r V—l)  m-\  /w-fr^ 


Q 


1 — h sinnp 

S+i  (®C08«+1  v + lg^.8in»+l  ^ (4—41)^ 


Die  Substitution 


I e | < 1 

e = 2cosqp 

ergiebt  wegen  zf  = l,  0«=  — 2<p 
M+i  iy-i  - ( n \ ? cosW y * 008 m y 

r=i  r \r — 1/  o 

<p sin (n -f-  l)y  _ 


COS  rtp 


2>*C0S,,  + 1qP  r=\  (»  — r -4-1)  2rC0Sr  qp 
» \ ® 2wcosw  qp  . sin  mqp 


•*H  _ 1 / n \ 20  2wcosmqp  . sii 

f i (“ 1 ^ r \r  — 1/  i 


qpco8(ti  1 " sinrjr 

2M  COSM+l  qp  ‘ r=l  (n  — r4“  1)  2rC08r<p 


(36) 


(37) 


(38) 
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Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  ergiobt  noch 


1 (-l)r 

r=l  r 


/ » \ jg  m2'»  CQ8w4'1  <P  ♦ sin  m-f-1  qp 
\r  — 1/  iM=o 


_ üdh!  cos »<p  sin » -f- 1 <p  , Hj}  r-f- 1 sin r<p 

2*°  ^ C0SM9  2”  COSf ~1  ' r=rO  n — r COSr<p 


--  (37') 


HS  1)r~*  / » \ 2 m 2»i  cos,,<fl<y  • cos  w -fl  <p 
r— i r \» — X/ iw  — 0 /»»-|-r\ 


n-fl  sin?»<p  cos«-f-lqp  “y1 1 r -f- 1 cos  rep 


2M  ^ cosw<p  2Mcos,*~~1<p  1 r=o  »*  — r cosr  (p 


— ,-4-  2 (38') 

— *ro  1 n « — r nnar  ,r.  v ' 


Eine  nochmalige  Differentiation  führt  zu  Formeln,  welche  von  (37) 
und  (38)  nur  formell  verschieden  sind. 


Die  Annahme 


ergiebt 


(j sin  cp  = 1 — (>eos<p 


9 — c 


sin  9 -f-  cos  <p  V2 


si"(“f  +0>) 


7t 


e “ 4 • ^ 


sin  y "li 

8m(5+v)j 


Aus  (35)  und  (36)  entsteht  demzufolge 


"Z  (-1  )•-!-(  “)  5 

r=!  r \r  -!/»=( 


COS  »4  qp 


m=0  Mi.  - v 

25("‘,!”)3ia"‘6+^ 


2 ^ sinM+> 


TT  . , sinqp 

j 3in(n  -fl)g>  — 21g 


sin 


r 

2^  sinr 


. COS(n-f-l)qc 


— E 


in'  (*  + <jp) 


r=i  n — r-f- 1 


COS  rqp 


(39) 
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»'  I I 1 / « \ oc 

» — 1 r V 1/  m— 


Sin  tnep 


I m 
2 


“C.+')  •"-(.’+*) 


n + 1 


si’i"  1 1 + qpj 


n . , - , 0 , siu<p 

- am  (»+l)g>  + 21g  — 

8111 


“,l  + 9>) 


h 2“siü'^  + ^ 

+ inr^iriilir» 


. sin (n+  l)qp 

Aus  obiger  Aunahme  Hicsst  die  Convergcnzbedingung 

. 71  . /7t  \ 

[ sin g?  + cos  qr>  ]>  | oder  sin  ^ <sin(^  +<rj 

0 < cp  < ftar, 

2fcr  <9  <(2*  + 8)» 


(10) 


die  für 
allgemein  für 
erfüllt  wird. 


Der  Logarithmus  kann  hier  daher  nicht  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden,  weil  die  Werte 

cp  =»  (2k  + g)7t 

unzulässig  sind. 

Setzt  man  iu  derselben  Gleichung  (32) 

x = kev 

differontiirt  p mal  und  lässt  v verschwinden,  so  entsteht  wegen 

1«  ih  “ - lv  [sw lg(1  - k)e~°"  "° 

i 1 £ ^-A-Y(l— «»)re-(*»+l)el  0 

r VI— t/  = 0 


(-!)'■+■  ^+log(l-^)  + + i -+  (+J 


Afpr 


WO 
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Mpr  = Z>,p(l  —««’)*■  «-(w+1)c  = (-l)p  2 (— 1)*^)  («  - *-}-l)p 
ist,  dio  Relation 


^ ( 
r=  1 


’ r \r--l/»i=l  fm-\- -r\ 

\ vi  ) 


(-I)PH 


«P 


Ä:«+l  g(l  /,)  + s-i  (n-s+1)*8 


r \i~k) Mp 


(41) 


Geht  man  von  der  Gleichung  (32')  aus,  so  führt  dasselbe  Verfahren 
zu 


»i+i 

Z 


& fc5*r 
8 = 1 tt-f-S-!-  1 


- 1 5 * < i 


(41) 


Bezüglich  der  in  (19),  (JO),  (37),  (38)  und  den  davon  abgclei- 
teten  Formeln  summirten  unendlichen  Reihen  muss  schliesslich  noch 
bemerkt  werden,  dass  derartige  Entwickelungen  von  Herrn  Dr. 
0 Schlömilch  in  dem  Aufsatze  „Ueber  eine  besondere  Gattung  von 
Reihen“  (Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  I.  Jalirg.)  untersucht  und  die 
Bedingungen  angegeben  wurden,  unter  welchen  eiue  gegebene  Func- 
tion auf  diese  Weise  entwickelt  werden,  nicht  aber  ob,  falls  dies 
wirklich  möglich  ist,  es  nur  auf  eiue  einzige  oder  auf  mchrero 
Arten  geschehen  kann. 

Diese  Frage  wird  durch  die  Erbringung  des  Nachweises  der 
Existenz  resp.  Nicht-Existenz  linearer  Relationen  zwischen  den 
Functionen,  nach  welchen  entwickelt  werden  soll,  gelöst. 

Für  die  Functionen 

cos u <p  . cosnqp  bzhw.  cor ucp  • sin  «9 
n = 0,  1,  2, . . . in  inf. 
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lassen  sich  nun  Systeme  unendlich  vieler  linearer  Verknüpfungen 
angeben. 


Nach  Ausführung  dieser  Operation  zeigt  es  sich,  dass  bei  geradem 
« im  reellen,  und  bei  ungeradem  ?iim  imaginären  Teile  kein 
von  cos  cp  — p freies  Glied  vorkommt. 

Wird  nun  e — cos(?  > mn)(m  — 0,  1,  2 . . . ) genommen, 
so  ergiebt  sich: 


Nach  der  Entwicklung  stellt  es  sich  heraus,  dass  bei  geradem  n 
im  reellen,  und  bei  ungerade'm  im  imaginären  Teile  kein  von 
lg^  freies  Glied  auftritt; 


Es  ist 


woraus  für  r = ge*9 


aber  auch 


. sin  rep  = 0 « = 0,  2,  4,  G . . . (42) 


n - 1,  3,  5 . . . (43) 


Ein  zweites  System  findet  sich  aus 


[lg  (1—  e e,V)]w  = ( — 1)*  n ! ^ - -J  Cr— M Pr  COS  r cp 


QC  j r 


CO  i r 


q sm  qp 
i — e cos  qp 


Q «=»  2 COS  (f 


gesetzt  ergiebt 


lgz/  = 0 


daher  gilt 
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oo  2f-"  r 

~ 7i~  ^,r-,,C08r^  • si,lr<P  ==0,  n = 0,  2,  4,  . . . (44) 

oo  2r~~M  r 

£ — f-  Cr-w C08r<JP  . C09r<p  = 0,  « = 1,  3,  5, . . . (4i>) 

r=rfl  1*  • 

(y  > «<  7T) 


Beliebig  viele  weitere  Systeme  entstehen  noch  in  analoger  Weise 
aas  den  höheren  Integralen  von  (l — <r)-1;  dieselben  sind  jedoch 
nicht  unabhängig  von  einander,  lassen  sich  vielmehr  alle  aus  dem 
erst  gefundenen  Systeme  ableiten. 

Jede  der  unendlich  vielen  Gleichungen  desselben  kann  mit  einer 
ganz  willkürlichen  Zal  multiplicirt  und  zu  den  gefundenen  Ent- 
wicklungen addirt  werden. 

Es  lässt  sich  daher  der  Satz  aussprechen: 

„Wenn  eine  Entwicklung  einer  gegebenen  Function  nach 


„oder  nach 


cobr  <p  . cos  r<p 

cos’flt  . sinr qp(r  = 0,  1,  2,  3,  . . . ) 


„besteht,  so  giebt  es  unendlich  viele  derartige  von  einander  ver- 
schiedene aber  gleichwertige  Entwicklungen.“ 

Eine  Anwendung  des  „Satzes  der  unbestimmten  Coefficienteu“ 
ist  hiemit  ausgeschlossen. 

Während  zwischen  diesen  Fuuctiouen  in  endlicher  Anzal 
keinerlei  lineare  Beziehungen  bestehen,  gelten  für  die  iu  den  rechts- 
stehenden Ausdrücken  iu  (19),  (20)  etc.  vorkommenden  Fuuctiouen 


sin«qp  cos  » cp 

" ~ C0Sw  q M *”  COSM  tp 

die  Relationen 


Ph  — • • • — (w  “ j)  Pi  — 0,  » gerade  (46) 

Uh  -*(”)  • . . — 1 =*  0,  «ungerade  (47) 
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welche,  wenn  sic  für  n,  « — 2,  »•  1 . . . gebildet  werden,  zu  zwei 
Systemen  vo  u rosp.  ~n~  Gleichungen  führen.  Hieraus  folgt, 

dass  ^ resp.  Coeff.  der  P rc  p.  Q in  obgeuaunten  Ausdrücken 

jedmögliclicr  Wert  beigelegt  werden  kann.  Diese  Wandelbarkeit 
entfällt,  wenn  der  die  Grössen  i -sr  enthaltende  Teil  der  Aus- 
drücke mit  Hilfe  der  Systeme  so  tr..nsformirt  wird,  dass  in  den- 
selben entweder  nur  gerade  oder  nur  ungerade  P resp.  Q er- 
scl»  dnen.  Wegen  der  sehr  complicirteu  Beschaffenheit  der  sich 
hiibci  ergebenden  Coefficienten  dürften  jedoch  die  ursprünglichen 
Formen  iu  (19),  (20)  etc.  bei  numerischen  Berechnungen  vorzu- 
ziehen  seiu. 
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XXI. 

Miscellen. 


1. 

Zar  Durchdringung  der  Kagel  mit  dem  geraden  Kreiskegel, 

Satz  Aber  das  Kegelschnittbüschel  and  die  Parabel. 

Herr  Wiener  führt  in  seinem  grossen  Werke:  „Lehrbach  der 
darstellenden  Geometrie“  Leipzig  1887,  2.  Band.  Seite  256  den  Satz 
an,  dass  wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eino  Hauptebene  ge- 
meinschaftlich haben,  die  orthogonale  Projection  ihrer  Schnittcurvc 
auf  diese  ein  Kegelschnitt  ist.  Auf  die  Natur  des  Kegelschnittes, 
insbesondere  in  für  das  technische  Zeichnen  wichtigen  Fällen,  wird 
weiter  nicht  eingegangen,  und  so  soll  im  Folgenden  dieser  Kegel- 
schnitt für  die  Kugel  und  den  geraden  Kreiskegel  betrachtet  und 
daraus  einige  Folgerungen  gezogen  werden. 

Die  diesen  beiden  Flächen  gemeinschaftliche  Hauptebene  ist 
offenbar  jene  Ebene,  welche  man  durch  den  Mittelpunkt  M der 
Kugel  Fig.  1.  und  die  Achse  SN  des  Kegels  legen  kann.  Diese 
Ebene  schneidet  den  Kegel  in  den  Erzeugenden  SA  und  SB,  deren 
Winkel  ASB  durch  SN  halbirt  wird,  und  die  Kugel  in  dem  Kreise 
K.  Sollen  sich  die  beiden  Flächen  in  einer  reellen  Curve  schnei- 
den, so  muss  wenigstens  eine  dieser  Erzeugenden  von  dem  Kreise 
K geschnitten  werden,  und  dio  orthogonale  Projection  dieser  Curve 
auf  die  Hauptebene  ist  eino  Parabel,  deren  Scbeiteltangonto  die 
Chordale  des  grössten  Kugelkreises  K mit  jenem  Kreise  ist,  der  dio 
beiden  Erzeugenden  berührt  und  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  O 
des  vom  Kugelmittelpunkte  auf  die  Achse  des  Kegels  gefällten  Per- 
pendikels ist. 

Beweis.  Um  irgend  einen  Punkt  P'  der  Projection  der  obigen 
Curve  zu  erhalten,  lege  man  eine  Ebene  senkrecht  zu  SN,  welcho 
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in  der  Figur  1.  als  die  Gerade  CD  erscheint.  Diese  schneidet  die 
Kugel  nach  einem  Kreise  K\  welcher  in  der  Figur  umgelegt  als 
Halbkreis  gezeichnet  wurde.  Ebenso  wurde  der  Kreis  fr,  nach  wel- 
chem die  Ebene  den  Kegel  schneidet,  behandelt.  Die  beiden  Halb- 
kreise K'  und  fr  schneiden  sich  in  P,  und  zieht  man  durch  P eine 
Senkrechte  auf  MO , so  schneidet  dieso  CD  in  P'. 

Wählt  man  nun  0*S  zur  Ordinatcn-,  OK  zur  Abscissenachse, 
bezeichnet  man  OQ  mit  x,  QP'  mit  y,  den  Kugelhalbmesser  mit  72, 
MO  mit  a,  den  des  Kegelkreiscs  vom  Mittelpunkt  O mit  r,  OS  mit  /*, 
verbindet  man  ferner  O'  mit  /’,  so  ist  im  rcchtwinkcligcu  Dreieck 
0‘  PP' 

x2  -f-  pp  ~ ~ o r*  i) 


Weil  aber  0‘C\  OK  und  O' C O'  P,  so  findet  die  Projcction  statt 

(A  - y)  : h — O P : r 


und  daraus 


und  endlich  mittelst  1) 


. r (fr  — y ) 

op= 

n 


**  + ^ - "-ni  V~ 


1) 


Verbindet  man  M'  mit  P,  so  ist  im  rechtwiukeligcn  Dreieck  M'  PP' 

77"“  — Sri1'-  (x-f  «)8 


daher  mittelst  2) 

M l^—'lax  - a* 

Endlich  ist  im  A DMM 


r*(A  -.y)2 
h- 


3) 


M'D*  — M'J * 7t8— 


daher  mittelst  3) 


r2  (fr  — y)  ■ 


728  — y*  — 2 ax  — «2  — — 


7<2 


Da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  in  ihr  r 2 und  ry 
fehlen,  so  ist  die  durch  dieselbe  dargestellte  Curve  eine  Parabel, 
deren  Achse  parallel  zur  Abscissenachse  liegt.  Will  mau  aus  der 
Gleichung  die  Abseisse  »«,  die  Ordinate  « des  Scheitels  und  den 
Parameter  2p  erkennen,  so  muss  man  sic  auf  die  Form  bringen: 

( y — »)2  = "2p  (x  — m) 

worauf  sie  lautet 
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/ hr*  y 

2nA8 

/?2(A2- 4-  r2)  — a2(A2  4-  r2)  — A2  r2 

V A2- fr*j 

A2-{-r2 

2<7(A*-fr2) 

Die  Abscissc  des  Scheitels  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

A2r2 


/eä_rt2__ 

~*T 


A*-fi 


4) 


Zieht  man  von  O auf  SB  die  Senkrechte  OF,  so  ist  A 0FSo~0SC 

daher  

OF  :r  = h : y7,2-p 

rh 

OF  — — 

V/ts  r- 

weshalb  4)  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

Ri  — «*  — ÖF* 

Ja 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  Schcitcltangente  die  Chordalc  zweier 
Kreise  von  der  Centrallinie  a und  den  Halbmessern  Ji  und  OF  ist, 
w.  z.  b.  w. 

Sind  1,  2,  3 und  4 die  Schnittpunkte  der  Kegelerzeugonden 
m;t  dem  grössten  Kugelkreise  K,  und  schneidcu  sich  die  Verbindungs- 
linien 12  und  34  in  S\  so  kann  man  auch  fl/  und  fl/  als  Erzeu- 
gende eines  zweiten  Kegels  betrachten,  und  es  tritt  demnach  noch 
eine  zweite  Parabel  auf,  die  durch  die  nämlichen  vier  Punkto  hiu- 
durchgeht,  uud  deren  Sckeiteltangcute  wieder  die  Chordale  von  K 
und  jenem  Kreise  ist,  der  die  Geraden  fl/  und  fl/  berührt,  uud 
dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  von  M auf  die  Ilalbirungs- 
linio  des  Winkels  lfl4'  gefällten  Perpendikels  ist.  Da  ferner  be- 
kanntlich im  Schucnviercckc  die  Halbirungslinicn  der  Winkel  der 
Gegenseiten  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

„Lässt  sich  durch  die  Basispunkte  eines  Kegclschnittbüschels 
ein  Kreis  (Basiskreis)  legen,  so  stehen  die  Scheiteltangenten  der 
beiden  Parabeln  des  Büschels  auf  einander  senkrecht  und  sind  die 
Chordalcn  des  Basiskreises  mit  jenen  zwei  Kreisen,  die  die  Gegen- 
seiten des  Kreisvicreckes  berühren,  und  deren  Mittelpunkte  in  den 
durch  den  Mittelpunkt  des  Basiskreises  zu  den  Ilalbirungslinien  der 
Winkel  der  Gegenseiten  gezogenen  Parallelen  gelegen  sind.“ 

Besonders  eiufach  gestaltet  sich  das  Gezeigte  für  den  geraden 
Kreiscyünder,  welcher  entsteht,  wenn  A unendlich  gross  wird.  Dann 
ist 

28* 


Digitized  by  Google 


430 


j\fiscellen 


hr2  r2 

” “ 7^X75  “ —TS  ” 0 
h+  h 

d.  h.  die  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  die  Achse  des  Cyliuders 
gefällte  Senkrechto  ist  die  Achse  der  Parabel. 


1 /**  Ji 2 - «2  — r* 

2«  ™ 2Ö~ 


d.  h die  Scheiteltaugente  der  Parabel  ist  die  Chordale  jener  zwei 
Kreise,  nach  welchen  beide  Flächen  durch  eine  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gehendo  zur  Achse  des  Cylinders  senkrechte  Ebene  ge- 
schnitten werden,  wenn  hierauf  diese  Ebene  in  die  Hauptebene  um- 
gelegt wird. 


Ferner  ist 


2a  h* 


9 


a 


— 2a 


1 ~f 


h* 


d.  h.  der  Brennpunkt  der  Parabel  ist  von  der  Leitlinie  ebenso  weit 
entfernt,  als  der  Mittelpunkt  der  Kugel  von  der  Cylinderachso. 

Da  die  Halbirungslinic  der  Sehne  12  durch  den  Mittelpunkt  M 
der  Kugel  gehen  muss,  so  folgt  sofort  der  Parabelsatz: 

„Die  Halbiruugsliuie  einer  Parabelsehne  und  die  vom  Mittel- 
punkt der  letzteren  auf  die  Achse  gefällte  Senkrechte  bestimmen 
auf  der  Achse  eine  Strecko,  welche  gleich  ist  der  Entfernung  ( p ) 
des  Brennpunktes  vou  der  Leitlinie“. 


Anmerkung  1).  Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  analytisch  beweisen 
Die  Gerade  y «=»  ax-\-b  schneidet  die  Parabel  y 2 = 2p x in  den 
Punkten 

p — ab  — Yp(p  — 2 ab ) p — Yp  ( p - 2 ab) 
a“  a 


p — ab  -f-  Yp  {p  — 2 ab)  p-\-  Yp  (p  — 2 ab) 


(r 


a 


Der  Mittelpunkt  der  durch  die  Schnittpunkte  bestimmten  Sehne  hat 

p — ab  p 

daher  die  Abscisse  - — =—  und  die  Ordinate  -.  Die  Gleichung  der 

al  a 

Halbirungslinic  der  Sehne  lautet  demnach: 
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und  ihr  Abschnitt  auf  der  Abscissenachse  beträgt 


daher  die  Strecke  zwischen  ihrem  Schnittpunkt  und  dem  Fusspunkt 
der  Ordinate  des  Mittelpunktes  p , w.  z.  b.  w. 

Anmerkung  2).  Der  Satz  von  der  constanten  Subnormale  der 
Parabel  ist  nur  ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes. 

Nun  ergibt  sich  eine  sehr  einfache  Constrnction  der  Parabel, 
wenn  die  Achse  und  zwei  Punkte  derselben  gegeben  sind. 

Man  halbire  die  durch  dio  beiden  Punkte  I\  und  P2  bestimmte 
Parabelsehne,  fälle  vom  Mittelpunkte  M derselben  eine  Senkrechte 
auf  die  Parabelachse,  deren  Fusspunkt  N sei.  Errichtet  mau  ferner 
in  M eine  Senkrechte  auf  die  Schue,  so  schneidet  diese  die  Achse  in 
0,  und  es  ist  hierauf  ON  = p und  der  Parameter  der  Parabel 
20  N. 

Hierauf  fälle  man  von  eiue  Senkrechte  auf  die  Achse,  deren 
Fusspunkt  Q,  sei,  und  trage  von  Q,  auf  der  Achse  in  der  Richtung 
A0  letztere  Strecke  zweimal  auf,  wodurch  man  den  Punkt  A’  erhält. 
Verbindet  man  Tt  mit  Px  und  errichtet  auf  diesen  Verbindungslinie 
in  Px  eine  Senkrechte,  so  schneidet  diese  dio  Achse  im  Scheitel  A 
der  Parabel , denn  die  Ordinate  ist  die  mittlere  geometrische  Pro- 
portionale zwischen  der  Abscisse  AQ  und  dem  Parameter  QR.  Trägt 
mau  hierauf  die  Hälfte  von  NO  beiderseits  von  A auf  der  Achse 
auf,  so  erhält  mau  den  Brennnpunkt  und  die  Leitlinie  der  Parabel. 

Auch  ergibt  sich  eine  einfache  directe  Construction  der  Achso 
der  Parabel,  wenn  die  Richtung  R der  Achse  derselben  (Fig.  2)  und 
drei  Punkte  Pt,  r2  und  P2  gegeben  sind. 

Man  bestimme  die  Mitten  Mt  und  M2  der  Parabelsehnen  PXP2 
und  Pt  P3.  Von  diesen  Punkten  aus  fälle  man  die  Senkrechten  1 und 
2 auf  R.  Ferner  errichte  man  in  denselben  die  Senkrechten  3 und 
4 auf  die  Parabelsehnen. 

Die  Achse  der  Parabel  x muss  hierauf  so  gefunden  werden,  dass 
wenn  dieselbe  1 in  g,  3 in  /,  2 in  e und  4 in  d schneidet,  gf  = ed 
ist  Um  dies  zu  erreichen  ziehe  man  durch  Mx  dio  Parallele  5 zu 
4,  ferner  eino  Senkrechte  zu  A,  die  3 in  a und  5 in  b schneidet, 
ferner  durch  a eine  Parallele  zu  R und  durch  b eino  Parallele  zu 
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^[x  ü/2.  Die  zuletzt  gezogenen  Geraden  schneiden  sich  im  Punkte 
c,  dessen  Verbindungslinie  mit  Mv  die  Gerade  4 in  d trifft,  durch 
welcheu  Punkt  die  Achse  der  Parabel  hindurchgehen  muss,  was  mau 
bewiesen  haben  wird,  wenn  man  zeigt,  dass  gf  = cd. 

Zieht  man  durch  f eine  Senkrechto  auf  R,  so  schneidet  diese  5 
in  6,  und  es  ist  hd  fl  6c,  denn  hfd  und  bac  sind  zwei  perspectivischc 
Dreiecke  mit  zwei  Paar  parallelen  Seiten  ( hf  und  ab,  fd  und  ac) 
daher  muss  auch  das  dritte  Paar  Seiten  ( hd  und  bc)  parallel  sein. 
Daun  ist  aber  auch  hd  parallel  Mx  Ma,  demnach  Viereck  MiMidh 
ein  Parallelogramm,  daher 

Mx  h ■=  M2d  und  A Mtkh  M2cd 

Daraus  folgt,  dass  cd  = hk , wenn  k der  Fusspunkt  des  von  h auf 
1 gefällten  Perpendikels  ist.  Im  Rechtecke  khfg  ist  aber 

kh  = gf,  daher  auch  gf«~ed  w.  z b w. 

Wien,  im  Jauuar  1892. 

Wilhelm  Rulf. 


2. 

Geometrische  Bestimmung  der  Tangente  der  Cassinischen  Linie. 

Die  Cassinischc  Linie,  die  mitunter  auch  Cassinische  Ellipse  ge- 
nannt wird,  zeigt  auch  in  Bezog  auf  die  Tangentenconstruction  eine 
gewisse  Aehnlichkcit  mit  der  Ellipse.  Errichtet  man  nämlich  in 
dem  einen  Brennpunkte  der  Ellipse  auf  dem  zugehörigen  Leitstrahl 
eine  Senkrechte,*  verlängert  man  ferner  den  anderen  Leitstrahl  um 
den  ersten  und  errichtet  man  in  dem  Endpunkte  der  Verlängerung 
auf  diese  eine  Seukrechte,  so  schneiden  sich  beide  Senkrechten  in 
einem  neuen  Punkte  der  Tangente,  deren  Berührungspunkte  die 
beiden  Leitstrahlen  angehören.  Dieselbe  Construction  gilt  auch,  wie 
im  folgenden  recht  einfach  gezeigt  worden  soll,  für  die  Cassinische 
Linie,  nur  darf  der  zweite  Leitstrahl  nicht  um  den  ersten,  sondern 
muss  um  sich  selbst  verlängert  werden. 

Beweis.  Es  sei  Fig.  1.  P ein  Punkt  der  Cassinischen  Linie,  Fi 
uud  die  Brennpunkte  derselben.  Die  Loitstrahleu  dieses  Punktes 
mögen  mit  r,  und  r2  bezeichnet  werden.  Ist  Pf  ein  unendlich  nahe 
au  P gelegener  Punkt  der  Curve,  so  ist  die  durch  PP‘  gelegte  Ge- 
rade die  Tangente  T in  P.  Denkt  man  sich  von  Fx  aus  mit  rx  den 
Kreisbogen  PA  beschrieben,  so  ist  AP'  = m die  unendlich  kleine 
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Zunahme  des  Lcitstrahlos  >■,  beim  Uebcrgaug  von  P nach  P'.  Denkt 
mau  sieh  ferner  von  F*  aus  mit  r2  den  Kreisbogen  PB  beschrieben, 
so  ist  BP'  = n die  unendlich  kleine  Abnahme  von  r2  beim  Ueber- 
gang  von  P nach  P'.  Da  aber  P,  P‘  Punkte  derselben  Cassinischen 
Linie  sind,  so  muss 


sein,  woraus  folgt 


r x ra  — (»*j -{- ro)  (rs  - n) 
0 — m — n rx  - m n 


und  wenn  man  mn  als  unendlich  klein  höherer  Ordnung  vernach- 
lässigt, 


n r. 


in  r« 


und  endlich 


rj  : r2  =•  in  : n 


1) 


Die  unendlich  kleinen  Kreisbögen  PA  und  PB  kann  man  aber 
als  gerad  und  als  senkrechtstehend  auf  den  Leitstrahleu  des  Be- 
rührungspunktes P betrachten.  Aber  auch  die  Winkel  PAP*  und 
PBP'  kann  mau  als  Rechte  ansehen.  Der  unendlich  nahe  Punkt 
P‘  der  Tangente  hat  also  von  den  Senkrechten  im  Berührungspunkte 
P auf  die  Leitstrahleu  Entfernungen,  die  sich  nach  1)  wie  die  Leit- 
strahlen verhalten.  Was  aber  bezüglich  des  Verhältnisses  der  Ent- 
fernungen des  unendlich  nahen  Tangeutenpunktes  gilt,  gilt  von  einem 
jedem  Punkte  derselben,  man  wird  daher  einen  Punkt  D der  Tan- 
gente gefunden  haben,  wenn  man  Fx  P um  PC  — t*j  verlängert, 
und  die  Senkrechte  in  C auf  Fx  C zum  Schnitt  mit  jener  Senkrechten 
bringt,  die  man  in  P2  auf  P2  P errichtet,  denn  der  Punkt  D hat 
dann  von  PA  die  Entfernung  r„  von  PB  jene  r2. 


Wieu,  im  April  1892. 


Wilhelm  Ralf. 


3. 


Zur  Zahlentheorie. 

Die  natürliche  Zahlenreihe  lässt  sich  in  2,  3, . . . » arithmetische 
Reihen,  zwischen  deren  Gliedern  die  Differenz  n besteht,  zerlegen. 
Diese  Zerlegung  ist  dadurch  leicht  zu  bewerkstelligen,  dass  man  zu- 
nächst eine  Verticalreiho  mit  den  Zahlen  1 bis  n bildet  und  daun 
eine  zweite,  dritte  u.  s.  w Verticalreiho  mit  den  Zahlen  /*  — |—  1 bis 
2n,  2« -f-l  bis  Sn  u s.  w.  daneben  stellt.  Zwischen  den  Gliedern 
der  Horizontalreihen  besteht  dann  die  Differenz  n.  — Beispielsweise 
gestaltet  sich  die  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  6 Reihen, 
zwischen  deren  Gliedern  die  Differenz  6 besteht,  wie  folgt: 
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1, 

7, 

13, 

19, 

25 

2, 

8, 

14, 

20, 

26 

3, 

9, 

15, 

21, 

27 

4, 

10, 

16, 

22, 

28 

5, 

11, 

17, 

23, 

29 

6, 

12, 

18, 

24, 

30 

Von  diesen  6 Reihen  enthält  die  2.,  4.  und  6.  nur  gerado  Zahlen, 
weil  das  Anfangsglied  diesen  Reihen  ebenso  wie  die  beständige  Dif- 
ferenz eine  gerade  Zahl  ist.  Die  3.  Reihe  enthält  nur  Zahlen,  die 
die  durch  3 teilbar  sind,  weil  das  Aufaugsglied  dieser  Reihe  ==■  3 
ist. und  weil  die  beständige  Differenz  6 eine  durch  3 teilbare  Zahl 
ist.  — In  diesen  4 Reihen  kann  also  keine  einzige  Primzahl  Vor- 
kommen und  es  müssen  deshalb  notwendig  alle  Primzahlen  in  der 
1.  und  5.  Reihe  mit  enthalten  sein.  Es  muss  aber  auch  notwendig 
jedo  Primzahl  > 3 = 3- 1 (mod  6)  sein,  weil  die  beiden  Reihen  1 
und  5 nach  Streichung  der  Zahl  1 nur  Zahlen  von  der  Form  6n  + 1 
enthalten. 

Will  man  nun  alle  Primzahlen  > 3 in  ununterbrochener  Rei- 
henfolge ermitteln,  so  braucht  man  nur  die  oben  angegebenen  Reihen 
1 und  5,  d.  i.  dio  Doppelreihe  6nipi  zu  bilden  und  von  den  ent- 
stehenden Zahlen  die  durch  die  Primzahlen  7,  11  u.  s.  w und  deren 
Potenzen  teilbaren  Zahlen  zu  streichen.  Die  dann  zurückbleibenden 
Zahlen  sind  die  Primzahlen  > 3.  Hierbei  ist  daran  zu  erinnern, 
dass  man,  um  zu  untersuchen,  ob  eine  Zahl  n eine  Primzahl  ist  oder 
nicht,  dieselbe  nur  mit  den  Primzahlen  < V«  zu  dividiron  braucht. 
— Um  festzustellen,  welche  Zahlen  zu  streichen  sind,  kann  man  also 
jedo  Zahl  n der  Doppelreihe  6nip  l auf  die  Teilbarkeit  durch  die 
Primzahlen  < V»  prüfen.  Man  hat  es  aber  leichter,  wenn  man  die 
zu  stroichenden  Zahlen  durch  Multiplication  der  schon  bekannten 
und  successive  bekannt  werdenden  Primzahlen  feststellt.  Es  kommen 
dabei  dann  immer  nur  diejenigen  Vielfachen  von  p =•  7,  11  u.  s.  w. 
und  deren  Potenzen  in  Betracht,  deren  Primzahlmultiplicatoren 

^ p sind,  da  die  niedriger  liegenden  Vielfachen  des  jeweiligen  p 

immer  schon  als  Vielfache  der  niedrigeren  Primzahlen  gestrichen 
sind.  Die  Berechnung  der  Vielfachen  von  p — 7,  11  u.  s.  w.  und 
p"  wird  nun  sehr  bequem,  wenn  man  das  Resultat  einer  vorher- 
gehenden Rechnung  stets  bei  der  nachfolgenden  mitbenutzt.  So  ist 
z.  B.  für 
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7.7  = 49 

7.11  = 49+28  = 77 
7 . 13  - 77+14  - 91 


49 


11  . 11 


121 


11  . 13  = 121+22  = 143 
11  . 17  = 143+44  = 187 


U.  8.  W. 


U.  8.  W. 


U.  8.  W. 


Die  Primzahlen  2,  3 und  5 kommen  deshalb  als  Teiler  nicht  in  Be- 
tracht, weil 

1)  die  Zahl  2 eine  gerade  Zahl  ist,  und  in  der  Reihe  6n+l 
nur  ungerade  Zahlen  Vorkommen, 

2)  die  Reihe  6n+ 1 keine  durch  3 teilbaren  Zahlen  enthält, 

3)  die  mit  dem  Teiler  5 behafteten  fahlen  als  mit  5 endigend 
bei  der  Bildung  der  Reihe  6n+ 1 gleich  übersprungen  werdeu 
können. 

Für  das  Gebiet  der  Zahlen  1 bis  100  mag  die  Reihe  6«  + l 
hier  folgen. 


Wo  ein  Punkt  steht,  ist  eine  mit  5 endigende  Zahl  ausgefallen,  Zu 
streichen  sind  nur  die  mit  dem  Teiler  7 behafteten  Zahlen  49,  77 
uud  91. 

Oldenburg  i.  G. 


Von  einem  Punkte  der  Cassinischen  Linie  ziehen  wir  zwei 
Fokallinien  nach  den  Brennpunkten  +c  und  bezeichnen  die  Winkel, 
welche  sie  mit  dem  Radiusvector  vom  Mittelpunkt  aus  bilden,  mit 


Man  findet  leicht  folgende  Beziehung  zwischen  den  genannten 
Grössen  und  dem  Polarwinkel 


G.  Speckmanu. 


4. 


Zur  Cassinischen  Linie. 


Y\  Y+ 


cos  (yj  - y2) 


R*  — c8  cos  2jp 


V/i4'—  2c1  Ä*  cos  29  + 
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Du  aber  die  Gleichung  der  Curvo 

Jl*  — '2c*  7t-  cos  2<p  + c4  — q* 


ist,  so  gewinnt  mau  einfacher 


und  ferner 


fl2  cos  (y,  — yÄ)  ~=-  11-  c2eos  rp 


sin  (y,  — )*;,)  = t sin  '}•(* 


Fs  ist  aber,  wenn  ß den  Winkel  zwischen  der  Normale  und  R be- 
zeichnet, 

c2 

sin  # = -*  sin  2® 

f q i 

demnach 

P/i  / 1 

Uui  also  die  Normale  in  einem  Punkte  der  Curvo  zu  coustruircu, 
trage  man  etwa  y2  auf  y,  ab,  und  man  erhält  damit  in  dem  ent- 
sprechenden Schenkel  des  Winkels  die  gesuchte  Normale.  Damit 
ist  die  Taugentenconstruction  ebenfalls  gelöst. 

Ferner:  Legt  mau  ein  rechtwiukeligcs  Achsenkreuz  durch  den 
Mittelpunkt  einer  geschlossenen  Cassinischcn  Curvo,  und  durch  deren 
Schnittpunkt  Tangenten,  so  sind  die  Winkel  derselben  mit  den 
Achscutcilcn  einander  gleich. 

Für  Ovale  existirt  ein  analoger  Satz. 

Dass  die  algebraische  Summe  der  4 Periphericwiukel  eines 
Bogens  der  Cassiuischeu  Linie  nach  den  Schnittpunkten  des  genannten 
Achsenkreuzes  gleich  null  ist,  haben  wir  schon  früher  bewieseu. 

Emil  Oekinghaus. 


5. 

Fundamentalaxcn  der  mehrfach  gekrümmten  Linien. 

Die  Tangente,  Hauptnormale  und  Binormalo  der  Rauincurvcu 
bilden  eiu  bewegtes,  den  erzeugenden  Punkt  begleitendes  orthogo- 
nales Axensystcm,  welches  von  französischen  Mathematikern  ganz 
passend  das  fundamentale  geuannt  wird.  Die  Erweiterung  seines 
Begriffs  und  seiner  Darstellung  auf  mehrfach  gekrümmte  Linien  in 
mehr  als  dreifacher  Mannigfaltigkeit  wird  man  schwerlich  umgehen 
können,  wenn  man  überhaupt  solche  Curveu  analytisch  untersuchen 
will;  sie  sei  unsere  gegenwärtige  Aufgabe. 
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Den  Weg  der  Erweiterung  des  Begriffs  zeigt  die  Hauptnormale, 
aufgefasst  als  das  in  der  Schwingungsebene  errichtete  Lot  auf  der 
Taugente,  während  die  Analogie  der  Binormale  durch  die  Specialität 
verhüllt  ist,  dass  der  Schmiegungsraum  mit  der  festeu  alles  um- 
fassenden Mannigfaltigkeit  zusammenfällt.  Analog  der  Tangente  und 
Schmiegungsebene  als  in  1.  und  2.  Ordnung  osculirende  Gerade  und 
Ebene  definiren  wir  zuerst  die  osculirende  mdehnun  g als  finalo 
lineare  m dehnung  der  durch  m-f-1  einander  unendlich  nahe  Curven- 
puukte  bestimmten  linearen  m dehnung. 

„Die  mte  Fundameutalaxe  der  Curve  ist  dann  das  inner- 
halb der  osculirenden  m dehnung  im  laufenden  Curvenpunkte  errichtete 
Lot  auf  der  osculirenden  (m  — 1)  dehnung.  Die  erste  ist  die  Tan- 
gente.“ 

Da  hiernach  das  Lot  auf  allen  in  letzterer  enthaltenen  Geraden, 
somit  auf  allen  vorhergehenden  Fundamentalaxen  senkrecht  steht,  so 
folgt,  dass  überhaupt  alle  Fundamentalaxen  zu  einander  rechtwinklig 
sind. 

Der  laufende  Curvenpunkt  T sei  nun  Anfang  der  Coordinaten 

k 

x{k  — 1,  2,  . . . »),  wofür  wir  gewöhnlich  kurz  x schreiben,  bezüg- 

k 

lieh  auf  eiu  Axensystem  von  fester  Stellung.  Ferner  seien  «/,(/*  = 1 , 
2, . . . n)  (oder  kurz  a>,)  die  Richtungscosinus  der  Fundamcntal- 
axen  gegen  die  x.  Um  sie  auf  Invarianten  der  Curyo  zurückzu- 
führen, setzen  wir 

^2  dy au'  «“•  1 \;h ’(j  =»  1,  2,  . . . n)  (1) 

wo  der  Strich  die  Differentiation  nach  dem  Bogen  der  Curvo  s be- 
zeichnet. Danu  folgt  aus  der  Orthogonalität  der  beiden  Axensysteme . 

II 

Om  — Ct g Pytti  (2) 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  unter  den  n Grössen  P nur  zwei 
von  0 verschieden  sind. 

Seien  xu  (h=  1,  2,  . . . t»)  die  Coordinaten  von  m Curvenpuukten 
T2,  . . . Tm  in  unendlich  kleinen  Bogeuabstäudcn  uu  von  T: 
Dio  Punkto  2’,  2T,,  . . . Tm  liegeu  auf  einer  durch  sie  bestimmten 
linearen  m dehnung  erzeugt  vom  Punkte 

m 

2 xh{vk)  (3) 

i,-.i 
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bei  unabhängiger  Variation  der  Parameter  (vh). 
Reiheuentwickelung  wird 


Th  — 


CO 

£ 

;.=i 


xO) 


Nach  taylor’scher 


Führt  man  diesen  Ansdruck  ein  und  ersetzt  die  m Unabhängigen  (va) 
durch  ebensoviel  neue  Unabhängige  va  gemäss  der  Substitution 


so  wird 
wo  der  Rest 


v vaa(va) 

£ — . , • = rA  (A  — 1,  2.  ...  m) 

i,-\ 


',n  - A’  II 

a=i 


m 


« v>,' 


n « 2;  (va)  £ v~  jl(') 

h -i  ;.=ni  ii  A i 


wenn  sämtliche  w/,  in  1.  Ordnung  gleichzeitig  verschwinden,  für  end- 
liche va,  wo  auch  (v*)maw  endlich  bleibt,  unendlich  klein  ist.  Daher 
ist  die  genaue  Gleichung  der  osculireuden  mdehnung: 


m 

zm  = 2:  xW  VA  (4) 

A=l 

Diese  zunächst  muss  ein  Punkt  Vm  der  roten  Fundamcntalaxe  mit 
der  Coordinato  zm  erfüllou.  Ausserdem  muss  dio  Gerade  TVm  auf 
der  osculirenden  (m  — 1)  dehuung,  d.  i.  auf 

m —1 

*//»- 1 — 2 
/i=l 

senkrecht  stehen,  d.  h.  es  muss  für  jedes  v ^ 


also  auch  einzeln 


M 

£ ZiiiZin—i  c=  0 


» 

JT 


hn  X(U)  =0  (f*  =*  1,  2,  . 


w — 1 ) oder 


m H 

£ t-A  2:  *(')*(.«>  = 0 (u  - 1,  2,  . . . »«-1) 

A=1  k-l 


(5) 


sein.  Durch  diese  m — 1 homogenen  Gleichungen  siud  die  m Grössen 
va  bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor  Q bestimmt.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

A/u  = £ iMxM  (6) 

*=1 


so  wird 
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Vv  <=  Qbvm  WO 


(7) 

\ (8) 


Ist  nun 


Qf'm  — V £ *»<* 

*=i 


(9) 


der  Radiusvector  von  Fm,  also 


JZfrt 
Q>  fm 


Qm 


so  erliält  man  nach  Einführung  des  Wertes  (7)  in  Gl.  (4): 


m 


Qm  — A bpm  ) 
7-1 


und  nach  Auflösung  dieser  Gleichung  angewandt  auf  m 
i»,  m -f-  1 : 


*(*’)  = £ Cyrdx 
X=1 


(10) 

1,2,... 

dl) 


Gl.  (10)  differentiirt  gibt: 


»I 


T m Q m "f“  t'm'  dm  — A.  {brin :r^r  1 brm 

1=1 


nach  Gl  (11) 


Ml  J>4-1  V 

{ brm  A.  ^xr|  1 ~}~  Är«i  A 

r=l  x — 1 yzz  1 


(12) 


Multiplicirt  man  mit  ag  und  summirt  von  h = 1 bis  k = «,  so  ver- 
schwinden zur  Rechten  alle  Terme  für  folglich  überhaupt 


alle  für  g > m + 1,  und  man  hat: 


Pgm  — 0 für  g Wi-j-1 

Da  aber 

Pfm+Pmt  1=3  £ {°<J  ainY  = 0 
Jk= 1 

so  ist  auch 

Pgm  =0  für  m > g -f- 1 oder  g < m — 1 
Endlich  ist  auch  für  g — m 

7V».  - \Z  («mV  = 0 

*=i 
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folglich  sind  in  Gl.  (2)  zur  Rechten  nur  die  2 Terme  g <=  h—  1 
und  <7  ==»  /t  -f- 1 nicht  null.  Setzt  mau 


so  lautet  sie: 


A-h.a  = — Phh  fi  = ph 
ui/  — a/,+  l ph  — ai,-ipi,~\ 


(13) 


14 

= A fl/* -fl  a/,1 
*=1 


(14) 


Oiesc  für  //  = 1,  2,  . . .n  gültigen  Gleichungen,  in  denen  natür- 
lich für  h — 1 das  zweite,  für  h — n das  erste  Glied  der  Rechten 
als  null  zu  betrachten  ist,  sind  zunächst  als  Differentialformeln  die 
Verallgemeineruug  derjenigen,  welche  von  französischen  Mathematikern 
die  Fundamentalformeln  der  Curveutheorie  genannt  werden.  Die 
allgemeinere  Aufstellung  zeigt  nun  deutlich,  dass  die  jetzt  in  Frank- 
reich ausschliesslich  angewandten,  Herrn  A.  Serret  als  Autor  zuge- 
schriebcuen  Differentialformeln  mit  Unrecht  von  Monge’s  Vorzeichen- 
bestimmuug  des  zweiten  Gliedes  abweichen.  Man  sieht,  dass  zwar 
sämtliche  pu  nach  Definition  ein  willkürliches  gemeinsames  Dop- 
pelzciohen  haben,  dass  aber,  sofern  ph  und  ah  überhaupt  Functionen 
von  h sind,  die  zwei  Glieder  nicht  beide  positiv  sein  können.  Die 
Unregelmässigkeit  der  Serret’schcn  Formeln  erklärt  sich  aus  dem 
Wunsche  die  Vertauschbarkeit  von  Tangente  und  Binormale  nicht 
durch  Vorzeichcnwechsel  complicirt  zu  machen.  Dabei  wird  aber 
nicht  beachtet,  dass  die  Orthogoualcoefficientendeterminante  ■=*  1 
durch  jene  Vertauschung  in  — 1 übergeht. 

Die  Gl.  (13)  kann  ferner  in  der  Form 


ah  -f-uA-i  />/(-, 

«a  |-i  — : 

Ph 

zur  recurrenten  Bestimmung  von  «/,  dienen,  wenn  zuvor  die  />/,  be- 
kannt sind.  Multiplicirt  man,  um  ihre  Werte  zu  finden,  Gl.  (12) 
mit  fi  und  summirt  über  alle  Werte  von  1-,  so  bleibt  zur  Rechten 
nur  ein  Term  nicht  null,  und  man  fiudet: 


r m Pin  — Cjn+1,  m-f-l  (15) 

Nach  Gl.  (10)  und  (11)  ist  aber 

in  — i 

m — 1 r«  — 1 r 

cs=  iffllN  (Om»  öl»  ■}"  A Cynt  (1x)  — j—  A IßptH  2 CxvOy 
x=l  r=l  x=l 
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Da  alle  x < m sind,  so  muss 
es  bleibt  nur: 

rm 

Gl.  (15)  wird  also 


der  Coefücient  jedes  null  sein,  und 

— hm  tu  Cm  in 


Nach  Gl.  (8)  ist 


Pm  — 


rm+\ 

rm 


b 


nun 


-f-1 , »i+  1 


(IC) 


bmtn  — 1 A/./n  | (A,  fi  — 1,2,.  . • W 1) 
wofür  wir  abkürzend  schreiben  bM.  Dann  lautet  Gl.  (13): 


rm  { 1 bm  1'ih  bm—l 

fl  m — lhn-rl  j fl  tu  — 1 ~ ' « " (17) 

',ni  + 1 ?'m  — 1 ',m 

Es  bleiben  noch  die  Grössen  r,„  in  den  darzustellen.  Der 
Punkt  VM  war  anfangs  ein  willkürlicher  auf  der  m ten  Fundamental- 
axe  Er  wird  ein  bestimmter,  wenn  wir  in  Gl.  (7)  Q = 1 setzen; 
denn  daun  wird  nach  Gl.  (4)  (9) 


tti 

2 

v=l 


X^b 


>vm 


rm 


M 


hl 

{ ^ 

v=l 


a-5)  Ärm}1 


Führt  man  in  Gl.  (17)  z„ , = rmam  ein,  so  lautet  sie: 


**  1 _ . 


rm  rj 

■ 5 in  — 2»)i  1 1 

r m 


bm 
bm. fl 


2 

r„,-V 


rm‘ 

'//»—  l ..  « 


bm  — | 

bm 


(18) 


Alle  Terme  dieser  Gleichung  sind  rational.  Wir  sehen  ihre  Zähler 
und  Nenner  als  ganze  Functionen  der  Oifferentialquotieuten  von  x 
an  und  beobachten  nur  diejenigen  A;.u,  in  denen  A-j-ft  seinen  grössten 
Wert  hat.  In  den  beiden  Nennern  »•„,*  und  &»,}i  ist  dies  Amm,  und 
zwar  findet  mau : 


r„,2  «=>  2 x(m)  XUn)b,„tn*- f-  . . . =»  Amm  bm~  -j“  . . . 

t=l 

^»»  + 1 — - A „t ui  bm  - j~  . . . 

Gl.  (18)  ist  unerfüllbar,  wenn  nicht  diese  2 polynomischen  Nenner 
gemeinsame  polynomische  Factorcn  haben.  Da  nun  Amm  iu  keinem 
andern  Term  vorkommt,  so  müssen  alle  Terme  beider  Grössen  ein- 
ander entsprechen  und  den  ausgeschriebenen  Termen  proport ionirt 
sein.  Folglich  haben  sic  selbst  das  gleiche  Verhältnis,  d.  h.  es  ist 

r,u*  =r  bm  bm  1 

und  nach  Gl.  (IC) 
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1 Yfiscellen. 


Pm 


Vbm  bm+ 2 
&m  + t 


explicite  in  Differentialquotienten  der  x dargestellt.  pm  bedeutet  die 
mte  Krümmung  der  Curve.,  zunächst  für  m — 1 und  2;  denn 

pt  = £ a2  und  ;)j*  = £at' 

sind  in  der  Tat  gleich  der  Krümmung  und  Torsion  einer  Raumcnrve. 
Diese  Ausdrücke  definiren  die’  Krümmung  als  cos.  des  Winkels 
zwischen  der  Hauptnormalo  und  consecutiven  Tangente,  die  Torsion 
als  cos.  des  Winkels  zwischen  der  Binormale  und  consecutiven  Haupt- 
normale, beide  dividirt  durch  das  Curvenelement  3*.  Analog  kann 
man  nun  definiren : 


,,Die  mte  Krümmug  ist  der  Grenzwert  des  cos.  des  Winkels 
„zwischen  der  (m-j-l)ten  Fundameutalaxe  und  der  consecutiven 
„m  ten  Fundamentalaxe,  dividirt  durch  das  Curvenelement“ 

Nach  Gl.  (14)  ist  sie  ausgedrückt  durch 

♦* 

Pm  “ £ + 

k-l 


Ohne  Hülfe  der  recurrenten  Gl.  (13),  also  independent,  gibt 
schon  Gl.  (4)  den  Wort  jedes  a„h  wenn  man  r/»  nach  Gl.  (7)  (8)  und 
rm  nach  Gl.  (9)  ausdrückt,  nämlich 


r,n  " m 


m n [ / 1 —3  1 

£ *(*)  £v(*)rO');\ 

r-l  k-i  t l .**  = !»• 


. v — 1,  v-f  1,  • . . tn 
. in — 1 


doch  ist  jedenfalls  die  Relation  (13)  zwischen  den  a für  die  Theorie 
wichtiger.  R.  Hoppe. 
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Littcrariseher  Bericht 

XLI. 


Methode  und  Principien. 

Piper,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Lemgo:  Ein  mathe- 
matischer Beweis  der  Unsterblichkeit  des  Menschen. 
Lemgo  1887.  Ohle.  39  S. 

Der  Verfasser  giebt  etwa  in  den  drei  ersteu  Vierteln  seiner 
Broschüre  eine  Darstellung  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, die  durch  gut  gewählte  Beispiele  gestützt  klar  und  durch- 
sichtig geschrieben  ist  und  z.  B recht  wol  als  Einleitung  in  diesen 
Wissenszweig  für  das  Selbststudium  oder  als  Leitfaden  zur  Repetition 
für  vorgerückte  Schüler  dieuen  könnte,  zumal  sie  auch  ein  richtiges 
Mass  in  der  Quaniität  des  behandelten  Stoffes  innezuhaltcn  scheint. 
Soll  Ref.  aus  diesem  anregend  geschriebenen  Teile  einiges  heraus- 
greifen, so  sei  es  zunächst  der  auf  S.  7 durch  ein  Beispiel  erläuterte 
Nachweis,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  für  ein  und  dasselbe  fragliche 
Ereigniss  oftmals  subjcctiv  verschieden  ist  je  nach  den  Kenntnissen, 
mit  denen  der  Schätzende  dem  Sachverhalte  gegenübersteht;  ferner 
aber  die  eingehende  Darlegung  der  objectiven  Bedeutung,  die 
dennoch  die  Wahrscheinlichkeit  so  , wie  sie  mathematisch  defmirt 
wird,  in  den  meisten  Fällen  besitzt.  Der  von  Jakob  Bcruoulli 
untersuchte  Zusammenhang  zwischen  dem  ic  des  Mathematikers  und 
der  durchschnittlichen  Anzahl  zutreffender  Fälle  unter  einer  grossen 
Zahl  von  Versuchen,  wir  wollen  kurz  sagen:  „das  Gesetz  der  grossen 
Zahlen“,  wird  von  Piper  in  sinnreicher  Weise  bestätigt  durch  Be- 
nutzung einer  siebenstelligen  Logarithmentafel.  Er  nimmt  die 
Logarithmen  der  10,  30,  100,  300,  1000,  3000  oder  10000  ersten 
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unter  den  Zahlen  1,  11,  21,  31,  , . . 99991,  notirt  die  7te  Ziffer 
ihrer  Logarithmen-Mantisse  und  zählt  ab.  wie  oft  jede  Ziffer  (0,  1, 
2 ...  9)  hierbei  vorkommt.  Nach  dem  Gesetze  der  grossen  Zahlen 

hat  mau  jede  Ziffer  ungefähr  mal  so  oft  zu  erwarten,  als  Zahlen 

benutzt  worden  sind,  d.  h.  ungefähr  1,  3,  10,  30,  100,  300,  1000  mal. 
In  Wahrheit  finden  natürlich  Abweichungen  statt;  diese  Abweichungen 
sind  für  jede  einzelne  Ziffer  procentisch  berechnet  Interessanter 
sind  die  mittleren  Abweichungen:  diese  betragen,  wie  sich  aus 
den  Piper’schen  Zahlen  ergiebt,  für  die  genannten  Intervalle  be- 
züglich 

60  46,67  24  16  I2,g  4,78  3,22  Procent 

der  zu  erwartenden  Gesamtzahl.  Diese  mittleren  Abweichungen 
stellen  eino  schnell  fallende  Reihe  dar  und  bestätigen  eben  hierdurch 
das  fragliche  Gesetz.  Die  Besprechung  des  Gegenstandes  vertieft 
sich,  soweit  es  für  den  Standpunkt  etwa  eines  guten  Primaners 
möglich  war.  — Später  geht  Piper  auf  die  Gesetze  der  Addition  und 
Multiplication  von  Wahrscheinlichkeiten,  sowie  auf  die  Bestimmung 
der  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen  ein. 

Auf  S.  25  wird  ein  Beispiel  besprochen,  das  auf  eine  unend- 
lich geringe  Wahrscheinlichkeit  führt  oder  vielmehr  auf  w = 0.  Es 
handelt  sich  um  folgendes : „Ich  lege  in  meinen  Garten  eine  Schützen- 
scheibe. Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  nächste 
Meteorstein,  der  zur  Erde  fällt,  diese  Scheibe  treffe  und  zwar  so, 
dass  im  letzten  Moment  der  Schwerpunkt  des  Steines  völlig  genau 
auf  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  gerichtet  sei?“  Soll  die  Scheibe, 
die  lim  Flächeninhalt  haben  mag,  überhaupt  getroffen  werden,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit 

l'iui  l'ini  1 

“ Erdoberfläche  “ 70000  Bill.^  ” TOÖÖiTMh 

(ungefähr);  soll  ihr  hundertster  Teil  getroffen  werden,  so  ist  auch 
jene  100  mal  so  klein  u.  s.  w.:  so  wird  hergeleitet,  dass  die  frag- 
liche Wahrscheinlichkeit  — 0 ist.  Freilich  wäre  es  dennoch  denk- 
bar, dass  die  Scheibe  genau  im  Mittelpunkt  getroffen  würde,  doch 
will  der  Verfasser  „den  Widerspruch  nicht  zu  lösen  versuchen.“’ 
Wir  kommen  später  darauf  zurück.  Jedenfalls  scheint  dies  Beispiel 
«lern  Verfasser  vorgeschwebt  zu  haben,  wenn  er  nun  von  S.  32  an 
die  Principieu  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  anwendet,  um  einen 
Beweis  für  dio  Unsterblichkeit  des  Menschen  zu  führen.  Dieser 
Beweis  scheint  dem  Referenten  nach  verschiedenen  Richtungen  hin 
völlig  verfehlt  und  bedarf  seiner  Ueberzeugung  nach  auch  öffentlich 
der  Widerlegung,  um  nicht  die  Principieu  der  so  oft  gemissbrauchten 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  Misscredit  gebracht  zu  sehen,  indem 
sie  angewendet  werden  auf  ein  transcendentes  Gebiet,  in  welchem 
nun  einmal  bloss  der  Glaube,  nicht  aber  das  Wissen  herrschen  kanu. 


Die  angedeutete  Analogie  liegt  in  folgendem:  mein  Erdenleben 
umfasst  nur  eine  kurze  Spanne  Zeit,  allerhöchstens  etwa  100  Jahre; 
die  Zeit  überhaupt  ist  unendlich.  Wio  es  nun  im  höchsten  Grade 
unwahrscheinlich  ist,  dass  der  Meteorstein  auf  die  Scheibe  im  Garten 
trifft,  ebenso  unendlich  gering  war  a priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
die  mir  beschiedene  Lebenszeit  gerade  in  die  jetzigen  Jahre,  mit  in 
das  Jahr  1891  fiel;  denn  es  hätte  eine  unendliche  Fülle  anderer 
Zeiträume  zu  Gebote  gestanden,  zumal  da  Gottes  Schöpfungswerke 
nicht  notwendig  an  das  Jahr  3762  v.  Chr.  (oder  ein  ähnliches)  ge- 
bunden war.  Verspräche  uns  ein  Mann,  dass  wir  mit  eigenen  Augen 
und  sofort  den  Meteorstein  auf  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  fallen 
sehen  sollten,  und  es  träfe  dies  wirklich  zu,  so  würden  wir  alle  dies 
Ereigniss,  das  a priori  eine  Wahrscheinlichkeit  = 0 bosass,  eben 
nicht  als  Werk  des  Zufalls  ansolion,  sondern  den  Mann  entweder 
für  einen  geschickten  Taschenspieler  oder  für  einen  Kenner  der  uns 
noch  verborgenen  Naturgesetze  oder  für  jemand  halten,  der  mit 
höheren  Mächten  im  Einverständniss  lebt:  wir  würden  an  all  diese 
Dinge  jedenfalls  noch  eher  als  au  ein  reines  Spiel  des  Zufalls  glau- 
ben. In  dem  anderen  Falle,  bei  der  Frage  wegen  des  zeitlichen 
Zusammentreffens  seines  Lebens  mit  der  Gegenwart,  hätte  Piper, 
wenn  er  nun  einmal  den  göttlichen  Willen  mit  in  die  Betrachtung 
cinführte,  eben  diesen  als  einfachste  Erklärung  heranziehen  können: 
dann  fiel  das  Rätsel  fort,  obwol  der  Mensch  selbst  die  Wahrschein- 
lichkeit jenes  Zusammentreffens  a priori  für  verschwindend  klein 
ansah. 

Doch  dies  nur  vorläufig!  Jedenfalls  müssen  wir  unsere  Betrach- 
tung noch  vertiefen.  Es  handelt  sich  nämlich  für  Piper  um  eine 
Aufgabe,  bei  der  eine  Wahrscheinlichkeit  der  Ursache  in  Frage 
kommt  Unser  Dasein  ist  ein  Factum,  und  dieses  Factum  kann  nach 
Piper  eine  vierfache  „Ursache“  haben:  entweder  ist  uns  überhaupt 
nur  eino  endliche  Dauer  bestimmt  oder  eine  Dauer,  die  in  Richtung 
der  Vergangenheit,  oder  die  in  Richtuug  der  Zukunft,  oder  endlich 
die  nach  beiden  Richtungen  unendlich  ist.  Wir  stellen  diese  vier 
möglichen  Wurzeln  unsres  Daseins  graphisch  dar,  indem  wir  die 
unendliche  Zeit  durch  eine  gerade  Linie,  unser  gesamtes  Dasein 
durch  eine  direct  darüber  gezeichnete  gerade  Linie  und  insbesondere 
die  uns  auf  der  Erde  beschiedene  Lebenszeit  durch  den  markirten 
Abschnitt  AB  wiedergeben. 

l* 
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I) 


4 B 

1891 


II) 

HI) 


A u 

1891 

A B 

1891 


IV) 


A 

1891 


Nun  besitzt  jede  Ursache,  aus  der  das  betreffende  Ereigniss  mit  un- 
endlich kleiner  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  ist,  selbst  eine  un- 
endlich kleine  Wahrscheinlichkeit-,  es  grenzt  also  an  Gewissheit, 
dass  sie  nicht  vorhanden  gewesen ; jedenfalls  verwerfen  wir  sie  selbst 
unwillkürlich  geradeso  wie  in  dem  erwähnten  Beispiel  vom  Meteor- 
stein den  hier  so  äusserst  unwahrscheinlichen  Zufall.  Genau  so  be- 
urteilt nun  Piper  die  Ursache  I)  uusres  Erdenlebeus  als  eine  un- 
endlich unwahrscheinliche;  die  Gründe  sind  schon  oben  genannt. 
Nun  ist  aber  derselbe  Einwand  wie  gegen  I)  auch  gegen  die  übrigen 
Ursacher  zu  erheben.  Jedenfalls  nämlich  ist  ^mein  gegenwärtiges 
Erden-  und  Menschenleben  ein  durch  Geburt  und  Tod  fest  begrenzter 
Teil  meines  möglicherweise  unendlich  langen  Daseins,  eiu  Teil  über- 
dies, der  durch  das  Bewusstsein  und  das  Gedächtniss,  mit  dem  ich 
Ihn  durchlebe  und  festhalte,  für  mich  von  hervorragender  Wichtig- 
keit ist.  Dass  dieser  ausgezeichnet  wichtige  Abschnitt  meines  Da- 
seins gerade  in  die  Gegenwart  und  mit  in  das  Jahr  1891  fällt,  ist  und 
bleibt  — so  betrachtet  — ein  höchst  merkwürdiges  Ereigniss,  sodass 
dieser  von  Piper  selbst  hervorgehobene  Gesichtspunkt  auch  für  II), 
111),  IV)  bestehen  bleibt.  Er  selbst  bezeichnet  aus  dem  gleichen 
Grunde  II),  sowie  nachträglich  auch  III)  (S.  38)  als  unstatthafte 
Erklärungen,  merkwürdigerweise  aber  nicht  auch  IV).  Für  mich 
aber  ist  das  Ergebniss  dieser  Betrachtung  das  folgende:  da  unter 
den  vier  möglichen  Erkläruugsweisen  meines  gegenwärtigen  Lebens 
keine  mehr  leistet  als  die  andere,  so  ist  eine  Entscheidung  zwischen 
ihnen  auf  Grund  der  Mathematik  überhaupt  nicht  möglich. 

Im  Sinne  Piper’s  war  die  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen  I), 
sowie  auch  II)  und  III)  gleich  *)  Stösst  man  auf  solche  Walir- 


*)  Da  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  verschiedener  Ursachen  verhalten  wie 
die  Wahrscheinlichkeiten  des  fraglichen  Ereignisses  unter  Zugrundelegung  der 
einzelnen  Ursachen,  so  konnten  wir,  die  wir  die  letzteren  säjntlich  unend- 
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scheiulichkeiten,  so  hat  man  stets  einen  Fehler  in  der  Frage- 
stellung gemacht.  Zwei  Beispiele  aus  der  Geometrie  mögen  dies 
erläutern.  Vor  uns  liegt  ein  Blatt  Papier;  darauf  gezeichnet  ist  eine 
gerade  Linie.  Ausserhalb  derselben  befindet  sich  ein  fester  Punkt, 
um  den  ein  fest  damit  verbundenes  Lineal  drehbar  ist.  Mau  soll 
dem  Lineal  mit  verschlossenen  Augen  die  zur  geraden  Linie  parallele 
Richtung  geben.  Mit  welcher  Wahrscheinlichkeit  gelingt  der  Ver- 
such? Die  Antwort  wird  verschieden  ausfallen  je  nach  der  gefor- 
derten Genauigkeit,  wobei  mau  freilich  sich  vorstellen  muss,  es  gäbe 
praktisch  ein  Mittel  die  Parallele  von  den  annähernd  parallelen  Ge- 
raden streng  zu  sondern.  Die  Wahrscheinlichkeit  erscheint,  wenn 

absolute  Genauigkeit  verlangt  wird,  als  lässt  man  geringe  Nei- 
gungen zu,  vielleicht  bis  zu  einer  Bogenminute,  so  ergeben  sich  leieht- 
bcrccheubare  endliche  Werte,  iu  uuserm  Beispiel 

2 1 
180.60  ~ 5400 

Da  nun  “ unweigerlich  null  gesetzt  werden  muss,  das  Treffen 

CO 

der  parallelen  Lage  aber  dennoch  denkbar  ist,  so  entscheide  ich 
mich  dafür  die  streng  anfgefasste  Frage  überhaupt  für  fehlerhaft 
zu  erklären.  Es  handelt  sich  hier  um  die  Unvergleichbarkeit  von 
Punkt  und  Linie:  wie  zahlreiche  Punkte  niemals  einen  Kreis  zu- 
sammensetzen können,  also  auch  nicht  gefragt  werden  kann : „Der 
wievielte  Teil  von  der  ganzen  Peripherie  ist  einer  ihrer  Punkte?“ 
— so  kann  auch  eine  singuläre  Stellung  des  Lineals  nicht  ver- 
glichen werden  mit  der  Gesamtheit  der  durch  Drehung  hervorgehen- 
den auderen  Lagen.  Die  richtige  Fragestellung  wird  vielmehr  einem 
ausgedehnten  Bereiche  gegenüber  auch  nur  das  Treffen  eines 
Teilbereiches  fordern  dürfen,  im  obigen  Falle  also  annähernd 
parallele  Lagen  zulasseu  müssen.  — Noch  auffallender  erscheint  das 
Resultat,  wenn  der  singuläre  Fall  eiu  besonders  ausgezeichneter  ist. 
Ein  Kegel  möge  geschnitten  werden:  mit  welcher  Wahrscheinlich- 
keit wird  man  eine  Parabel  erhalten?  Leicht  macht  man  durch 
Festsetzung  gewisser  Nebeubedingungen  für  die  Führung  des  Schnittes 
die  Aufgabe  identisch  mit  der  von  der  Parallele.  Auch  hier  ergiebt 

sich  die  Wahrscheinlichkeit  — , eiu  Fingerzeig,  dass  die  Frage 

überhaupt  falsch  war:  mau  muss  hier  neben  der  Parabel  noch  ge- 

i 

lieh  klein  von  der  nämlichen  Grössenordnung  befunden  haben,  die  erstcrcn 
dennoch  für  endlich  ansehen,  aber  derart,  dass  uns  ihre  Verhältnisse  und  also 
auch  ihre  absoluten  Beträge  unbekannt  bleiben. 
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wisse  Ellipsen  und  Hyperbeln  zulassen,  deren  erlaubte  Abweichung 
von  jener  mathematisch  in  der  verschicdeustcn  Weise  festgesetzt 
werden  könnte.  — Jedenfalls  ergiebt  sich  aus  der  augestellten  Be- 
trachtung, dass  die  von  Piper  durchgeführte  Untersuchung  von  vorn- 
herein zur  Unfruchtbarkeit  verurteilt  war.  Nebenbei  erledigt  sich 
so  auch  der  vom  Verfasser  erwähnte,  aber  nicht  aufgedeckte  Wider- 
spruch betreffs  der  genau  in  ihrem  Mittelpunkt  zu  treffenden  Scheibe 
(S.  25):  auch  dort  liegt  der  Fehler  schon  in  der  Fragestellung. 

Aus  der  Zufälligkeit  der  Lage  der  uns  zugemessenen  Lebonszcit 
schliesst  Piper,  dass  uuscr  eigentliches  Dasein  von  allen  zeitlichen 
Schranken  frei  sein  müsse.  Wie  nun,  wenn  man  ähnliche  Schlüsse 
auf  Raum  und  Individualität  ausdehucn  wollte?  Wie  gross  war  a 
priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gerade  in  dein  und  dem 
Hause  der  und  der  Stadt  in  Deutschland  (uud  auf  der  Erde)  ge- 
boren wurde?  Soll  man  hier  nicht  wieder  den  Schluss  ziehen,  dass 
unser  gesamtes  Dasein  nach  uud  nach  den  ganzen  Raum  durch- 
wandern oder  irgendwie  umspannen  muss?  Ferner:  wie  zufällig, 
dass  ich  gerade  als  Deutscher,  als  Abkömmling  der  und  der  Familie 
von  bestimmtem  Staude,  Coufession,  Charakter,  Vermögen  u.  s.  w. 
geboren  ward:  auch  dies  hatte  a priori  betrachtet  eine  äusserst  ge- 
ringe Wahrscheinlichkeit.  Welches  reiche  Gebiet  für  die  Phantasie 
tut  sich  hier  auf,  und  doch  wie  öde  für  den  Vcrstaud!  Doch  gerade 
durch  solche  Analogien  erkennt  mau  deutlich  das  Unberechtigte  der 
Piper’schon  Schlussweise! 

Aber  noch  von  einer  ganz  anderen  Seite  müssen  wir  die  De- 
ductioueu  Piper’s  betrachten.  Eino  Uebertragung  derselben  etwa 
auf  den  Tisch,  der  vor  uns  steht,  schneidet  er  selbst  ab,  und  ebenso 
hebt  er  ausdrücklich  hervor,  dass  er  für  andere  Menschen  die 
Unsterblichkeit  nicht  in  gleicher  Weise  wie  für  sich  selbst  be- 
weisen, sondern  nur  durch  Analogie  erschlossen  könne.  Denn 
weder  die  jetzige  Existenz  eines  Tisches  noch  die  anderer  Menschen 
gehöre  für  ihn  zu  den  „merkwürdigen“  Ereignissen:  habe  es  doch 
zu  allen  Zeiten  Tische,  zu  allen  Zeiten  auch  Menschen  gegeben. 
Aber,  sagt  er  (S.  37):  „dass  ich  gegenwärtig  existire,  das  ist  für 
mich  unter  allen  Tatsachen  die  am  meisten  ausgezeichnete;  ohne 
dieselbe  würde  es  für  mich  überhaupt  nichts  geben.“  Die  hervor- 
ragend „merkwürdigen“  Ereignisse  aber  verlangen  wir  stets  durch 
mehr  als  durch  blossen  Zufall  erklärt  zu  sehen;  dieser  letztere  be- 
friedigt uns  als  Erkläruugsgrund  nur  bei  den  durch  nichts  Beson- 
deres ausgezeichneten,  an  Zahl  so  ungleich  häuligereu,  „gewöhn- 
lichen“ Ereignissen.  Wiederum  denke  man  an  den  Meteorstein: 
fällt  er  statt  auf  unsere  Scheibe  irgendwo  in  Amerika  nieder,  so 


Digitized  by  Google 


Litterarischer  Bericht  XL1. 


r* 

i 


finden  wir  das  nicht  merkwürdig  uud  sprechen  von  Zufall;  wie  an- 
ders, wenn  die  Scheibe  vor  unseren  Augen  in  ihrem  Mittelpunkt  ge- 
troffen wird!  Den  Zufall  würden  wir  dann  für  völlig  ausgeschlossen 
halten.  So  reicht  auch  der  Zufall  wol  aus  zu  erklären,  dass  gerade 
dieser  Tisch  (uud  kein  anderer)  jetzt  vor  mir  steht,  dass  gegenwärtig 
der  Sultan  Abdul-Hamid  (und  nicht  ein  Soliman  oder  eiu  Abdul- 
Medschid)  auf  dem  türkischen  Tnroue  sitzt;  nicht  aber,  dass  ich 
gerade  jetzt  lebe,  denn  das  ist  für  mich  die  „im  höchsten  Grade 
vor  anderen  ausgezeichnete  Tatsache.“ 

Diesem  Ideengauge  gegenüber  ist  erstens  zu  erwähnen,  dass  das 
Merkwürdige,  was  in  meinem  jetzigen  Dasein  liegt,  doch  bloss  sub- 
jectiv  vorhanden  ist,  während  ein  Herabfallen  des  Meteors  auf  deu 
Mittelpunkt  der  Scheibe  gleichrnässig  von  jedermann  als  merkwürdig 
angesehen  werden  würde,  und  dass  es  die  Mathematik  füglich  nur 
mit  objectiv  anerkannten  Vorstellungen  zu  tun  haben  kann  Ferner 
aber,  und  dies  ist  der  Hauptpuukt:  nicht  die  gegenwärtige  Spanne 
Zeit  ist  es,  wodurch  mein  jetziges  Dasein  mir  als  hervorragend  ausge- 
zeichnete Tatsache  erscheint,  sondern  der  Umstand,  dass  eben  ich 
es  bin,  der  da  ist.  Bei  unsrer  bisherigen  Ergründung  und  Prüfung 
der  Piper’scheu  Ideen  hatten  wir  es  mit  der  Frage  zu  tun:  „Wie 
gross  war  a priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass,  wenu  ich  über- 
haupt leben  sollto,  ich  gerade  im  Jahro  1891  dasein  würde?“ 
Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  ihrem  Werte  nach  zwar  völlig  unbe- 
kannt, sicherlich  aber  ungefähr  gleichzusctzeu  der  entsprechenden 
Wahrscheinlichkeit  für  jeden  unserer  Zeitgenossen.  Um  diese 
Wahrscheinlichkeit  kann  es  sich  also,  wenu  mau  mit  Piper  einen 
Unterschied  macht  zwischen  dem  Ich  uud  der  Aussenwelt,  nicht 
handeln;  der  Bedingungssatz  „wenn  ich  überhaupt  leben  sollte“  muss 
vielmehr  fortfallen,  und  ebenso  kann  die  Frage  nach  der  Zeit  vor- 
läufig ausgeschiedou  werden,  da  bei  einer  anderen  Zeit  unseres 
Erdenlebens  diese  letztere  ebenso  sehr  oder  ebenso  wenig  merk- 
würdig erscheinen  würde  als  die  Gegenwart.  Es  muss  also  dem 
Verfasser  die  freilich  nirgends  so  formulirte  Frage  vorgeschwebt 
haben,  die  einen  so  starken  Gegensatz  zwischen  dem  Ich  uud  dessen 
Mitmenschen  rechtfertigt:  „Wie  gross  war  a priori  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  ich  überhaupt  dasein  würde?“  Uud  diese  Frage  ist 
logisch  völlig  unhaltbar,  denn  sie  anticipirt  das  Ich  uud  setzt  es, 
während  es  noch  gar  nicht  vorhanden  ist,  zukünftig  als  vorhan- 
den. Natürlich  konnte  ein  Anderer,  der  vor  meiner  Geburt  schon 
lebte,  eine  solche  auf  mich  bezügliche  Frage  tun;  aber  so  ist  sie 
hier  nicht  gemeint,  denn  dann  verliert  sich  wieder  alles  „Merkwür- 
dige,“ da  für  deu  Aussensteheudcu  ich  ebenfalls  ein  Ausscnstehen- 
der  bin. 
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Fragt  man  nach  der  Wahrscheinlichkeit  (a  priori),  dass  über- 
haupt in  einem  künftigen  Jahre  Menschen  dasein  werden,  so  ist 
dieselbo  für  abschbaro  Zeiträume  = 1,  denn  zu  alleu  Zeiten  kehren 
die  Bedingungen  wieder,  unter  denen  neuen  Menschen  das  Dasein 
gegeben  wird.  Ganz  anders  stellt  sich  die  Frago,  wenn  von  dem 
künftigen  Dasein  eines  näher  zu  definirenden  einzelnen  Menschen 
die  Rede  ist.  Die  Schwierigkeit  liegt  hier  zunächst  in  der  Frage 
selbst,  denn  wie  lässt  sich  ein  noch  gar  nicht  lebender  Mensch  schon 
im  voraus  so  charakterisiren , dass  man  von  einer  eindeutigen  De- 
finition sprechen  könnte?  Man  denke  etwa  an  denjenigen  Zukunfts- 
menschen, der  zum  ersten  Mal  seinen  Fuss  auf  den  Nordpol  setzt. 
Wie  seine  Existenz  überhaupt  fraglich  ist,  so  ist  es  die  Zeit  seines 
Auftretens  noch  viel  mehr.  Immerhin  hätte  die  Frage:  „Mit  welcher 
Wahrscheinlichkeit  dürfen  wir  ihn  und  seine  Tat  im  Jahre  1950  er- 
warten?“ logisch  nichts  Austössiges,  Widersinniges.  Noch  anders 
aber  verhält  es  sich  mit  dem  Ich.  Das  Ich  lässt  sich,  bevor  es  zum 
Dasein  gelaugt  ist,  überhaupt  nicht  charakterisiren  oder  detiniren, 
und  dio  Frage:  „Welches  war  a priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
ich  existireu  würde,“  oder  specieller:  dass  ich  gerade  im  Jahre 
1891  existireu  würde?“  bat  überhaupt  keine  Berechtigung.  Und 
auch  die  B’rage  nach  einer  Wahrscheinlichkeit  gewisser  Ursachen 
unsres  Daseins  würde  sofort  logisch  falsch , wenn  wir  sie  mit  Be- 
schränkung auf  das  Ich  aufwerfeu  wollten:  die  Wahrscheinlichkeit 
der  Ursacho  setzt  bei  ihrer  Definition  im  allgemeinen  , sowie  bei 
ihrer  Berechnung  im  einzelnen  Falle  stets  die  Wahrscheinlichkeit 
des  Ereignisses  auf  Gruud  dieser  Ursacho  voraus  ; da  aber  dio  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ereignisses  selbst  logischerweiso  hier  nicht  in 
Frage  kommen  konnte,  so  auch  nicht  die  Wahrscheinlichkeit  etwaiger 
Ursachen.  — Am  allerwenigsten  kaun  aber  das  von  Piper  auf 
S.  31  eiugeschiagcno  Scblussvcrfahren  gebilligt  werdeu,  wo  von  der 
Vorbedingung  die  Rede  ist,  dass  so  und  so  viele  Menschen  vor  mir 
gelebt  uud  das  heiratsfähige  Alter  erreicht  habeu  müssen:  indem 
Piper  bis  aut  Moses’  Zeit  zurückgeht,  findet  er  so  eine  Wahrschein- 
lichkeit von  Es  werden  hiermit  die  Vorbedingungen  und  Ur- 

sachen wol  für  das  Leben  eines  bestimmt  definirteu  Menschen  über- 
haupt angegeben,  der  zur  Zeit  1891  leben  sollte,  nicht  aber  die 
Ursachen  gerade  für  das  Ich.  Den  Fehler  hätte  Piper  schon  daran 
entdecken  können,  dass  er  diese  letzte  Schlussweise  auch  auf  seine 
Mitmenschen,  auf  den  Sultan  Abdul-IIamid  u.  s.  w.,  hätte  anwenden 
können,  obwol  er  doch  in  anderem  Zusammenhang  deren  Dasein 
ganz  verschieden -wahrscheinlich  taxirt  als  sein  eigenes. 

Wir  fassen  kurz  die  berührten  Punkte  nochmals  zusammen. 
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In  mannigfaltiger  Weise  sucht  Piper  die  Wahrscheinlichkeit  a 
priori  für  mein  Dasoin  in  der  Gegenwart  als  eine  unendlich  kleine 
oder  als  eine  mit  dem  Wert  0 behaftete  hinzustellen,  um  dann  auf 
Grund  des  Wunders,  dass  ich  dennoch  jetzt  bin,  die  Unsterblichkeit 
als  einen  deus  ex  maehina  hervorspriugen  zu  lassen.  Das  Wunder- 
bare kann  nun  erstens  darin  gesucht  werden,  dass  eine  endliche 
Zeitstrecke  innerhalb  der  unendlichen  Zeit  gerade  so  und  nicht 
anders  angenommen  worden  ist:  in  dieser  Beziehung  erklärt  aber 
seine  Ursache  IV)  nicht  mehr  als  die  Ursachen  I),  II)  und  III); 
überdies  gelangt  man  auf  verschwindende  Wahrsclicinlichkeiswerte, 
die  au  sich  stets  auf  einen  Fehler  in  der  Fragestellung  himveisen. 
Zweitens  kann  das  Rätsel  des  Selbstbewusstseins  herangezogen  wer- 
den, dieses  Centruins,  um  welches  sich  erst  alle  Vorstellungen  grup- 
piren  müssen  Durch  Betrachtung  desselben  setze  ich  mich  in 
scharfen  Gegensatz  zur  übrigen  Menschheit  und  gewinne  einen 
Standpunkt,  von  wo  aus  i h r Dasein  mir  nicht,  wol  aber  mein  oigenes 
höchst  merkwürdig  erscheint.  Da  mciuo  Persönlichkeit  ferner  eine 
fest  geschlossene,  nachträglich,  wo  ich  lebe,  leicht  charaktcrisirbare, 
aber  doch  rein  individuelle  ist,  so  schwebt  als  Wahrscheinlichkeit 
a priori  für  dieses  mein  Sein  eine  um  so  geringere  vor,  je  weiter 
die  Detaillirung  in  der  Charakteristik  meiner  Person  jederzeit  ge- 
trieben werden  könnte  Bei  näherer  Betrachtung  aber  stellt  sich 
dio  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit  a priori  für  mein  Sein  als 
logisch  falsch  heraus,  weil  sie  ein  Nichtsein  des  Ich  zu  ihrer  Grund- 
lage macht. 

Wir  müssen  daher  die  Piper’schen  Betrachtungen,  mögen  sie 
nun  auf  die  Zeit  unsres  Lebens  oder  auf  das  Ichbewusstsein  den 
Hauptaccent  legen,  für  durchaus  verfehlt  und  irrig  erklären,  fühlen 
uns  aber  dennoch  dem  Verfasser  zu  Dank  verpflichtet,  da  er  uns 
zur  näheren  Prüfung  von  Fragen  angeregt  hat,  die  wie  für  uns,  so 
gewiss  auch  für  viele  andere  von  hohem  Interesse  waren. 

Alfred  Holtze,  Gymnasiallehrer 
in  Naumburg  a.  S. 


Einige  kritische  Bemerkungen  über  die  Grass  man  n ’sche  Aus- 
dekuung8lehre  und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Raum- 
curven. 

In  der  Abhandlung  über  die  Anwendung  der  Ausdehnungslehre 
auf  die  allgemeine  Theorie  der  Raumcurven  *)  begründet  Herr 

lj  Anwendung  der  Ausdchnungslehre  auf  die  allgemeine  Theorie  der 
Knumcurven  von  H.  Grassmaiin.  1886.  Beilage  zum  Programm  der  lateini- 
schen Hauptschule  zu  Halle  a.  S. 
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H.  Grassmann  die  Aufstellung  der  Ausdehnungslehre  damit,  dass 
dieselbe  die  geometrischen  Grössen  direct  der  Rechnung  unterwirft, 
ohne  sie  vorher  ihres  geometrischen  Gewandes  entkleidet  zu  liabeu, 
während  die  gewöhnliche  analytische  Geometrie  au  Stelle  der  geome- 
trischen Grössen  gewisse  für  dieselben  charakteristische  Zahlen  ein- 
führt, mit  diesen  Zahlen  rechnet,  und  die  Resultate  wieder  in  die 
geometrische  Sprache  übersetzt.  Wir  wollen  untersuchen,  ob  das 
oben  Gesagte  in  der  Ausdehuugslehro  verwirklicht  wird. 

In  der  Ausdehnungsichre  zerfällt  die  einfache  Multiplication  in 
eine  äusscro  und  innere;  in  der  erstoren  werden  wirklich  die  Strecken 
als  geometrische  Grössen  aufgefasst,  in  der  zweiten,  der  inneren 
Multiplication  werden  die  geometrischen  Grössen  noch  viel  abstracter 
behandelt  als  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie.  Zur  Be- 
gründung der  inneren  Multiplication  wird  nämlich  eine  Längezald 
gleich  einer  Flächenzahl  gesetzt  Um  dieses  jedoch  ausführen  zu 
können,  muss  man  von  jeder  Bezeichnung  der  Zahl  absehen,  und 
nur  am  Ende  der  Rechnung  wird  man  mit  der  Zahl  den  Begriff  der 
Länge  verbinden  können.  Die  Ausdehnungslehre  verliert  hier  gäuz- 
lieh  das  ihr  Eigentümliche  und  wird  abstract.  Sobald  mau  nun  be* 
achtet,  dass  mau  in  der  inneren  Multiplication  mit  gäuzlich  unbe- 
nannteu  Zahlen  zu  tun  hat,  so  wird  man  ohne  weiteres  einsehen, 
dass  für  sie  alle  Multiplicationsregeln  gültig  siud,  da  ja  diese  Zahlen 
unseren  gewöhnlichen  entsprechen.  Etwas  anderes  ist  es,  wenn  die 
Zahl  ausser  der  Länge  auch  die  Richtung  angebeu  soll. 

Die  innere  Multiplication  wird  durch  das  Symbol  [a  J b]  ange- 
deutet, welches  durch  Definition  dem  Ausdruck  ab  cos  (ab)  gleich- 
gesetzt wird,  wo  a und  b die  absoluten  Zahlen  sind.  Wir  wollen 
dieses  Product  uns  genauer  auseheu.  | b soll  gleich  der  Flächen- 
zahl cd  sein,  und  heisst  Ergänzung  der  Strecke  b.  In  dem  Pro- 
duct [a  | /;]  giebt  a eigentlich  die  Länge  und  Richtung  der  Strecke 
au.  Infolge  der  der  Definitionsgleichung 

[a  ] />]  = abcos(ab) 

soll  auch  bei  a von  der  Richtuugsangabo  abgesehen  werden.  Die 
relative  Lage  von  a zu  b wird  hier  ebenso  angegeben  wie  in  der 
gewöhulichrn  Geometrie.  Dass  diese  Gleichung  wirklich  eine  De- 
finitionsgleichung ist,  folgt  aus  der  ganz  willkürlichen  Annahme  über 
die  Lage  der  Ergänzung  der  Strecke  zur  Fläche.  Es  soll  nämlich 
| b seukrecht  cd  stehen.  Unzweifelhaft  werden  bei  der  inneren 
Multiplication  die  Grössen  ihres  geometrischen  Gewandes  entkleidet. 

Was  die  Ableitung  des  pythagoräisebeu  Lehrsatzes  betrifft,  so 
bemerke  ich,  dass  im  eigentlichen  Sinne  nur  gezeigt  wird,  dass  es 
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Quadrate  von  Zahlen  giebt,  deren  Summe  gleich  dem  Quadrat  einer 
andern  Zahl  ist.  Dies  deutet  auch  schon  die  Schreibweise  au,  in 
welcher  das  Endresultat  erhalten  wird: 

c2  «=  a*-J-b* 

denn  die  deutschen  Buchstaben  sollen  nur  die  Zahlen  angeben.  Ver- 
bindet man  mit  diesen  Zahlen  den  Begriff  der  Länge,  so  erhält 
man  den  pythagoräischen  Lehrsatz.  Ebeuso  verhält  cs  sich  mit  dein 
verallgemeinerten  Pythagoras.  Die  Ausdchnungslehrc  verlässt  hier 
den  von  ihr  beabsichtigten  Weg,  geht  in  das  Gebiet  der  unbenannteu 
oder  absoluten  Zahlen  über,  uud  nur  mit  Hülfe  neu  eingeführter 
Definitionen  übersetzt  sie  das  erhaltene  Resultat  in  die  geometrische 
Sprache.  Principiell  unterscheidet  sic  sich  also  iu  nichts  von  der 
analytischen  Geometrie,  und  so  können  wir  fragen,  welchen  Zweck 
hat  denn  die  Einführung  der  Ausdehnungslehre,  wenn  durch  sie  die 
Beweise  an  Correctheit  nicht  gewinnen,  die  Abkürzung  seheiubar 
der  Rechnung  durch  die  Einführung  einer  grossen  Auzabl  von  De- 
finitionen aufgehoben  wird. 

Beachtet  mau,  dass  man  in  der  Ausdehnungslehre  streug 
zwischen  benannten  uud  unbenannteu  Zahlen  unterscheiden  muss, 
dann  kann  einem  das  Verständniss  der  räumlichen  Multiplication 
nicht  schwer  fallen.  Von  diesem  Standpunkte  aus  wolleu  wir  die 
räumliche  Multiplication  betrachten. 

Nach  früherem  ist 

[ai]  = | c 

wo  | c eine  uubenannte  Zahl. 

Die  Ergänzung  des  Flächenraums  ab  wird  definirt 

I [ab]  = c 

Sie  ist  also  die  ursprüogliche  Strecke  oder  der  ursprüngliche 
Flächenraum  selbst.  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Strecke  c,  welche 
doch  einen  Flächenraum  repräseutirt,  die  Richtung  augibt.  Letz- 
teres muss  bejaht  werden,  wenn  wir  auf  die  Definition  der  äusseren 
räumlichen  Multiplication  Rücksicht  nehmen.  Es  ist  also  zwischen 
] ,c  und  | [a£]  streng  zu  unterscheiden,  nicht  bloss,  dass  | c eiue 
Strecke  und  [a&]  eiue  Fläche  darstellt,  d,  sondern  dass  J c eine 
unbenaunte  Zahl,  | [ab]  eiue  benannte  ist.  Herr  Grassmaun  scheint 
diesen  Unterschied  zwischen  beiden  Zahlen  nicht  zu  machen,  wenig- 
stens lässt  die  Bemerkung  zu  der  Formel  53)  darauf  schliessen: 
„Die  Grösse  | [ab]  stellt  eiue  Strecke  dar,  welche  senkrecht  auf 
[a&]  steht,  uud  dereu  Längeuzahl  gleich  der  Flächenzahl  von 
[ab]  ist.“ 
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Während  bei  der  Ergänzuug  der  Strecke  c der  Flächenraum 
senkrecht  zu  dieser  Strecke  « construirt  wird,  so  wird  bei  der  Er- 
gänzung eer  Fläche  die  Strecke  senkrecht  zu  deren  Fläeho  con- 
struirt, wobei  natürlich  die  Längeuzahl  der  Strecko  gleich  der 
Flächenzahl  ist.  Sobald  also  in  beiden  Fällen  der  Flächeuraum 
derselbe  ist,  werdcu  | c uud  c zusammenfalleu,  sic  werden  aber 
nicht  ideutisch  werden.  Uebrigeus  kommt  es  bei  der  räumlichen 
Multiplicatiou  gar  uicht  darauf  an,  dass 

| [«£]  = c austatt  [a&] 

steht,  da  mau  bei  der  Aufstellung  ner  Gruudlormelu  sich  eines  tri- 
gonometrischen Satzes  bedient. 

Haben  wir  das  Froduct  [a6  . o<(],  uud  soll  die  innere  räumliche 
Multiplication  ausgeführt  werden,  so  ist  nach  der  Ausdchuungslehro 
zu  schreiben  [ab  | cd].  Führen  wir  die  Ergänzungen  ein,  uud  setzen 
wir  [ai[  = | c\  | [cd]  f 

so  wird 

[ab  1 cd]  = ( | e f J 

In  diesem  Product  ist  ] c eine  unbeuanntc,  f eine  benannte  Zahl. 
Bei  der  iuueren  räumlichen  Multiplicatiou  haben  wir  also  auch  das 
Product  einer  beuannten  mit  einer  uubeuanuten  Zahl.  Solche  Pro- 
ducte  kommen  im  unsereu  Zahlensystem  vor,  wir  können  also  ohne 
weiteres  die  Factorenfolge  vertauschen 

[ I *f]  = [«  I f\ 

i 

T »ics  ist  also  die  innere  Multiplicatiou  des  ersten  Abschnittes.  Hem 
Symbol  [ | ef\  wird  nun  eiu  anderer  Sinn  bcigolegt  als  dem  Product 
[a  | b J.  Da  f tatsächlich  eine  Fläche  repräscutirt,  so  hat  man  nach 
einem  bekannten  Satze 

f = cds\u[cd) 

zu  setzen,  uud  mau  erhält 

[!<?./']  = cc^siu(cd] 

Ist  ab  = cd]  so  wird 

[a&]  = C . f wo  e — f 
also  [ai]2  C"  = a*&*sin2(cö) 

Selbstredend  werden  auch  hier  die  absoluten  Zahlen  a — b genom- 
men. Das  Resultat  stellt  also  eine  absolute  Zahl  dar. 

Die  Formel  38) 
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aisin(a&)  = V(ai)2 

führt  Herr  Grassmann  mit  der  Bemerkung  an: 

„Nebenbei  folgt  aus  der  obigen  Entwicklung  die  Formel  38)“ 

Diese  Formel  hat  jedoch  tatsächlich  gar  keine  Ableitung  ge- 
funden, da  sie  ebeu  eine  geometrisch-trigonometrische  Wahrheit  ist, 
welche  Herr  Grassmann  schon  vor  der  Bemerkung  zur  Formel  38) 
benutzt,  um  das  Product  [a&]  auszudrücken.  Die  Formel  38)  drückt 
diesen  Satz  nur  in  der  Schreibweise  der  Ausdehnungslehre  aus. 

Für  die  äussere  räumliche  Multiplication  wird  die  Definitions- 
Gleichung  aufgestellt 

[ I a | b]  = 1 [ab] 

welche  Formel  sehr  wol  eine  Ableitung  zulässt,  sobald  man  nur  den 
Unterschied  zwischen  benaunten  und  unbenannten  Zahlen  beachtet. 

Bei  der  räumlichen  äusseren  Multiplication  soll  nun  auch  die 
Gültigkeit  des  Gesetzes  über  die  Vertauschung  der  Reihenfolge  der 
Factoren  aufhören.  Wir  haben: 

[ab  =■  cd]',  [ai]  ==>  | e\  [erf]  = | f es  wird 

[ M f]  = \ 0 f] 

Soll  nun  durch  Vertauschung  in  der  Reihenfolge  von  e — f das  Re- 
sultat beeinflusst  werden,  so  müssen  c und  / die  Richtung  angeben. 
Nur  in  diesem  Fall  ist 

[ef]  - - \fe] 

und  hieraus  ergiebt  sich  rückwärts 

[abcd\  = — [edab] 

In  der  Aufgabe  5.  auf  S.  19  ist  das  Product  [ | a J b | c]  zu 
bestimmen.  Natürlich  wird  es  gleich  [abc]  gefunden.  Jetzt  lesen 
wir  Folgendes: 

Verstehen  wir  nun  endlich  noch  unter  der  Ergänzung  einer  Zahl 
a nichts  anderes  als  diese  Zahl  a selbst,  setzen  wir  also  « = «, 
und  somit  auch 

j [abc]  — [abc] 

so  können  wir  das  gewonnene  Resultat  auch  so  schreiben 

[a&c]  = | [abc] 

Ich  bemerkn  hiezu:  Die  Ausdehnungslehre  kennt  keine  Ergän- 
zungen einer  Zahl,  sie  hat  wohl  Ergänzungen  einer  Strecke  und 
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einer  Fläche,  aber  von  einer  absoluten  Zahl  soll  bei  ihr  keine  Rede 
sein.  Zudem  sind  die  Ergänzungen  der  Strecke  und  Fläche  sehr 
von  eiuauder  verschieden,  wie  wir  schon  vorhin  dargetan  haben. 
Wir  können  aus  dieser  Bemerkung  des  Herrn  Grassmann  nur  er- 
kennen, dass  in  der  Ausdehnungslehre  benannte  und  unbenannte 
Zahlen  nicht  unterschieden  werden.  Dieses  zeigt  auch  die  Aufgabe  G) 

Zur  Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  die  Theorie  der 
Raumcurven  wird  die  Gleichung  einer  Raumcurvc  dargestellt  durch 

X = T(() 

wo  x von  einem  bestimmten  Punkt  O an  gerechnet  wird,  und  t eine 
variable  Zahlengrösse  ist.  Für  t kann  man  auch  die  Längenzahl 
des  Bogens  der  Curve  nehmen.  Da  mit  x die  Richtung  verbunden 
ist,  so  ist  durch  die  Gleichung 

X = X(/) 

die  Raumcurve  eindeutig  bestimmt;  eine  Construction  derselben  nach 
dieser  Gleichung  dürfte  wol  unmöglich  sein,  da  nur  für  die  Con- 
struction die  Richtung  von  x wirklich  gegeben  sein  muss. 

Bei  der  Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  die  Raumcurveu- 
theorie  ist  ferner  von  grosser  Wichtigkeit  die  Gültigkeit  der  Grund- 
begriffe und  Operationen  der  Differentialrechnung  in  der  Ausdeh- 
nungslehre. Herr  Grassmann  sieht  die  Gültigkeit  als  bestehend  an, 
was  nicht  richtig  ist. 

Infolge  des  Additionstheorems  der  Ausdehnungslehre  ist  das 
zwischen  x und  x-\-  dx  liegeude  Curvensttick  </x,  sodass  dx  ■=  ds  ist. 
Für  O als  Coordinatenanfang  sei 

AO  — x,  BO  = x-\-dx 
AB  — ds  = dx 

AB  = Y(BC)*-\-x*(d<f)* 

wo  BC  das  gewöhnliche  Differential  und  dy  der  Winkel  zwischen  x 
und  x — dx  ist  Es  ist  aber  das  dx  der  Ausdehnungslehre  grösser 
als  das  der  Differentialrechnung,  1 er  absolute  Zahlenwert  von  dx 
ist  also  gleich  dem  Zahlenwert  des  Bogens,  also 

Y (dx)*  = ds 

Wir  kommen  hier  auf  den  feinen  Unterschied  zwischen  dx  und 
Es  soll  nämlich  dx  die  Richtung  und  die  Länge,  ds  nur  die  Längen- 
zahl des  Curvenbogens  angeben,  denu  uur  auf  diese  Weise  kann 


dann  ist 

Es  ist  nun 
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unter  — eine  Strecke  (Neigungsstrecko  nach  Herrn  Grassmann) 
ds 

verstanden  werden.  Herr  Grassmann  lässt  jedoch  ds  die  Länge  dar- 
stellen, wie  aus  dem  Satz  folgt: 


„Dann  ist  das  zwischen  beiden  Punkten  liegende  Curvenstück 
seiner  Länge-Richtung  nach  gleich  <£r,  während  'die  Länge  allein 
durch  den  correspondirenden  Zuwachs  von  s,  durch  ds  dargestellt 

dx 

wird/*  Wäre  ds  die  Länge,  so  würde  -r-  ausser  der  Richtung  die 

Verhältnisszahl  zwischen  dx  und  ds  angeben.  Von  einer  Strecke 

dx  dx 

könnte  dann  bei  -r  gar  keine  Rede  sein.  Es  ist  also  ~r  weiter 

ds  ds 

nichts  als  der  äste  Teil  von  dx. 


Das  zweite  Differential  findet  man  nach  den  Principien  der 
Ausdehnungslchre  dadurch,  dass  mau  AD  gleich  und  parallel 

dxl  = BE 


macht,  so  ist 


BD  = d*z 


Es  fragt  sich  nun,  ob  der  numerische  Wert  von  d*x  sich  mit  dem 
durch  die  Differentiation  erhaltenen  deckt?  Da  der  absolute  Zahlen- 
wert von  <lx  gleich  ds  ist,  so  wird  auch,  wenn  die  Gültigkeit  des 
gewöhnlichen  Diffcrentiirens  als  richtig  angenommen  wird,  der  absolute 
Zahlenwert  von  d*x  gleich  d*s  sein.  Dies  tritt  nur  ein,  wenn  der 
absolute  Wert  von  x gleich  «-f-const  ist,  was  Herr  Grassmann  durch- 
aus nicht  annimmt. 


Noch  frappanter  zeigt  sich  die  Ungültigkeit  in  folgendem  Bei 
spiel:  Es  ist 


Dieses  Product  ist  aber  nach  der  Dcfiuitionsgleichung  gleich 


wenn  r der  absolute  Zahlenwert  von  x und  — der  absolute  Zahlen- 

ds 


wert  von  y-  ist.  Es  besteht  also  die  Gleichung: 


da 
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*1  — 

ist.  Differentiren  wir  noch  einmal,  so  ist 

d * (x)* 
ds2 


[iix. 

1 dx]  1 

cPxl  , 

r 

[ci* 

1 

r 1 ä?\  = 2cos  < 

+ 2j 


,jCco“tD 


denn  der  Winkel  c-ö  ist  als  Function  von  s anzusehen. 

Führen  wir  nach  der  Definitionsgleichung  die  Multiplicatiou 
aus,  so  ist 

\jdi i j </äJ  / ds2 

[*  I j?J  = * r cos  1*’  m)  = l'  7/.*  cos  (*'  **  J 

Was  den  Differentialquotientcn  von  cos  GS)  betrifft , so  wissen 

wir,  dass  cos^s—^  der  Cosinus  desjenigen  Winkels  ist,  welchen 

die  Tangente  mit  dem  Radiusvector,  also  mit  AO  bildet. 

Da  das  gewöhnliche  dr,  (wenn  AO  — x gesetzt  ist)  nicht  gleich 
dem  dx  der  Ausdehnungslehre  in  Bezug  auf  die  Grösse  ist,  so  wollen 
wir  diesos  gewöhnliche  dx  mit  dr  bezeichnen.  Es  ist  also 


Es  wird  mithin 


BO— AO  — JBC—dr 
dx~\  dr 


cos 


also  nach  * differentiirt: 


Cx  *=  \ = - 

V ds^J  ds 


</COS 


O S) 


ds 


tPr 

ds* 


Beachten  wir  diese  letzten  Gleichungen,  so  ist 

d2(x)2  , d2 r /"  d*x~\  /"  <lx~\  , tl*r 

S?-  = 2 + 2s  J cos  0 *0  = 2 C0B  0’  ,u)  + * ,77» 

Es  kann  nun  der  Fall  eintreten,  dass  d2x  senkrecht  x steht, 
daun  ist 

cos  G <£0 = ° 
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während  a und  dx  nicht  auf  eiuander  senkrecht  steheu.  Es  wird 
dann 

2 = 2cos(j>v  2j<7? 

was  absurd  ist,  da  beide  Seiten  übereinstimmen  müssten,  d.  h.  die 
rechte  Seite  müsste  auch  gleich  2 sein.  Wir  sehen  also , dass  die 
gewöhnliche  Anwendung  der  Differentialrechnung  zu  einem  absurden 
Resultat  führt.  Es  ist  also  die  Differentialrechnung  nicht  so  ohne 
weiteres  anzuwenden. 


Es  haben  also  die  Formeln,  welche  Herr  Grassmann  giebt,  auf 
S.  15,  16  für  die  Neigung  der  Hauptnormale  etc.  keinen  Sinn, 
sie  sind  absurd. 


Iu  den  Formeln  der  Theorie  der  Raumcurven  ist  die  Einführung 
der  Differentialquotienten  gänzlich  überflüssig.  Nach  Herrn  Grass- 
mann lautet  die  Gleichung  für  die  Tangente 


[($  — x)x ']  = 0,  wenn  x' 


tlx 

ds 


ist,  was  bedeutet,  dass  die  Strecke  | — x mit  — d.  h.  mit  dem  ^ten 

ds 

Teil  von  dx  zusammenfallen  soll.  In  der  Tangente  muss  jedoch  das 
ganze  dx  liegen,  sodass  die  Gleichung  für  die  Tangente  richtiger 
lautet 

[(|  — x)  elx]  — 0 

Ein  Gleiches  zeigt  sich  bei  der  Gleichung  der  Normalebene. 

Es  möge  hier  noch  auf  eine  Unrichtigkeit  bei  der  Formel  13) 
auf  S.  10  hingewiesen  werden.  Bei  der  geometrischen  Ableitung 
der  Neigung  der  Hauptnormale  gelangt  Herr  Grass-maun  zu  der 
Formel : 

d2x  ds  — d2sdx 
~ ds  (<&)* 

ohne  irgend  welche  Rücksicht  auf  die  variable  Zahlengrösse  zu 
nehmen,  da  sie  dazu  gar  nicht  benutzt  wird.  Es  muss  also  dieses  <px 
mit  dem  q>x  auf  S.  10 

d?x 

9X  **  yp*ö)* 

übereinstimmen,  was  nicht  stattflndet.  Beide  Ausdrücke  werden 
gleich,  wenn 

dh  = 0 

in  der  ersteren  Formel  gesetzt  wird. 

Arch.  d.  Math.  u.  Pby».  2.  Reihe,  T.  XI.  2 
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Dio  Verschiedenheit  beider  Ausdrücke  rührt  daher,  dass  in 
Fig.  22.  die  Richtung  der  Ilauptnormale  GD  richtigerweise  senk- 
recht der  Taugente  AG  steht,  was  aber  in  der  Fig.  1.  dieser  Ab- 
handlung auf  10.  nicht  stattfindet. 

Wir  sind  also  zu  dem  Resultat  gelangt,  dass  die  Ausdehnungs- 
lehre  ihrem  Princip,  die  geometrischen  Grössen  als  solche  zu  be- 
handeln, nicht  treu  bleibt,  dass  die  in  der  Anwendung  der  Aus- 
dehnungslehre auf  die  Raumcurventheorio  aufgesteilten  Gleichungen 
keinen  Sinn  haben,  und  dass  dio  gewöhnliche  Methode  des  Differen- 
tiirens  in  der  Ausdehnungslehre  unanwendbar  ist. 

Die  Einführung  neuer  gänzlich  abstracter  Begriffe,  deren  Anzahl 
mit  jeder  neuen  Anwendung  dieser  Lehre  wächst,  kann  auf  keinen 
Fall  zur  Vereinfachung  beitragen. 

Stettin,  den  18.  Sept.  1888. 

Ernst  Schultz. 


Zum  litterarischen  Bericht  XXXVII.  S.  6 u.  7.  über  das  „Lehr- 
buch der  Elementar-Mathematik  für  höhere  Unterrichtsanstalten. 
Von  Prof.  Dr.  II.  Lorberg“. 

Auf  S.  7.  Zeile  17.  18  ist  aus  Versehen  ein  falsches  Citat  auf- 
gestellt und  dem  Verfasser  eine  Behauptung  zugeschrieben  worden, 
von  welcher  er  versichert,  dass  sie  im  Buche  nicht  vorkomme.  Zur 
Berichtigung  ist  die  gleiche  Behauptung,  aber  von  Seiten  des  Ref. 
zu  substituiren.  Es  ist  daher  die  Stelle  Z.  17—20  — „schliesst  der 
Verfasser  etc.  . . . verführt  werden?“  — zu  streichen  und  dafür 
einzuschalten:  „ist  die  Grundlago  des  Beweises  gegeben,  dass  jede 
Irrationalzahl  eine  einzige  bestimmte  Grösse  ist,  und  die  Rechnung 
mit  ihr  ohne  den  mindesten  Fehler  statthaben  kann.“  Hoppe. 
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Geometrie. 

Allgemeine  Flächentheorie  (Disquisitiones  generales  circa  super- 
ficies curvas)  von  Carl  Friedrich  Gauss  (1827.)  Deutsch  her- 
ausgegeben you  A.  W au  g er  in.  Leipzig  1889.  Wilhelm  Engelmann. 
62  S. 

Das  Vorliegende  ist  Nr.  5.  von  Ostwald’s  Classikern  der  exacten 
Wissenschaften.  Das  Originalwerk  von  Gauss  beginnt  mit  der  von 
ihm  geschaffenen  Lehre  von  der  (von  französischen  Schriftstellern 
sogenannten)  sphärischen  Darstellung,  d.  i.  Abbildung  der  Flächen 
auf  der  Kugel  vom  Radius  1 nach  dem  Princip  gleichgerichteter 
Normalen.  Dann  folgt  die  Theorie  der  Berührungsebenen  und  Nor- 
malen , dann  die  Einführung  der  Begriffe  des  Krümmungsmasses  1c 
der  Fläche  in  einem  Punkte  und  der  Gesamtkrümmung  eines  be- 
grenzten Flächenstücks  d.  i.  der  Grösse  seiner  sphärischen  Dar- 
stellung, ausgedrückt  durch  fkda.  Dann  folgt  die  Theorie  der 
kürzesten  Liuieu  unter  vorwaltendem  Gesichtspunkt  praktisch  geo- 
dätischer Anwendung  ausgebildet  mit  Eingehen  auf  approximative 
Rechnung  mittelst  Reihenentwickelung,  womit  auch  die  Schrift 
schliesst.  Hinzugefügt  sind  Anmerkungen  des  Uebersetzers.  Zuerst 
werden  die  principiell  neuen  Elemente  ans  Licht  gestellt,  welche 
Gauss  der  noch  heute  fortbestehenden  Gestaltung  der  Theorie  hin- 
zugebracht hat,  dann  über  die  Succession  der  Publicatiouen  seiner 
Schrift  Nachrichten  gegeben,  dann  wird  über  die  einzelnen  Deduc- 
tionen,  welche  zumteil  nicht  die  einfachst  möglichen  sind,  Kritik 
geübt  und  die  Fortbildung  der  Gauss’schen  Grundlagen  durch  neuere 
Autoren  in  Betracht  gezogen.  H. 

Arch.  d.  Math.  u.  Physik  2.  lteihe,  T.  XI.  2 
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Die  archimedische,  die  hyperbolische  und  die  logarithmische 
Spirale.  Zum  Gebrauch  für  Studirende  an  Universitäten  und  tech- 
nischen Hochschulen  bearbeitet  von  A.  Mi chal itsc h ke.  Zweite 
Auflage.  Erster  Teil.  Mit  Figurentafel.  Prag  1891.  H.  Domi- 
nicus. 

Was  die  Bezeichnung  des  Gegenwärtigen  als  „erster  Teil“  be- 
deutet, ist  durch  nichts  ersichtlich,  es  stellt  sich  als  erschöpfendes 
Ganzes  dar.  An  die  Spitze  wird  als  Definition  „einer  Classe  von 
Spiralen“  die  Polargleichung  r = aq>  gestellt.  Da  keine  Erwäh- 
nung davon  geschieht,  dass  an  die  Stelle  der  Potenz  jede  beständig 
wachsende  oder  abnehmende  Function  treten  kann,  so  hätte  die  Zu- 
gehörigkeit der  3 betrachteten  Spiralen  zu  jener  definirleu  Classe 
auch  nachgewiesen  werden  müssen.  Es  erscheint  daher  als  nach- 
lässige Inconsequenz,  dass  die  logarithmische  Spirale,  welche  in  der 
Form 


in  der  Tat  als  Grenzfall  der  Classe  angehört,  hier  ohne  Erwähnung 
dieser  Beziehung  schlechthin  als  Spirale  andrer  Classe  aufgestellt 
wird.  Von  jeder  dieser  3 Spiralen  einzeln  wird  die  Gleichung  auf- 
gestellt und  discutirt,  die  Construction  gelehrt,  die  Differentialglei- 
chungen, die  Berührungsgrössen,  die  Krümmung,  die  Rectification 
und  Quadratur  entwickelt,  von  der  logarithmischen  Spirale  ausserdem 
die  Evolvente,  Evolute,  Fusspunktcurve,  Katakaustika,  Antikaustika, 
Diakaustika,  Perikaustika,  Antevolute  und  Cykioidalis  in  Unter- 
suchung gezogen,  im  Anhang  auf  weitere  Eigenschaften  die  Auf- 
merksamkeit gelenkt.  Der  Nutzen  des  Buchs  für  das  Studium  der 
ebenen  Curven  ist  ein  offenbarer:  es  wird  dadurch  den  Anfängern 
die  Anregung  gegeben  die  Natur  und  Eigenschaften  anderer  speci- 
eller  und  allgemeinerer  ebener  Curven  in  vielseitigster  Weise  zu 
untersuchen  und  dadurch  Vertrautheit  mit  der  Theorie  der  ebenen 
Curven  zu  gewinnen.  H. 

Die  Brocard’schen  Gebilde  und  ihre  Beziehungen  zu  den  ver- 
wandten merkwürdigen  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks.  Von  Dr. 
A.  Emmerich,  Gymnasiallehrer  zu  Mühlheim  a.  d.  Ruhr.  Mit 
50  Figuren  im  Text  und  einer  lithographischen  Tafel.  Berlin  1891. 
Georg  Reimer.  154  S. 

Das  Vorliegende  gibt  in  systematischer  Entwickelung  und  ele- 
mentarer Herleitung  alle  bis  jetzt  entdeckten  Eigenschaften  und 
Beziehungen  der  Brocard’schen  Gebilde,  nämlich  Punkte,  Winkel 
und  Kreise,  bloss  mit  Ausschluss  der  Beziehungen  zu  den  Kegel- 
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schnitten.  Ausgehend  von  der  Aufgabe:  die  3 sich  in  einem  Punkte 
schneidenden  Transversalen  eines  Dreiecks  zu  ziehen,  welche  mit 
den  Seiten  gleiche  Wiukel  bilden  — einer  Aufgabe,  durch  deren  2 
Lösungen  die  2 Broc.  Punkte  und  die  2 Broc.  Winkel  definirt  sind, 
werden  zuerst  Sätze  über  diese  Gebilde  selbst,  daun  über  die  Le- 
moine’schen  Kreise,  die  Tueker’scheu  Kreise,  den  Taylor’schen  Kreis, 
die  Beikreise,  den  Brocard’schen  Kreis  und  das  Brocard’sche  Drei- 
eck, die  gleichbrocardischen  Dreiecke,  die  Neuberg'schen  und  die 
McCay’schen  Kreise  in  ihren  Beziehungen  zu  jenen  Gebilden  ent- 
wickelt. Sämtliche  hier  betrachteten  und  mit  vorstehenden  Namen 
bezeiclineten  Gebilde  finden  ihre  Erklärung  bei  ihrer  Einführung. 
Auch  die  Methode  beansprucht  keine  Vorkenutuisse  als  elementare 
Geometrie,  Algebra  und  Trigonometrie,  bindet  sich  weder  an  Rech- 
nung noch  au  directe  geometrische  Schlüsse,  sondern  wählt  mit 
Hülfe  beider  den  einfachsten  Weg.  Die  Bestimmungsweise  schliesst 
sich  stets  direct  an  das  Dreieck,  auf  welches  die  Gebilde  Bezug 
haben,  als  Fundamentaldreieck  au,  setzt  aber  keine  Bekanntschaft 
mit  üblichen  trimetrischeu  Coordinatentheorien  voraus,  noch  be- 
schränkt sie  sich  auf  irgund  welche.  Nach  allem  ist  das  Buch  selbst 
für  diejenigen,  welche  ohne  Verweilen  bei  der  Dreiecksgeometrie 
nur  in  der  Kürze  von  dem  Gegenstände  Kenutuiss  nehmen  wollen, 
ganz  geeignet,  bietet  aber  auch  durch  seine  Reichhaltigkeit  und  den 
Hinblick  auf  weitere  Forschung  Interesse  genug  für  dauerndes  Stu- 
dium. H. 

Analytische  Geometrie  de3  Punktes,  der  Geraden  und  der  Kegel- 
schnitte, nach  neueren  Methoden  dargestellt  von  Adolf  Hann  er, 
ordentlicher  Professor  der  höhereu  Mathematik  au  der  k.  u.  k.  tech- 
nischen Militär-Akademie  in  Wien.  Mit  127  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.  Prag  1891.  H.  Dominicus.  480  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Lehrbuch  zuuächst  bestimmt  für  die 
Schüler  des  Verfassers.  Die  Gegenstände  desselben,  welche  als 
eigentliches  Ziel  des  Vortrags  erscheinen,  sind  Lehreu  der  neueren 
synthetischen  Geometrie,  solche  die  der  Verfasser  für  nützlich  und 
zweckentsprechend  erachtet  hat.  Die  durchgeheuds  angewandte 
analytische  Rechnungsform  dient  als  Mittel  der  Herleitung  und  wird 
zum  geeigneten  Organ  dafür  soweit  nötig  cultivirt.  Der  Titel  ist 
daher  nicht  zutreffend,  wenn  gleich  bei  Beachtung  der  angegebenen 
Gegenstände  kaum  misszuverstchen.  Die  Gegenstände  sind  (nach 
einleitenden  allgemeinen  Anordnungen)  folgende:  Die  Gerade  und 
der  Punkt  nebst  dem  Gesetzo  der  Reciprocität;  Punktreihen 
und  Strahlenbüschel  1.  Ordnung;  Eigenschaften  ebener  Figuren;  die 
homogenen  Coordiuaten;  projectivische  Punktreihen  und  Strahlen- 
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büschel  1.  Ordnung;  Involution;  Invarianten  und  Covarianten  binärem 
Formen ; projectivische  ebene  Systeme ; allgemeine  Untersuchungen 
über  Kegelschnitte;  Polarisation;  Mittelpunkt,  Asymptoten,  Durch- 
messer; projectivische  Eigenschaften  der  Kegelschnitte:  Kegelschnitt- 
büschel und  Kegelschnittreihe.  H. 


Netzo  zum  Anfertigen  zerlegbarer  Krystallmodello.  Für  höhere 
Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte  herausgegeben  und  er- 
läutert von  I)r.  W.  Wae  ge,  Oberlehrer  am  Köuigstädtischen  Gym- 
nasium zu  Berlin.  Dreizehn  Tafeln  und  Text.  2.  vermehrte  uud 
verbesserte  Auflage.  Berlin  1890.  R.  Gaertner.  22  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  30.  litt.  Bericht,  S.  20  besprochen.  Die 
2.  Auflage  fügt  zum  Inhalt  der  ersten  eine  zweite  Abteilung,  be- 
stimmt für  die  nächst  höhere  Classe,  hinzu,  in  welcher  13  neue 
und  weniger  einfache  Krystallformen  behandelt  werden.  Ueber  die 
Befestigung  der  Stücke  beim  Gebrauche  ist  diesmal  gesagt,  dass  eine 
Stricknadel  vertical  bindurchgesteckt  meistens  zum  Aneinanderhalten 
genügt.  II. 


Optik,  Akustik  und  Elastieität. 

Uebersichtliche  Darstellung  der  mathematischen  Theorien  über 
die  Dispersion  des  Lichtes.  Einheitlich  und  leicht  fasslich  entwickelt 
von  Adalbert  Breuer,  k.  k.  Professor  in  Trautenau,  Böhmen. 
Erster  Theil.  Normale  Dispersion.  Mit  einer  Figureutafel.  Han- 
nover 1890.  J.  Bacmcister.  50  S. 

Nachdem  die  Gesetze  der  Schwingungen  des  freien  Aethers  be- 
rechnet sind,  werden  die  Theorien  der  Dispersion  von  Cauchy, 
Powell,  Broch,  Redtenbacher,  Eiseulohr,  Christoffel,  Briot,  C.  Neu- 
mann und  Boussiuesq  entwickelt  uud  die  hauptsächlichen  historischen 
Notizen  dazu  gegeben.  Der  Verfasser  hofft  durch  seine  Bearbei* 
tuugsweiso  das  Verstäuduiss  erleichtert  zu  haben.  Sollte  dies  indes 
auch  nicht  für  jedermann  der  Fall  sein,  so  bietet  doch  die  Zusam- 
menstellung gewiss  eine  Erleichterung  des  Studiums.  Zugaben  sind: 
die  empirischen  Formeln  vou  Ketteier  uud  die  Approximationsglei- 
chuugeu  der  Aetherbeweguug.  H. 


Die  Spectralanalyse  in  einer  Reihe  von  sechs  Vorlesungen  mit 
wissenschaftlichen  Vorträgen.  Von  H.  E.  Roscoe.  Dritte 
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Auflage.  Neu  bearbeitet  vom  Verfasser  und  Arthur  Schuster. 
Mit  123  Holzstichen,  Chromolithographien,  Spectraltafeln  etc.  Braun- 
schweig 1890.  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  466  S. 

Der  Vortrag  zeichnet  sich  durch  Einfachheit,  Klarheit  und  Con- 
cinnität  aus.  Charakteristisch  ist  indes,  dass  er  ohne  Ruhepunkt  von 
Anfang  bis  Ende  gleichmässig  fortgeht.  Beschreibung  der  Experi- 
mente und  Vorgänge  und  Theorie  begleiten  einander  beständig; 
resultirende  Sätze,  Einteilung,  theoretischen  Fortschritt  gibt  es  nicht 
zu  verzeichnen.  Die  Experimente  entsprechen  unmittelbar  der  De- 
monstration in  den  Vorlesungen;  ihre  Abbildungen  stellen  recht 
deutlich  das  Aufzufassende  in  den  Vordergrund.  Auch  die  Geschichte 
der  Entdeckungen  ist  ganz  in  den  doctrinären  Vortrag  verwebt.  Die 
3.  Auflage  ist  wesentlich  umgearbeitet,  und  sind  darin  die  neuen 
Entdeckungen,  soweit  sie  als  gesichert  gelten,  aufgenommen. 

H. 


Handbuch  für  Spectroskopiker  im  Cabinet  und  am  Fernrohr. 
Praktische  Winke  für  Anfänger  auf  dem  Gebiete  der  Spectralana- 
lyse.  Von  Nicolaus  von  Konkoly,  Dr.  phil.,  Ritter  des  eis. 
Kronenordens  III.  CI.,  Beisitzer  Sr.  Maj.  des  Kaisers  von  Oester- 
reich grosser  goldenen  Medaille  für  Kunst  u.  Wiss.,  Mitglied  vieler 
gelehrten  Gesellschaften  und  Akademien  etc.  Mit  335  Holzschnitten 
im  Texte.  Halle  a.  S.  1 890.  Wilhelm  Knapp.  560  S. 

Der  Verfasser  begründet  den  Anspruch  des  gegenwärtigen  Werkes 
darauf,  dass  es  neben  allen  vorhandenen  Werken  über  Spectroskopio 
noch  einem  Bedürfnisse  entspreche,  hauptsächlich  durch  die  darin 
gegebenen  praktischen  Winke  für  Anfänger.  Da  es  überdies  mit 
besonderer  Berücksichtigung  des  Schulgebrauchs  abgefasst  ist,  so 
wird  gewiss  niemand  geneigt  seiu,  die  Mühe  einer  neuen  Bearbeitung 
de3  Lehrstoffs  für  nutzlos  zu  erklären.  In  den  einzelnen  Haupt- 
abschnitten wird  behandelt:  die  Einrichtung  eines  spcctroskopischen 
Laboratoriums;  Präcisions-IIülfsapparate;  die  Spectroskopie;  die 
Messapparate  zu  denselben;  Spectralphotometer  und  Speetroskope 
für  speciello  Untersuchungen;  die  Fernröhre,  ihre  Unterbringung 
und  ihre  Triebwerke;  die  Sternwarten  im  allgemeinen.  Bei  der 
Herstellung  des  Werkes  haben  dem  Verfasser  als  Hülfe  gedient: 
Schelleu’s  Spectralanalyse,  Kayser’s  Spectralanalyse  und  die  Abhand- 
lungen von  Hugo  Krüss.  H. 


Grundzüge  einer  neuen  Musik-Theorie 
ner.  Wien  1891.  Alfred  Holder.  89  S. 


Von  Joachim  Stei- 
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Einführung  in  die  Elemente  der  physikalischen  Musiktheorie. 
Ein  Beitrag  von  Dr.  Leopold  Austerlitz,  k.  u.  k.  Oberlieute- 
nant im  Artillerie-Stabe , Lehrer  der  Mathematik  an  der  k.  u.  k. 
Militär-Oberrealschulo.  11  S. 

Es  handelt  sich  um  die  Verwendung  rein  harmonischer  Inter- 
valle für  die  Musik  und  die  dazu  erforderliche  Stimmung  der  Scalen. 
Die  Abschnitte  der  Schrift  sind  folgende:  Feststellung  einiger  Grund- 
begriffe*, Kritik  der  Grundformen,  Touverwandtschaft;  einfache  Quint- 
systeme, classische  Diatouik,  Chromatik;  harmonisches  Tonsystem; 
Enharmonik;  Zergliederung  der  siebenstufigen  Tonleitern;  Paralle- 
lismus und  Reciprocität , melodische  Freizügigkeit;  die  wichtigsten 
Accorde;  verschiedene  Ergänzungen;  Notenschrift,  Historisches; 
temperirte  Stimmung;  das  Problem  der  reinen  Stimmung.  II. 


Grundriss  der  Festigkeitslehre.  Zum  Gebrauch  an  Handwerker- 
schulen , iusbesoudere  Baugewerk-  und  Maschineubausehulen  sowie 
zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  E.  Glinzer,  Lehrer  der 
Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bauhandwerker  in 
Hamburg.  Mit  91  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  mehreren 
Tafeln,  sowie  mit  zahlreichen  Uebungsbeispielen  und  Aufgabeu. 
Dresden  1890.  Gerhard  Kühtmann.  123  S. 

Nach  Aeusserung  im  Vorwort  soll  das  Buch  beide  Extreme 
meiden,  welche  der  Verfasser  in  den  vorhandenen  Ilülfsmitteln  ge- 
funden habe,  indem  die  einen  blosse  Ilegelu  geben,  die  andern  in  der 
Theorie  zu  weit  gehen.  Die  bezeichnetc  Kluft,  wofern  sie  existirt, 
ist  erklärlich,  da  der  Lehrer  nicht  gern  bei  unzureichender  Be- 
gründung stehen  bleiben  würde.  Factisch  aber  kann  mau  bemerken, 
dass  im  technischen  Unterricht  gewöhnlich  eine  Mittelstufe  beliebt 
wird,  dass  aber  ein  langsamer  Fortschritt  zugunsten  der  theoreti- 
schen Bildung  Platz  greift.  Man  macht  die  Erfahrung,  dass  die 
Theorie  nicht  bloss  ein  tieferes  Verständniss  eröffnet,  worauf  wol 
Mancher  gern  verzichtet,  sondern  auch  die  Aneignung  des  Lehrstoffs 
sehr  erleichert.  Bei  theoretischer  Ausbildung  handelt  es  sich  aber  nicht 
allein  um  Begründung  dor  einzelnen  Lehren,  von  der  das  Vorwort 
allein  spricht,  viel  wichtiger  ist  die  klare  Auffassung  der  Begriffe 
und  ihrer  Beziehungen.  Dass  die  Lehre  von  der  Festigkeit  nicht 
ohne  Eingehen  auf  die  Lehre  von  der  Elasticität  dargelegt  werden 
kann , ist  leicht  zu  sehen , und  das  vorliegende  Lehrbuch  versäumt 
nicht  über  letztere  das  nötige  beizubriugen.  Wie  sich  aber  beide 
Begriffe  zu  einander  verhalten,  davou  sagt  es  kein  Wort.  Zu  Aufang 
wird  Festigkeit  so  erklärt,  dass  nicht  Festigkeit  sondern  nur  Elasti- 
cität der  Angabo  entspricht.  Weiterhin  werden  als  Aufgaben  der 
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Festigkeitslehre  drei  aufgestellt:  die  dritte  ist  cino  Frage  der  Elasti- 
cität,  welche  den  beiden  ersten  schon  zugrunde  liegt,  hier  aber,  wo 
sie  am  Ende  steht,  als  neugierige  Nebenfrage  erscheint.  Jedenfalls 
ist  der  Verfasser  nicht  bestrebt  gewesen  über  die  Begriffe  aufzu- 
klären, was  hier  innerhalb  der  Sphäre  der  niedrigsten  Technik  hätte 
leicht  geschehen  können.  Der  Reihe  nach  wird  behaudelt:  Zug- 
festigkeit, Zerdrückungsfestigkeit,  Schubfestigkeit,  Biegungsfestig- 
keit, Drehuugsfestigkeit,  Zerknickungsfestigkeit.  Jedem  Abschnitt 
sind  Uebungsbeispiele  hinzugefügt.  Zwei  Anhänge  geben  numerische 
Tabellen.  Hoppe. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Die  Wettervorhersage.  Eine  praktische  Anleitung  zur  Wetter- 
vorhersage auf  Grundlage  der  Zeitungswetterkarten  und  Zeitungs- 
wetterberichte für  alle  Berufsarten.  Im  Aufträge  der  Direktion  der 
deutschen  Seewarte  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  W.  J.  van  Bebber, 
Abtheilungsvorstand  der  deutschen  Seewarte.  Mit  zahlreichen  Bei- 
spielen und  103  Abbildungen.  Stuttgart  1891.  Ferdinand  Enke. 
171  S. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  grosse  Aufgabe,  die  Erfolge  der 
wissenschaftlichen  Meteorologie  dem  ungelehrten  Volke  zugänglich 
zu  machen.  Er  constatirt  zunächst,  dass  das  Publicum,  obgleich  es 
beständig  in  dem  Elemente  der  Wettererscheinungen  lebt,  doch  so 
gut  wie  keino  Kenntniss  von  den  neuern  Fortschritten  erhalten  hat, 
und  nach  wie  vor  die  irrigen  Vorstellungen  und  Vorurteile  geblieben 
sind,  und  schreibt  den  Grund  davon  allein  dem  Umstaud  zu,  dass 
noch  keine  gemeinverständliche  Mitteilung  von  Seiten  Kundiger  ver- 
öffentlicht worden  ist.  Einen  tiefem  und  allgemeinem  Grund  aber 
lässt  er  unerwähnt,  und  doch  ist  gerade  dieser  geeignet  das  Ver- 
dienstliche des  gegenwärtigen  Unternehmens  ins  Licht  zu  stellen. 
Die  meisten  Meuschen  sind  wie  bekannt  sehr  abgeneigt  sich  das 
Gesehene  im  natürlichen  Zusammenhänge  vorzustellen  und  daraus 
Belehrung  zu  schöpfen;  nichts  lehrende  Regeln  sind  ihnen  meist 
lieber.  Der  Reisende  verlangt  nach  einer  gleichen  Laudeszeit,  ob- 
gleich ihm  diese  die  Möglichkeit  raubt  aus  der  Bahnhofsuhr  dio 
Länge  des  Ortes,  wo  er  sich  befindet,  zu  erkennen,  und  trotzdem  er 
an  jeder  Laudesgrenze  durch  die  unregelmässige  Zeitdiffereuz  vexirt 
wird.  Für  die  Fragen  des  Mondwechsels,  die  eine  einfache  An- 
schauung dessen,  was  man  täglich  sieht,  von  selbst  beantworten 
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würde,  werden  Regeln  aufgestellt,  die  keine  Belehrung  geben.  Diese 
Scheu  vor  dem  Denken,  welche  bei  den  gewöhnlichen  Erscheinungen 
weit  grösser  ist,  als  bei  entferntem  und  tiefem  Fragen,  würde  auch 
in  der  Meteorologie  alle  Belehrung  unwirksam  machen.  Doch,  ist 
auch  die  Zahl  derjenigen,  die  für  den  Zusammenhang  der  alltäglichen 
Erscheinungen  Interesse  haben,  gering,  so  ist  es  um  so  wichtiger, 
dass  wenigstens  diese  Wenigen,  darauf  aufmerksam  gemacht  werden, 
wie  sie  ohne  tieferes  Studium  sich  eine  Fähigkeit  aueignen  können, 
die  ihnen  fürs  ganze  Leben  Gewinn  bringt.  Dass  dies  sehr  selten 
geschieht,  ist  erklärlich;  denn  dem  Autor  kommt  hierin  keine  Nach- 
frage entgegen.  Um  so  höher  ist  jede  Stimme  zu  schätzen,  die  sich 
dafür  erhebt,  und  jede  Arbeit,  die  dem  genannten  Zwecke  gewidmet 
ist.  Auch  das  gegenwärtige  Werk  gehört  zu  diesen  seltenen  Unter- 
nehmungen; sein  höchster  Wert  liegt  darin,  dass  es  für  die  Auf- 
fassung der  gewöhnlichen  Erscheinung,  der  beständigen  Umgebung 
des  Menschen  im  catisalen  Zusammenhänge,  obgleich  derselbe  von 
den  Wenigsten  gesucht  wird,  eintritt.  Die  Meteorologie  ist  natür- 
lich in  anderm  Falle  als  andere  Zweige  der  Naturwissenschaft:  sie 
bedarf  einer  weit  ausgedehnteren  empirischen  Basis.  Um  den  Leser 
mit  dieser  vertraut  zu  machen,  war  es  nötig  das  ganze  Verfahren 
der  meteorologischen  Anstalten  darzulegen.  Dies  ist  im  ersten  Ab- 
schnitt geschehen.  Daun  folgt  die  causale  Beurteilung  der  in  den 
Wetterkarten  dargebotenen  empirischen  Grundlage , die  Bedeutung 
der  Maxima  und  Minima  des  Luftdrucks  und  der  Zugstrassen  im 
allgemeinen.  Dann  werden  insbesondere  betrachtet  Gebiete  mit 
hohem,  daun  mit  niedrigem  Luftdruck,  dann  die  einzelnen  Zug- 
strassen bei  kälterer  und  bei  wärmerer  Jahreszeit,  dann  zur  Auf- 
stellung von  Wettervorhersagen  auf  Grundlage  der  Wetterkarten 
Anleitung  gegeben,  dann  gezeigt,  wie  örtliche  Betrachtungen  (über 
Temperatur,  Wind,  Luftdruck  u.  s.  w.)  dabei  zu  berücksichtigen 
sind.  Von  allen  Beurteilungen  werden  zahlreiche  Bcispielo  gegeben. 

H. 


Zeitgleichungs-Zifferblatt.  Von  Dr.  0.  Kl  ein  stück.  Jena 
(1891).  Fr.  Mauke  (A.  Schenk). 

Auf  einer  Tafel  (33  X 28ctm)  sind  um  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  die  Minuten  einer  Stunde  von  — 30  bis  30  zählt, 
2 Zeiger  drehbar.  Innerhalb  des  Kreises  verfolgt  eine  Curve  die 
Monate  und  Tage  eines  Jahres.  Die  Differenz  der  mittleren  und 
wahren  Zeit,  gibt  nun  das  Ende  des  messingenen  Zeigers  an,  wenn 
derselbe  über  den  Curveupunkt  des  betreffenden  Tages  geht.  Der 
eiserne  Zeiger  soll  dazu  dienen,  sich  die  sog.  Einheitszeit,  d.  i.  die 
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mittlere  Zeit  des  löten  Moridians  östlich  von  Greenwich,  zu  ver- 
gegenwärtigen, indem  mau  ihn  entsprechend  der  Längendifferenz  vor 
oder  hinter  den  messingenen  stellt.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Rendiconto  dell’  Accademia  dollo  scienze  fisiche  e matematiche 
(Sezione  della  Societä  Reale  di  Napoli).  Serie  2B.  Vol.  IV.  Anno 
XXIX.  Napoli  1890. 

Der  4.  Jahrg.  der  2.  Reihe  enthält  folgende  mathematische  Ar- 
beiten. 

V.  Reina:  Ueber  die  Theorie  der  Normalen  einer  Fläche. 

A.  Forti:  Neue  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen,  welche 
den  doppelten  Sector  zum  Argument  haben.  (Bericht.) 

G Torelli:  Ueber  einige  partielle  Differentialgleichungen.  — 
Ueber  eino  Formel  von  Halphen  bezüglich  der  Transformationen 
der  linearen  Differentialgleichungen.  — Ausdehnung  eines  Satzes 
von  Riemann  bezüglich  des  Quotienten  der  vollen  elliptischen  Inte- 
grale 1.  Gattung.  — Nekrolog  auf  Raffaele  Rubini,  Verfasser 
von  „Trattato  di  geometria  analitica“,  „Complemcnti  di  algebra“, 
„Elementi  di  calcelo  infinitesimale“  und  „Teoria  delle  forme  alge- 
briche“. 

G.  Pirondini:  Von  einer  besondere  geometrischen  Transfor- 
mation. 

V.  Mollame:  Ueber  den  Casus  irreductibilis  der  kubischen 
Gleichung. 

A.  Cape  11  i:  Ueber  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
mehrerer  Variabein.  H. 


American  Journal  of  Mathematics.  Simon  Newcomb  Editor. 
Thomas  Craig  Associate  Editor.  Vol.  XIII.  Baltimore  1891. 

Der  13.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

M.  W.  Haskell:  Ueber  die  zu  der  Curve  I3#t-f-f*3 v -+- v3I  = 0 
im  projectiven  Sinne  gehörende  mehrfache  Ueberdeckung  der  Ebene. 
— Cayley:  Ueber  eine  lösbare  Gleichung  5.  Grades.  — 0.  Bolza: 
Ueber  die  Theorie  der  Substitutions-Gruppen  und  ihre  Anwendungen 
auf  algebraische  Gleichungen  — M.  d’Ocagne:  Einige  Eigenschaften 
der  Zahlen  Kmp.  — P.  Appell:  Ueber  die  Gesetze  der  centralen 
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Kräfte,  welche  deu  Angriffspunkt  bei  allen  Anfangsbedingungen  einen 
Kegelschnitt  beschreiben  lassen.  — H.  Taber:  Ueber  gewisse  Iden- 
titäten in  der  Theorie  der  Matriccn.  — W.  C.  L.  Gor  ton:  Systeme 
auf  einer  Fläche  normaler  Strahlen.  — F.  Morley:  Ueber  die 
Epicykloide.  — H.  P.  Manniug:  Reductiou  von 


dx 

VÄ  ( 1 -j-  mx*)  (1  -j-  nx*) 


auf 


Mdy 

Vü  -p)  (1  — A'V) 


durch  die  Substitution 


(i  — |—  b y® 
a‘  -f -b'  y1 


J.  C.  Fields:  Einfacher  Beweis  des  Reciprocitäts-Satzcs  aus  dem 
Gauss’scheu  Kriterium.  — Ausdriicko  für  Bcruoulli’schc  und  Euler- 
sche  Zahlen  in  ihrer  Beziehung.  — P.  A.  McMahon:  Dritte  Ab- 
handlung über  eine  neuo  Theorie  der  symmetrischen  Functionen. 
— J.  Perott:  Bemerkung  zum  Euklid’schcu  Satze  über  die  Unend- 
lichkeit der  Anzahl  der  Primzahlen.  — K.  Pearson:  „Aether- 
spritzcn“  (Eine  kosmische  Hypothese).  — C.  H.  Chapman:  Ueber 
die  Matrix,  welche  einen  Vector  darstellt.  — F.  Brioschi:  Ueber 
eine  neuo  Form  der  Modulargleichung  8.  Grades.  II. 


Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  XVIII.  XIX.  Amsterdam 
1891.  Sikkcn  cn  Co.  . 

Der  18.  u.  19  Band  enthalten  folgende  Abhandlungen. 

G.  Sch  outen:  Lös.  Pr.  Aufg.  6.  7.  (Pendelndes  Rotations- 
ellipsoid) (Centralbewcgung  für  eiue  Kraft  von  der  Form  j4rH)  18 

— P.  H.  Sch  oute:  Nachschrift  zu  erste  rer.  18.  — W.  van  Log  hem: 
Ort  der  Punkte  einer  in  ihrer  Ebene  bewegten  Scheibe,  deren  plötz- 
liche Befestigung  die  lebendige  Kraft  auf  - ihres  Wertes  bringt.  18. 

— F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
Teile  einer  willkürlich  geteilten  Geraden  zwischen  gegebenen  Grenzen 
liegen  — und:  dass  sie  ein  geschlossenes  Vieleck  einschliessen 
können.  18.  — Ueber  rcciproke  Polcurven.  — Ueber  eine  in  der 
Geodäsie  anwendbare  Aufgabe.  — Die  ältesten  Rechentafeln  der 
Welt.  19.  — W.  Mantel:  Ueber  Bewegungsmomente.  Eino  Me- 
thode. — Th.  B.  van  Wettura:  Ueber  die  Quaternionen-Matrix. 
18.  — R.  J.  E scher:  Theorie  der  algebraischen  Functionen.  18.  — 
J.  E.  Kluyver:  Lös.  Aufg.  7.  (Complex  der  Geraden  auf  einer 
Fläche  2.  Grades,  die  durch  7 willkürliche  Punkte  geht).  19.  — 
A.  A.  Nijland:  Logarithmische  Coordinaten.  19.  — C.  Krediet: 
Lös.  Aufg.  12.  (4  sich  anziehende  Punkte  in  gesuchter  anfänglicher 
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Stellung  und  Geschwindigkeit  sollen  constanten  Abstand  behalten) 
19.  — J.  M.  Thiel:  Neuer  Beweis  des  Satzes  von  Euler,  bewiesen 
für  convexe  Körper.  19.  — G.  J.  D.  Mounier:  Beweis  eines  Satzes 
aus  der  höhern  Algebra  — Vollständige  Berechnung  des  Schimmel  - 
spiels.  19.  — H.  Ekama:  Eine  Eigenschaft  der  Binomialcoeffici- 
enten.  — Das  Schimmelspiel  19.  — P.  Molenbreek:  Ueber  die 
geometrische  Darstellung  imaginärer  Puukte  im  Raume.  19.  — 
L.  van  Elfrinkhof:  Auflösung  linearer  Vector-Gleichungen  in  be- 
sondern  Fällen.  — Bemerkungen  zur  Abhandlung  vou  Wettum  über 
Quaternionen-Matricen.  19.  — P.  J.  Helwig:  Construction  eiuiger 
Systeme  der  Ecktrausversalon  des  ebenen  Dreiecks.  19.  H. 


Annuaire  pour  l’an  189*2.  Public  par  le  Bureau  des  Longitu- 
des.  Avec  des  notices  sciontifiques.  Prix  1 fr.  50  c.  Paris. 
Gauthier-Villars  et  fils. 

Outre  les  ronseignements  pratiques  qu’il  contient  chaque  annee, 
l’Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1892  renferme  des  ar- 
ticles  dus  aux  savants  les  plus  illustres  sur  les  Monnaies,  la  Stati- 
stique,  la  Geographie,  la  Min6ralogio,  etc.,  enfin  les  Notices  suivantes : 
Notice  sur  la  3®  r£union  du  Comite  international  permanent,  pour 
Pexöcution  photographiquo  de  la  Carte  du  Ciel,  ä l’Observatoire  de 
Paris,  cn  avril  1891;  par  le  Contre-Amiral  Mouchoz.  — Notice 
sur  la  Luno  et  son  acceleration  seculaire;  par  F.  Tisserand.  — 
Session  de  l’Association  geodösique  internationale,  tenue  ä Floreucc, 
le  8 octobro  1891;  par  A.  Bouquet  de  laGryo.  — Les  Obser- 
vatoires  de  montagne.  Un  Observatoire  au  Mont-Blanc;  par  J. 
Janssen.  — Sur  la  Mire  lointaine  de  PObservatoiro  de  Nico;  par 
A.  Cornu.  — Discours  prononces  ä Pinauguration  de  la  statuc  du 
Chevalier  de  Borda,  ä Dax,  le  dimanche  24  mai  1891;  par  A.  Bou- 
quet de  la  Gryo  et  le  Vice-Amiral  Paris.  In-18  de  v-876  pages, 
avec  figures  et  2 Cartes  magnetiques. 

Gauthier-Vil lars  et  fils. 


Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 

XXXV. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Adam,  W.,  Geschichte  d.  Rechnens  u.  d.  Rechenunterrichts. 
Zuin  Gebrauch  an  gehobenen  u.  höheren  Lehranstalten,  sowie  auch  bei 
der  Vorbereitg.  auf  die  Mittelschullehrer-  u.  Rektoratsprüfg.  bearb. 
Quedlinburg,  Vieweg's  Buchh.  2 Mk.  40  Pf. 

Canto r,  M.,  Vorlesungen  üb.  Geschichte  der  Mathematik. 
2.  Bd.  Von  1200—1668.  1.  Thl.  Leipzig,  Teubner.  14  Mk. 

Grotefend,  H.,  Zeitrechnung  d.  deutschen  Mittelalters  u.  der 
Neuzeit.  1.  Bd.:  Glossar  u.  Tafeln.  Hannover,  Hahn’sche  Buchh. 
16  Mk. 

Villicus,  F.,  die  Geschichte  der  Rechenkunst  vom  Alterthume 
bis  zum  XVIII.  Jahrh.  m.  besond.  Rücksicht  auf  Deutschland  u. 
Oesterreich.  Mit  Illustrat.  u.  e.  tabellar.  Zusammeustellg.  v.  Zahl- 
wörtern aus  72  Sprachen,  nebst  Zählungssystemen  v.  altamerik. 
Völkerstämmen.  2.  Afl.  Wien,  Gerold's  S.  2 Mk.  80  Pf. 


Methode  und  Prlncipien. 

Gef,  W.,  die  Wellen  der  Schwerkraft  u.  ihre  Wirkgn.  auf  die 
Wellen  der  Elektrizität,  d.  Lichts  u.  auf  die  Körper.  Heidelberg, 
A.  Siebert.  1 Mk. 

Geigel,  R.,  Gedanken  üb.  Molecularattraction.  Würzburg, 
Stahel.  30  Pf. 

Glasmacher  u.  Schmitz,  Anleitung  zum  Rechenunterricht 
unter  Zugrundelegung  der  „Neuen  Ausgabe“  d.  Rechenbuches  der 
Verff.  Strassburg,  Heitz.  Kart.  1 Mk.  60  Pf. 
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Hauer,  L.  u.  A.  Sulzbacher,  praktische  Anweisung  zur  Er- 
teilung d.  Rechenunterrichts  in  der  Volksschule.  Ein  Handbuch  f. 
Lehrer  u.  Seminaristen.  Neuwied,  Heuser’s  Verl.  Geb.  2 Mk. 
20  Pf. 

Heinzo  u.  Hübner,  Methodik  d.  Rechnens.  Lehrer- Ausgabe 
d.  Rechenbuches  A.  Aufgaben  u.  Auflösgn.  7 Hefte  u.  Anh.  zum 
4.  Heft.  2.  Aufl.  Breslau,  Görlich’s  Verl.  6 Mk.  35  Pf. 

Räther,  H.,  Theorie  u.  Praxis  d.  Rechenunterrichts.  Im  An- 
schluss an  das  Uebungsbuch  f.  mündl.  u.  schriftl.  Rechnen,  v.  H. 
Räther  u.  P.  Wohl  bearb.  2.  TI.  Die  Zahlreihe  1 — 100000  u.  die 
mehrfach  benannten  Zahlen.  Breslau,  E.  Morgenstern,  Verl.  2 Mk. 

Simon,  M.,  zu  den  Grundlagen  der  nicht-euklidischen  Geometrie. 
Strassburg,  Strassb.  Druckerei  u.  Verlagsanstalt.  2 Mk. 


Sammlungen. 

Bracsicke,  E.  D.,  der  deutsche  Rechenmeister.  16.  Afl. 
9.— 16.  (Schlu88-)Lfg.  Strassburg,  Strassb.  Druckerei  u.  Verlags- 
anstalt. ä 25  Pf.*,  kplt.  4 Mk.;  geb.  4 Mk.  50  Pf. 

Heis,  E,  Sammlung  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  der  allgem. 
Arithmetik  u.  Algebra.  83.-85.  Aufl.  Köln,  Du  Mont-Schauberg. 

3 Mk. 

Heller,  J.  F.,  methodisch  geordnete  Sammlung  v.  Aufgaben  u. 
Beispielen  aus  der  darstellenden  Geometrie  f.  Realschulen.  1.  Thl. 
Für  d.  5.  Classe.  Wien,  Hölder.  1 Mk.  80  Pf. 

Kley  er,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgabeu-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.  998.— 1057.  Hft.  Stuttgart,  Jul.  Maier,  ä 25  Pf. 

Müller,  E.  R.,  Lehrbuch  der  planimetrischen  Konstruktions- 
aufgaben, gelöst  durch  geometr.  Analysis.  2.  TI.:  Aufgaben,  gelöst 
m.  Auwendg.  der  Proportionslehre.  Bearb.  nach  System  Kleyor. 
Ebd.  4 Mk. 

Wallentin,  F.,  methodisch  geordnete  Sammlung  v.  Bcispifden 
u.  Aufgaben  aus  der  Algebra  u.  allgemeinen  Arithmetik  f.  die  oberen 
Classen  der  Mittelschulen,  Lohror-Bildungsanstalten  u.  anderen  gbeich- 
Btehenden  Lehranstalten.  3.  Aufl.  Wien,  C.  Gerold’s  S.  Geb. 

4 Mk.  20  Pf. 

Wrobel,  E.,  Uebungsbuch  z.  Arithmetik  u.  Algebra,  enth.  d. 
Formeln,  Lehrsätze  u.  Auttösungsmethoden  in  systemat.  Anordnung 
u . e.  grosse  Anzahl  v.  Fragen  u.  Aufgaben.  2 TI.  nebst  A nh.  Pensum 
d.  oberen  Classen  höherer  realist.  Lehranstalten.  Rostock,  Werther. 
2 Mk.  20  Pf. 

— dasselbe.  Anhang  allein.  Ebd.  80  Pf.;  Eesultate  dazu. 
60  Pf. 
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Gauss,  F.  G.,  fünfstellige  vollständige  logarithmische  u.  trigo- 
nometrische Tafeln.  35.  Aufl.  Halle,  Strien  Verl.  Geb.  2 Mk. 
50  Pf. 

— Kleine  Ausg.  3.  Aufl.  Ebd.  Geb.  1 Mk.  GO  Pf. 

Gravelius,  H.,  vierstellige  logaritbinisch-trigonometrische  Ta- 
feln f.  d.  Decimalteilung  der  Quadranten,  nebst  Tafeln  der  Logarith- 
men der  Zahlen,  Autilogarithmen,  Tafeln  der  Zahlenwerte  der  trigo- 
nometr.  Functionen,  Gauss’scheu  Logarithmen,  Quadrattafeln  und 
Logarithmen  d.  Hyperbelfunctionen.  Berlin,  Dümmler’s  Verl.  1 Mk. 
50  Pf. 

Houel,  G.  J.,  fünfstellige  Logarithmentafeln  d.  Zahlen  u.  der 
trigonometrischen  Functionen,  nebst  den  Gaussischen  Additious-  u. 
Subtractionslogarithmen  u.  verschiedenen  Hülfstafeln.  Berlin,  Alb. 
Cohn.  2 Mk. 

Köhler,  E.  T.,  Manuale  logaritmico-trigouometrico.  9.  ed. 
italiana.  Leipzig,  Tauchnitz.  3 Mk. 

Lüning,  Th.,  Koppel-Tafeln  nach  Viertel-Strichen  u.  Geraden, 
nebst  Erklärg.  u.  Gebrauchs-Anweisung.  Bis  zu  Distanzen  v.  500 
Seemeilen  erweitert.  Flensburg,  L.  P.  H.  Maass.  Geb.  3 Mk.  50  Pf. 

Schlömilch,  0., fünfstellige  logarithmische  u.  trigonometrische 
Tafeln.  Grosse  Ausg.  4.  Aufl.  Braunschweig,  Vieweg  & S.  2 Mk. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Divic,  F.,  die  sieben  Rechnungsarten  m.  allgemeinen  Zahlen. 
Auf  Grundlage  der  Anschauung  u.  unter  Anwendg.  verallgemeinerter 
Definitionen  nach  einheitl.  Plaue  dargestellt.  Wien,  Pichler’s  W. 
& S.  3 Mk.  GO  Pf. 

F u s s , K.,  Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung  u.  Algebra  f.  den 
Schul-  u.  Selbstunterricht.  3.  Aufl.  1.  TI.  Nürnberg,  Korn’sche  B. 
3 Mk. 

Gegen bauer,  L.,  üb.  die  Ringfunktionen.  Leipzig,  Freytag. 
60  Pf. 

— zur  Theorie  der  regulären  Kettenbrüche.  Ebd.  1 Mk. 
50  Pf. 

— zur  Theorie  der  Näherungsbrüche.  Ebd.  1 Mk.  50  Pf. 
Grass m ann,  R.,  die  Zahlenlehre  od.  Arithmetik,  der  niedere 

Zweig  der  Analyse.  1.  Zweig  der  Formenlehre  oder  Mathematik. 
Stettin,  Grassmanu.  4 Mk. 

Kohn,  G.,  zur  Theorie  der  associirten  Formen.  Leipzig,  Frey- 
tag. 60  Pf. 
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Kühl,  J.  H.,  Leitfaden  der  Arithmetik  u.  Algebra.  Für  den 
Schul-  u.  Selbstunterricht  bearb.  2.  TI.  Hamburg,  Kriebel.  Kart. 
3 Mk. 

Maier,  J.  G.,  Lehrbuch  der  Elementar- Arithmetik  zum  Ge- 
brauch in  Schulen,  Lehrerbildungsanstalten  u.  beim  Selbstunterricht. 
1.  TI.  Das  Rechnen  m.  absoluten  Zahlengrössen.  2.  Aufl.  Stutt- 
gart, Gundert.  4 Mk. 

Mansion,  M.  P.,  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
1.  Ordnung.  Vom  Verf.  durchges.  u.  verm.  deutsche  Ausg.  Mit 
Anhängen  von  S.  v.  Kowalewsky,  Imschenetzky  u.  Darboux.  Hrsg, 
v.  H.  Maser.  Berlin,  Springer.  12  Mk. 

Molenbroek,  P.,  Theorie  der  Quaternionen.  Leiden,  Brill. 
7 Mk. 

Neumann,  K.  W.,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  u. 
Algebra.  6.  Aufl.  Bremen,  Heinsius  Nachf.  2 Mk.  80  Pf.*,  geb.  3 Mk. 
20  Pf. 

Scheffler,  H.,  Beiträge  zur  Zahlentheorie,  insbesondere  zur 
Kreis-  u.  Kugelteilung,  m.  e.  Nachtrage  zur  Theorie  der  Gleichgn. 
Leipzig,  Fr.  Förster.  6 Mk. 

Staudacher,  H.,  Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten  m.  Buch- 
stabengrössen. 2.  TL:  Elemente  der  Zahlenlehre.  Dezimal-  u.  Ket- 
tenbrüche u.  Rechnung  m.  unvollständ.  Zahlen.  Bearb  nach  System 
Kleyer.  Stuttgart,  Jul.  Maier.  5 Mk. 

U hl  i c h,  E.,  Reihensummation  auf  geometrischem  Wege.  Grimma, 
Gensei . 50  Pf. 

Geometrie. 

Cranz,  H.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 

1.  TL:  Analytische  Geometrie  d.  Punktes  u.  der  Geraden.  Bearb. 
nach  System  Kleyer.  Stuttgart,  Jul.  Maier.  6 Mk. 

Fenkner,  H.,  Lehrbuch  der  Geometrie  f.  den  mathematischen 
Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.  1.  TL:  Ebene  Geometrie. 

2.  Aufl.  Braunschweig,  Salle.  2 Mk. 

Fink,  K.,  üb.  die  Einführung  gewisser  Grundbegriffe  der  pro- 
jektiven Geometrie  im  Schulunterricht  Tübingen,  Franz  Fues. 
80  Pf. 

Fischer,  E.,  systematischer  Grundriss  der  Elementar-Mathe- 
matik.  2.  Abtlg. : Die  Geometrie  (Raumlehre).  Für  den  Gebrauch 
an  höheren  Lehranstalten  bearb.  Berlin,  Carl  Duncker.  3 Mk.; 
geb.  3 Mk.  35  Pf. 

Henrici,  J.  u.  P.  Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementar-Geo- 
metrie.  1.  TL  Gleichheit  der  Gebilde  in  e.  Ebenen-Abbildung  ohne 
Massänderg.  2.  Aufl.  Leipzig,  Teubner.  2 Mk. 

Mattiat,  D.,  die  Raumlehre  in  der  Volks-  und  Fortbildungs- 
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schule.  Leitfaden  u.  Wiederholungsbuch.  4.  Aufl.  Gera,  Hofmann. 
Kart.  75  Pf. 

Peano,  G.,  die  Grundzüge  d.  geometrischen  Calculs.  Autoris. 
deutsche  Ausg.  v.  A.  Schepp.  Leipzig,  Teubner.  1 Mk.  20  Pf. 

Sachs,  J.,  Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Plani- 
metrie). 4.  TI.:  Die  Lehre  vom  Kreis.  Die  geometr.  Oerter  u.  die 
merkwürd.  Punkte  d.  Dreiecks.  Bearb.  nach  System  Kleyer.  Stutt- 
gart, Jul.  Maier.  6 Mk. 

Schlotke,  J.,  analytische  Geometrie  der  Ebene.  Sammlung 
v.  Lehrsätzen  u.  Aufgaben,  nebst  Erläutergu.  u.  Resultaten.  Dres- 
den, Kühtmanu.  6 Mk.  80  Pf.;  kart.  7 Mk. 

Vonderlinn,  J.,  Lehrbuch  des  Projektionszeichnens.  3.  TI. 
2.  Hälfte.  Centralcollineation  ebener  u.  räuml.  Systeme,  Kegel- 
schnitte, rechtwinkl.  u.  schiefwinkl.  Axonometrie.  Bearb.  nach  Sy- 
stem Kleyer.  Stuttgart,  Jul.  Maier.  5 Mk. 

Vries,  J.  de,  üb.  räumliche  Configurationen,  welche  sich  aus 
den  regelmässigen  Polyedern  herleiten  lassen.  Leipzig,  Freytag. 
50  Pf. 

Waelsch,  E.,  üb.  Formen  5.  Ordnung  auf  der  cubischen  Raum- 
curve.  Ebd.  40  Pf. 

Weyer,  G.  D.  E.,  Einführung  in  die  neuere  konstruirende 
Geometrie.  Zum  Gebrauch  f.  Studirende.  Leipzig,  Teubner.  1 Mk. 
20  Pf. 

Trigonometrie. 

Gusscrow,  C.  u.  L.  Levy,  Abriss  der  Trigonometrie.  Geo- 
metr. bearb.  Berlin,  Polytechn.  Buchh.  Kart.  1 Mk. 

Haebler,  Th.,  die  Ableitung  der  ebenen  Trigonometrie  aus 
drei  Grundgleichungen.  Grimma,  Gensei.  50  Pf. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Fialkowski,  kurzgefasste  praktische  Geometrie.  Loichtfass- 
liche  Anleitg.  zum  Vermessen,  Höhenmessen  u.  Nivelliren  f.  Acker- 
bauschulen u.  andere  verwandte  Lehranstalten.  2.  Aufl.  Pichler’s 
W.  & S.  2 Mk.  40  Pf. 

— der  Messtisch  u.  die  Auflösung  der  wichtigsten  Grundauf- 
gaben an  denselben,  nebst  Zollmannscher  Scheibe  u.  Astrolabium. 
Für  Anfänger.  Ergänzungsheft  zur  prakt.  Geometrie.  Ebd.  60  Pf. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1890.  Beobachtungs- 
System  d.  Königr.  Sachsen.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Beobachtgn. 
im  Königr.  Sachsen  im  J.  1890.  1.  Hälfte,  Abth.  I u.  II  d.  Jahr- 
buches d.  köuigl.  sächs.  meteorolog.  Institutes.  VIII.  Jahrg.  1890. 
Hrsg.  v.  P.  Schreiber.  Chemnitz,  Bülz,  Verl.  10  Mk. 
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Geschieht«  der  Mathematik  und  Physik. 

Bilfinger,  G.,  die  Sterntafeln  in  don  ägyptischen  Königsgräbern 
v.  Bibäu  el  Molük.  Stuttgart,  Wildt’sche  Buchh.  2 Mk. 

Eiseulohr,  A.,  c.  mathematisches  Handbuch  der  alten  Aegypter 
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Arithmetik,  Algebra  lind  reine  Analysis. 

Beiträge  zur  Zahlentheorie,  insbesondere  zur  Kreis-  uud  Kugel- 
teilung mit  einem  Nachtrage  zur  Theorie  der  Gleichungen.  Von 
Dr.  Hermann  Sch  eff  ler.  Leipzig  1891.  Friedrich  Foerster. 
285  -f  133  S. 

Die  von  Gauss  gegründete,  von  Richelot,  Serret  und  Kummer 
geförderte  und  erweiterte,  von  Bachmann  nach  erreichtem  Standpunkt 
zusammengestellte  Theorie  der  Kreisteilung  ist  nach  Erklärung  des 
Verfassers  hiermit  nicht  abgeschlossen,  sondern  lässt  noch  manche 
Mängel  bestehen  und  wird  im  Gegenwärtigen  in  wol  verständlichem 
Vorträge  mit  Untersuchung  der  noch  offenen  Fragen  entwickelt. 
Die  Reihenfolge  der  behandelten  Gegenstände  ist  folgende:  Die  con- 
struirbare  Kreisteilung;  die  cyklisch  geordneten  Functionen;  die 
allgemeine  Kreisteilung;  die  Teilbarkeit  der  Zahlen  von  der  Form 
2r-f-l;  zur  allgemeinen  Zahientheorie,  nämlich:  die  polyplexen  Wur- 
zeln und  die  polyplexe  Zahl  überhaupt;  die  ideale  Zahl,  die  alge- 
braische Zahl,  die  Quaternionen,  d.  i.  die  vom  Verfasser  als  ganz 
verfehlt  dargetane  Speculation  Hamilton’s;  endlich  die  Kugelteilung. 
Dann  folgt  im  Anhang : das  Lösbarkeitsmerkmal  und  die  Herstellung 
lösbarer  Gleichungen.  H. 


Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Von  Dr.  M.  Paul  Mansion,  Professor  an  der  Universität  Gent, 
Mitglied  der  königl.  belgischen  Akademie.  Vom  Verfasser  durch- 
geschene  und  vermehrte  deutsche  Ausgabe.  Mit  Anhängen  von 
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S.  von  Kowalevsky,  Imschenetsky  und  Darboux.  Heraus- 
gegeben  von  H.  Maser.  Berlin  1892.  Julius  Springer.  489  S. 

Die  hervorragende  Stelle  des  Originalwerkcs,  welches  jetzt  nach 
langer  Unterbrechung  wieder  zugänglich  gemacht  wird,  in  der  mathe- 
matischen Litteratur  wird  vom  Herausgeber  in  den  Worten  ausge- 
sprochen: „das  Mansion’sche  Buch  ist  bisher  das  einzige  geblieben, 
welches  in  so  eingehender  Weise  dio  verschiedenen  Methoden,  welche 
zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  vorgeschlagen 
wurden,  historisch-kritisch  beleuchtet,  ihre  Beziehungen  zu  einander 
klarlegt,  ihre  Vorzüge  und  Mäugel  gegenseitig  abwägt  und  jedem 
der  Begründer  das  Verdienst  lässt,  welches  ihm  zukommt.  Es  ist 
das  einzige  Werk  dieser  Art  geblieben,  einfach  aus  dem  Grunde, 
weil  es  seine  Aufgabo  gleich  in  vollkommener  und  unübertrefflicher 
Weise  löste“.  Letztere  Aussage  kommt  jeder  Kritik  zuvor.  Wir 
wollen  nur  die  Hauptabschnitte  aufführen : Eutstehung  der  partiellen 
Differentialgleichungen.  I.  Buch:  Methode  von  Lagrange  und  Pfaff. 
Lineare  partielle  Differentialgleichungen;  Methode  von  Lagrange 
zur  Integration  der  part.  Diffgl.  mit  3 Veränderlichen  und  einiger 
Gleichungen  mit  einer  grösseren  Zahl  von  Veränderlichen;  Ausdehnung 
der  Lagrange’sclien  Methode  auf  part.  Diffgl.  mit  beliebig  vielen 
Variabein;  die  PfafFsche  Methode.  II.  Buch:  Methode  von  Jacobi. 
Grundlagen;  Integration  einer  part.  Diffgl.  1.  Ordnung;  Integration 
der  simultanen  part.  Diffgl.  1.  Ordnung;  Methode  von  Clebsch  für 
die  Integration  der  liueareu  part.  Diffgl. , zu  deuen  die  Jaeobi’sche 
Methode  führt;  Methode  von  Korkine  und  Boole;  Mayer’s  Methode 
zur  Integration  der  linearen  part.  Diffgl.,  zu  welchen  die  Jacobi’sche 
Methode  führt  III.  Buch:  Methode  von  Cauchy  und  Lie.  Allge- 
meine Auseinandersetzung,  Arbeiten  von  Cauchy;  Untersuchungen 
von  Serret;  Lie’s  Methode  betrachtet  als  eine  Erweiterung  der 
Cauchy’scheu ; dio  Lie’sche  Methode  als  Zusammenfassung  der  frü- 
heren Methoden.  Anhänge:  Zur  Theorie  der  part.  Diffgl.  Von  Frau 
Sophie  v on  Kowal e vsky.  Untersuchung  der  Methoden  zur  Inte- 
gration der  part.  Diffgl.  2.  Ordnung  mit  1 abhängigen  und  2 unab- 
hängigen Veränderlichen.  Von  V.  G.  Imschenetsky.  Ueber  die 
part.  Diffgl.  2.  Ordnung.  Von  G.  Darboux.  II. 


Cours  de  la  Facultd  des  Sciences  de  Paris.  Traite  d’analyse. 
Par  Iilmile  Picard,  Mcmbre  de  lTnstitut,  Professeur  ä la  Facult£ 
des  Sciences.  Tome  I.  Integrales  simples  et  multiples.  L’equation 
de  Laplacc  et  ses  applications.  D6veloppements  en  series.  Appli- 
cations geometriques  du  calcul  infinitesimal.  Paris  1891.  Gauthier  - 
Villars  et  fils.  457  S. 
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Der  umfassende  Titel  „Lehrbuch  der  Analysis“  bezeichnet  das 
Gesamtwerk  nicht  und  ist  auch,  wie  aus  dem  Vorwort  zu  ersehen, 
nicht  zu  diesem  Zwecke  vom  Verfasser  gewählt.  Der  eigentliche 
Gegenstand  ist  vielmehr  die  Theorie  der  Differentialgleichungen,  und 
der  jetzt  erschienene  erste  Band  hat  die  vorbereitende  Bestimmung, 
gewisse  Lehren  von  den  bestimmten  Integralen,  welche  der  Ver- 
fasser zugunsten  seiner  Zuhörer  für  gut  fand,  zu  entwickeln.  Die 
4 Themata  sind  auf  dem  Specialtitel  genannt.  Das  erste  betrifft  die 
allgemeine  Lehre  von  den  Integralen  der  Functionen,  den  einfachen, 
auch  krummlinigen,  den  doppelten  und  mehrfachen;  das  zweite  die 
Laplace’sche  Gleichung,  Anziehung  und  Potential,  die  gleichförmig 
eonvergenten  Reihen,  das  Dirichlet’sche  Integral,  die  Fourierische 
Reihe;  das  dritte  Enveloppen1,  Regelflächen,  Congruenzen  von  Ge- 
raden und  Complcxe’,  Berührung,  Krümmung,  Torsion,  Curven  auf 
Flächen,  abwickelbare  Flächen,  Abbildung.  H. 


Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Functionen  einer  veränder- 
lichen reellen  Grösse.  VonUlisse  Dini,  ordentlichem  Professor 
an  der  Universität  Pisa.  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch 
bearbeitet  von  Dr.  Jacob  Lüroth,  Professor  zu  Freiburg  i.  B., 
und  Adolf  Schopp,  Premierlieutenant  a.  D.  zu  Wiesbaden. 
Leipzig  1892.  B.  G.  Teubner.  554  S. 

In  der  Bearbeitung  ist  der  Gesichtspunkt  unverkennbar,  ein 
italienisches  Werk,  dass  nach  dem  Urteil  der  Herausgeber  bisher 
einziges  und  durch  kein  andres  ersetztes  Ilülfsmittel  des  Studiums 
der  Functionentheorie  gewesen  ist,  nicht  nur  nach  Deutschland  zu 
verpflanzen,  sondern  es  auch  für  Deutschland  und  die  neueste  Zeit 
durch  Berücksichtigung  der  methodischen  Fortschritte  auf  der  Höhe 
seiner  Stellung  zu  erhalten.  Dies  Verfahren  war  indes  vom  Ver- 
fasser selbst  an  die  Hand  gegeben;  denu  auch  die  Entstehung  des 
Originalwerks  zeigt  durch  successive  Aufuahme  neuerer  und  fremder 
Erzeugnisse,  dass  es  für  weitere  Vervollkommnung  bestimmt  war. 
Die  Lehrmethode  charakterisirt  sich  durch  Bevorzugung  der  for- 
mellen Begriffsbestimmung  vor  der  materiellen.  Dies  hat  auf  den 
Eutwickelungsgang  des  Ganzen  keinen  merklichen  Einfluss  geübt. 
Es  werden  nach  einander  die  Begriffe  der  Irrationalzahl,  des  Grenz- 
werts und  der  unendlichen  Grössen,  der  Functioneu,  ihrer  Stetig- 
keit, ihre  Derivation,  die  unendlichen  Reihen,  dann  die  Integration 
behandelt,  mithin  dem  Plane  nach  die  Theorie  aufgebaut.  Im 
Einzelnen  aber  macht  die  Begriffsbestimmung  die  grösste  erreichte 
Allgemeinheit  zum  Ausgangspunkte  und  begnügt  sich  mit  Aufstel- 
lung der  notwendigen  Bedingungen,  ohne  den  Anschluss  der  Lösungen 
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an  vorher  bekannte  Gebiete  ans  Licht  kommen  zu  lassen.  Der 
Deutlichkeit  förderlich  ist  diese  didaktische  Inconseqnenz  gewiss 
nicht;  eher  möchte  das  letztere  Verfahren  dahin  wirken  scheinbare 
principielle  Schwierigkeiten  zu  schaffen,  wo  von  Natur  keine  vor- 
handen sind.  Hoppe. 


Curso  de  analyse  infinitesimal.  Por  F.  Go  me 8 Teixeira, 
Director  da  Academia  Polytechnica  do  Porto,  professor  na  mesma 
Academia,  antigo  professor  na  Universidado  de  Coimbra,  socio  cor- 
respondento  das  Academias  Iteaes  das  Sciencias  de  Lisboa  e Madrid 
e das  Sociedades  Reaes  das  Sciencias  de  Li&ge,  Praga,  etc.  Caleulo 
differencial  (premiado  pela  Academia  Real  des  Sciencias  de  Lisboa 
com  o premio  instituido  por  El-Rei  D.  Luiz  I)  2.a  edi?a*o.  1890. 
— Caleulo  integral  (segunda  parto)  1892.  Porto.  Typographia 
Occidental. 

Die  erste  Ausgabe  der  Differentialrechnung,  erschienen  1887, 
ist  im  23.  litt.  Bericht  S.  27,  der  erste  Teil  der  Integralrechnung, 
erschienen  1889,  im  33.  litt.  Bericht  S.  4 besprochen.  Der  jetzt 
erschienene  2.  Teil  der  Integralrechnung  behandelt  die  Integration 
der  Functionen  imaginärer  Variabein,  die  Euler'schen  Integrale,  die 
elliptischen  Functionen  mit  Anwendungen,  vielförmige  Functionen, 
die  Lagrange’sche  Reihe,  die  Variationsrechnung,  geometrische  An- 
wendung, Minimalflächen.  H. 


Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen.  Akademische 
Vorlesungen  von  H.  Weber,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universit&t  Marburg.  Braunschweig  1891.  Vieweg  u.  Sohn.  504  S. 

Das  Buch  ist  in  3 Teile  geteilt,  überschrieben  analytischer, 
algebraischer,  zahlentheoretischer  Teil.  Im  ersten  findet  man  die  Lö- 
sung der  Probleme,  welche  aus  der  Einführung  der  elliptischen  Functio- 
nen natürlich  hervorgiengen,  wiewol  erst  vollendet  in  einem  Abschnitt 
des  zweiten.  Die  beiden  letzten  teilen  die  durch  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  veranlassten  weitergohenden  Untersuchungen 
mit,  und  zwar  der  zweite  solche,  die  schon  länger  bekannt  sind,  der 
dritte  solche,  die  lange  nur  Wenigen  bekannt,  erst  in  neuester  Zeit 
durch  Halphen,  aber  auch  hier  nur  unvollendet,  an  die  Oeffentlich- 
keit  gelangt  sind.  Die  Abschnitte  des  1.  Teils  sind:  die  elliptischen 
Integrale;  die  Thetafunctionen;  die  Transformationen  derselben;  die 
elliptischen  Functionen;  die  Modulfunctionen;  einige  Anwendungen; 
Die  Abschnitte  des  2.  Teils:  Hülfssätzo  aus  der  Algebra;  Multipli- 
cation und  Teilung  der  elliptischen  Functionen;  Theorie  der  Trans- 
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formationsgleichungen  und  die  Gleichung  5.  Grades.  Die  Abschnitte 
des  3.  Teils:  complcxo  Multiplication;  Berechnung  von  Classen- 
invarianten;  die  Multiplicatorglcichung  in  der  complexen  Multipli- 
cation und  die  Zerfällung  der  Classengleichung  in  Factoren;  Galois’- 
6che  Gruppe  der  Classengleichung,  die  Normen  der  Classeninvarianten 
/(w);  Teilung  der  elliptischen  Functionen  mit  singulären  Moduln. 
Anhang:  Verzeichniss  von  Classeninvarianten.  H. 


Theorie  der  Quaternionen.  Von  Dr.  P.  Molenbrook.  Leiden 
1891.  E.  J.  Brill.  284  S. 

Zum  grössten  Teile  ist  der  Verfasser  Hamilton  gefolgt,  in  einigen 
Stücken  selbständig  bessernd  vorgegangen  Die  einzelnen  Abschnitte 
behandeln:  Summen  und  Differenzen  von  Vectoren;  Quotienten  von 
Vectoren,  Quaternionen;  Producte  von  Vectoren;  einigo  geometrische 
Oerter;  Differentiale  von  Quaternionen;  Auflösung  von  Quaternioneu- 
gleichungcn  1.  Grades;  Quaternionengleichungen  2.  und  höhern 
Grades.  Anhang:  Potenzen  mit  Quaternionenexponenten ; Logarith- 
mus und  trigonometrische  Functionen  eines  Quaternions.  H. 


Die  sieben  Rechnungsoperationen  mit  allgemeinen  Zahlen.  Auf 
Grundlage  der  Anschauung  und  unter  Anwendung  verallgemeinerter 
Definitionen  nach  einheitlichem  Plano  dargestellt  von  Dr.  Franz 
Divic,  königl.  Gymnasial-Professor.  Mit  35  Holzschnitten.  Wien 
und  Leipzig  1891.  A.  Pichler’s  Wittwe  u.  Sohn.  165  S. 

Da  keine  Aeusserung  des  Verfassers  darüber  vorliegt,  so  kann 
man  in  Zweifel  sein,  ob  das  Buch  für  wissenschaftlichen  oder  für 
Schulzweck  bestimmt  ist.  Jedenfalls  gibt  es  keinen  Anlass,  päda- 
gogische Gesichtspunkte  darin  zu  suchen.  Ist  es  aber  unabhängig 
vom  Schulgebrauche  bearbeitet,  so  kann  man  wol  einen,  wenn  auch 
nicht  sachlichen,  doch  formellen  theoretischen  Fortschritt  erwarten. 
In  dieser  Beziehung  behauptet  der  Verfasser,  dass  seine  Darstellungs- 
weise viele  Vorzüge  habe,  und  nennt  als  Hauptvorzug,  dass  seine 
Definitionen  der  Operationen  für  alle  Zahlarten  (weder  von  Zahl- 
arten noch  von  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  kommt  etwas  vor)  einen 
verständlichen  Sinn  geben.  Dies  trifft  jedoch  nicht  zu;  z.  B.  die 
Definition  der  Multiplication  ist  nur  für  natürliche  Zahlen  verständ- 
lich. Ueberhaupt  möchte  es  wol  schwer  sein  Definitionen  oder  Sätze 
in  dem  Buche  zu  finden,  die  sich  anders  als  durch  ungewöhnliche 
Ausdrücke  und  Umschreibungen  von  den  gewöhnlichen  unterschieden. 
Die  Auffassung  steht,  mit  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  verglichen, 
auf  niederer  Stufe.  Unklare  Redeweisen  kommen  nicht  wenige  vor, 
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z.  B.  „Mit  einer  Grösso  sind  zwar  alle  ihre  Teile  insgesamt  gegeben 
etc.“  — „eine  andere  Zahl,  welcho  mit  der  erwähnten  gleichwertig 
ist.“  — Facto ren  werden  Teile  des  Products  genannt.  — Eigentüm- 
lich möchte  vielleicht  die  Erklärung  des  Zählens  sein;  was  aber  da- 
durch gewonnen  wird,  ist  nicht  wol  abzusehen.  Hoppe. 


Neue  Integrationsmethoden  auf  Grund  der  Potenzial-,  Logarith- 
mal-  und  Numeralrechnung.  Von  Dr.  Julius  Bergbohm.  Wien 
1892.  Selbstverlag  des  Verfassers.  58  S. 

Vor  nicht  langer  Zeit  trat  der  Verfasser  mit  einer  Schrift: 
„Neue  Rechnungsmethoden  der  höhoren  Mathematik“  — auf,  worin 
er  zwecklose,  nichts  unbekanntes  darbietende  Rechnungen  unter 
Einführung  neuer  Namen  für  neue  Entdeckungen  ausgab.  Was  im 
40.  litterarischen  Bericht  S.  41  hierüber  gesagt  ist,  lässt  die  gegen- 
wärtige Schrift  ohne  Beachtung  und  fährt  auf  dem  Wege  voraus- 
geschickter Anpreisung  und  unerfüllter  Versprechungen  fort.  Zum 
Belege  die  Aussage  S.  56:  „Fast  alle  Methoden,  wrelche  nötig  sind, 
um  selbst  dio  verwickeltsten  Integrale  zu  ermitteln,  sind  schon  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  angedoutet.“  In  der  Tat  wird  aber  in 
den  zur  Darlegung  der  angeblichen  Methode  ausgeführten  Rech- 
nungen kein  einziges  Integral  ermittelt,  vielmehr  stets  erst  durch 
eine  überflüssig  vermehrte  Reihe  von  Operationen  die  Differentiation 
einer  speciellen  Function  vollzogen,  dann  durch  den  umgekehrten 
Gang  das  bereits  bekannte  Integral  wiedererhalten. 

Hoppe. 


Synopsis  der  höheren  Mathematik.  Von  Johann  G.  Hagen, 
S.  J.,  Director  der  Sternwarte  des  Georgetown-College  Washington 
D.  C.  Erster  Band.  Arithmetische  und  algebraische  Analyse. 
Berlin  1891.  Felix  L.  Dames. 

Dass  bei  dem  grossen  Umfang  und  der  vielfachen  Verzweigung 
der  höhern  Mathematik  eine  Synopsis,  welche  die  Ergebnisse  der 
Forschung  übersichtlich  zusammenstellt,  den  erreichten  Standpunkt 
in  jeder  Richtung  erkennen  lässt  und  die  betreffenden  Arbeiten 
nachweist,  ein  Bedürfniss  Aller,  die  die  Wissenschaft  treiben,  ge- 
worden ist , werden  dieselben  wol  zugestehen.  Zur  Erschaffung 
eines  solchen  Werkes  ist  indes  viel  Umsicht  und  Verständniss  er- 
forderlich. Auch  der  Verfasser  hat  gefunden,  dass  dio  Aufnahme 
des  Stoffes  begrenzt  werden  muss,  und  dazu  den  Gesichtspunkt  ge- 
wählt, dass  die  vorhandenen  Lehrbücher  alle  diejenigen  Sätze  ent- 
halten möchten,  welche  abgeschlossenen  Theorien  zugehören.  Nur 
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deren  Lehrstoff  ist  also  aufgenommen,  jedoch  stets  auf  die  Original- 
arbeiten  zurückgeführt.  Das  Ganze  ist  sachlich  geordnet,  die  Zweige 
der  Wissenschaft  sind  so  geschieden,  wie  sie  sich  der  Litteratur 
zufolge  actuell  gestaltet  haben.  Ein  alphabetisches  Sachregister  er* 
leichtert  die  Auffindung.  Den  einzelnen  Sätzen  (natürlich  ohne 
Beweis)  sind  historische  Angaben  und  andre  Bemerkungen  beigefügt. 
Obgleich  nun  das  Urteil  eines  Einzelnen  nicht  darüber  zu  entscheiden 
vermag,  ob  die  vorliegende  Synopsis  dem  Bedürfnisse  nach  allen 
Seiten  hin  genügt,  so  kann  man  doch  soviel  sagen,  dass  die  Be- 
haudlungsweise  eine  vortreffliche  Befähigung  zu  einem  solchen  Werke 
kund  gibt  H. 


Erd-  lind  Himmelskunde. 

Mitteilungen  der  Vereinigung  von  Freunden  der  Astronomie  und 
kosmischen  Physik.  Redigiert  von  Prof.  Dr.  W.  Foerster  zu 
Berlin.  I.  Jahrgang.  Heft  1.  Berlin  1891.  Ferd.  Dümmlor. 

Die  Vereinigung  ist  gegründet  am  19.  Mai  1891,  mit  dem  Zwecke 
das  Zusammenwirken  der  Forschung  zu  organisiren.  Der  Verkehr 
besteht  in  freien  Mitteilungen  von  Seiten  der  Mitglieder  an  die  lei- 
tenden Stellen  der  Vereinigung  und  von  diesen  aus  in  Publication 
von  Ratschlägen  und  von  Ergebnissen  der  Bearbeitung  der  einge- 
sandten Beobahtungen  in  der  gegenwärtigen  Zeitschrift,  ihrem  ein- 
zigen Organ.  Die  neue  Vereinigung  soll  als  regionale  gleich  den  in 
England,  Frankreich,  Russland  und  Nordamerika  bereits  bestehen- 
den nationalen  Vereinigungen  von  Astronomen  und  Freunden  der 
Astronomie  dio  internationale  „Astronomische  Gesellschaft“  als  um- 
fastendere  und  übergeordnete  ansehen.  Sie  hat  6 Arbeitsgruppen 
gebildet  und  jede  für  sich  orgaijisirt,  nämlich:  für  Sonnenbeobach- 
tungen, für  Beobachtungen  des  Mondes  und  der  Planetenoberflächon, 
der  Intensität  und  Färbung  des  Sternlichtes  und  des  Milchstrassen- 
zugcs,  für  Zodiakallicht  und  Meteore,  für  Polarlicht,  Erdmagnetis- 
mus, Erdströme  und  Luftelektricität,  für  Wolken-,  Halo-,  und  Ge- 
witter-Beobachtungen. Das  erste  Heft  enthält  zuerst  Ratschläge  für 
die  Beteiligung  an  der  Erforschung  der  sogenannten  leuchtenden 
Wolken,  dann  Ankündigung  in  Betreff  der  Meteorbeobachtungen 
nebst  Nachricht  über  zwei  solche,  dann  eine  Zusammenstellung  der 
vorhandenen  Sternkarten.  H. 


37 


Literarischer  Bericht  XL111. 


Astronomische  Abendo.  Allgemein  verständliche  Unterhaltungen 
über  Geschichte  und  Ergebnisse  der  Himmels-Erforschung.  Von 
Dr.  Hermann  J.  Klein.  Dritte,  vielfach  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Leipzig  (1892).  Eduard  Heinrich  Mayer.  392  S. 

Der  Verfasser  beabsichtigt  in  diesem  Buche,  fern  von  systema- 
tischer Darstellung,  in  einer  freien  und  unterhaltenden  Form  dem 
Leser  die  hauptsächlichen  Errungenschaften  der  heutigen  Sternkunde 
vorzuführen.  Hierzu  hat  er  als  geeignetsten  Anknüpfungspunkt  die 
historische  Entwickelung,  insbesondere  die  Lebensgeschichten  der 
hervorragendsten  Astronomen  gewählt,  welche  die  Gelegenheit  bietet 
die  notwendigsten  Erklärungen  einzuflechten,  um  so  unmerklich  eine 
Grundlage  zu  gewinnen,  die  für  den  Leser  ohne  grosse  Vorkennt- 
nisse zum  Verständnis  der  spätem  Darstellung  ausreicht.  Dass  in 
der  Tat  Interesse  für  Belehrung  über  die  Himmelserscheinungeu 
reichlich  vorgefunden  wird,  wio  es  der  Verfasser  voraussetzt,  kann 
man  oft  bemerken  und  ist  durch  den  so  häufig  dargebotenon  An- 
blick des  Sternhimmels  leicht  erklärlich.  Auch  muss  man  bei  Durch- 
lesung des  Buches  dem  Verfasser  viel  Befähigung  und  Geschick  zur 
Durchführung  des  genannten  Planes  zuerkennen ; ganz  besonders  ist 
es  hochzuschätzen,  dass  er  es,  ohne  den  Lesern  viel  Fleiss  und 
Nachdenken  anfzubürden,  doch  vermieden  hat,  ein  eingebildetes 
Wissen  durch  Mitteilung  unverstandener  Gelehrsamkeit  zu  erzeugen. 
Gerade  darum  aber  dürfen  wir  über  eine  Ausnahme,  die  sich  den- 
noch an  einer  Stolle  findet,  nicht  Stillschweigen.  Das  Auftreten  des 
Coppernicus  bezeichnet  eine  entschiedene  Wendung  der  wissenschaft- 
lichen Forschungsweise , (von  der  freilich  Klein  kein  Wort  sagt). 
Indem  C.  mit  klarem  Bewusstsein  die  Basis  seiner  Lehre  eine  An- 
nahme nannte  und  in  seinem  ganzen  Werke  sowie  in  der  Wid- 
mungsschrift als  solche  charakterisirte , errang  die  „Hypothese“ 
vermöge  ihrer  ausserordentlichen  Erfolge  ihren  glänzenden  Sieg  über 
die  bornirte  Meinung  (die  sich  jederzeit  für  absolutes  Wissen,  Wahr- 
heit, Forderung  des  Geistes  u.  s.  w.  hält  und  ausgibt)  und  behauptete 
ihn  durch  durch  die  raeshe  Entwickelung  der  neuern  Wissenschaft. 
Hätten  C.  und  seine  Nachfolger  ihrp  Lehren  als  Wahrheiten  hinge- 
stellt, so  hätte  sich  statt  einer  fortschreitenden  Wissenschaft  nur 
eine  Reihe  von  Meinungen  ergeben.  Die  Hypothese  des  C.  war 
es,  die  von  Kepler  präcisirt,  von  Newton  zur  Vollendung  gebracht 
ward.  Dies  Verhältniss  der  Hypothese  zur  angeblichen  Wahrheit 
verdreht  nun  Klein  gänzlich  auf  S.  24,  wo  er  von  Osiander’s  Vor- 
redo  zu  C.’s  Wcrko  spricht  und  sich  empört  darüber  zeigt,  dass 
dieser  die  neue  Lehre  als  Hypothese  bezeichne,  die  weder  wahr  noch 
wahrscheinlich  zu  sein  brauche.  Der  Beisatz  versteht  sich  natürlich 
für  jeden  Forscher  von  selbst,  die  Bezeichnung  als  Hypothese  steht 
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sogar  mit  dem  von  Klein  citirten  eigenen  Ausspruch  dos  C.  in  voller 
Ueberein8timmung.  Es  ist  daher  nicht  die  Aussage  von  Os.,  sondern 
die  von  Klein  unverständlich.  Sofern  nun  die  vorgesehenen  Leser 
keine  Forscher  sind,  durfte  freilich  Klein  jeno  bedeutungsvolle  Wen- 
dung mit  Stillschweigen  übergehen.  Dann  aber  war  auch  kein  An- 
lass .von  der  genannten  Vorrede  ein  Wort  zu  sagen.  Sprach  er 
einmal  davon , so  war  es  ganz  den  sonst  treu  gehaltenen  Grundsätzen 
zuwider,  den  Sachverhalt  so  im  Dunkeln  zu  lassen  wie  es  hier  ge- 
schieht. Doch  ist  nicht  bloss  die  fehlende  Erklärung,  sondern  eine 
wirkliche  Entstellung  des  Sachverhalts  zu  rügen.  Was  die  Erhaben- 
heit von  C.’s  Geiste  offenbart,  und  worin  der  Kundige  eine  Anbah- 
nung des  spätem  Wiederauflebens  der  Wissenschaften  sieht,  das 
lässt  Klein  — denn  anders  lässt  sich  seine  Aeusserung  nicht  wol 
deuten  — in  Os.’s  Munde  als  Herabwürdigung  von  C.’s  Lehre  er- 
scheinen. Hoppe. 

Astronomy  and  astro-physics.  Editors  WM.,  W.  Payne, 
Director  of  the  Goodsell  Observatory,  Northfield,  Minn,  George  E. 
Haie,  Director  of  the  Kenwood  Astro-Physical  Observatory,  Chi- 
cago. 101.  102.  103.  1892. 

Das  dem  Ref.  in  3 Heften  Vorliegende  ist  eine  amerikanische 
Zeitschrift,  von  welcher  jährlich  10  Hefte  erscheinen.  Der  erste 
Teil  jedes  Heftes  enthält  Abhandlungen  allgemein  astronomischen 
Inhalts,  der  zweite,  astrophysikalische  Teil  hauptsächlich  Unter- 
suchungen der  Spectra  von  Fixsternen  und  dei;  Physik  der  Sonne, 
der  dritte  Teil  Nachrichten  und  Noten.  ’ H. 


Les  m6thodes  nouvelles  de  la  mdcanique  cdleste.  Par  H.  Poin- 
car6,  Membre  de  l’Institut,  Professeur  ä la  Facultd  des  Sciences. 
Tome  I.  Solutions  p6riodiques.  Non-existence  des  integrales  uni- 
formes. Solutions  asymptotiques.  Paris  1892.  Gauthier-Villars  et 
Als.  385  S. 

Nachdem  Gyld6n  und  Lindstedt  die  säeularen  Terme,  welche 
die  nach  alter  Methode  zur  approximativen  Lösung  dos  Problems 
der  3 Körper  gebrauchten  Reihen  enthalten,  entfernt  und  neuo 
Reihen  mit  lauter  periodischen  Termen  dafür  entwickelt  hatten, 
Reihen  indes  die  nur  eine  anfängliche  grössere  Annäherung  ergeben, 
aber  nieht  convergiren,  war  es  im  theoretischen  Interesse  für  den 
Verfasser  das  nächste  Ziel,  eine  obere  Grenzo  des  Restes  zu  finden. 
Dies  Ziel  ist  durch  die  gekrönte  Preisarbeit,  wie  sie  im  13.  Bande 
der  Acta  Mathematica  veröffentlicht  ist,  erreicht.  Das  vorliegende 
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Werk  gibt  nun  fiio  ganze  Theorio  in  mehr  synthetischer  Darstellung. 
Die  Abschnitte  des  bis  jetzt  allein  erschienenen  1.  Bandes  sind: 
Jacobi’8  Methode;  Integration  durch  Reihen;  periodische  Lösungen; 
charakteristische  Exponenten;  Nichtexistenz  einförmiger  Integrale; 
approximative  Entwickelung  der  Störungsfunction;  asymptotische 
Lösungen.  H. 


Lehrbuch  der  physikalischen  Geographie.  Von  Dr.  Sicgmuud 
Günther,  Professor  an  der  k.  technischen  Hochschule  in  München. 
Mit  169  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und  3 Tafeln  in 
Farbendruck.  Stuttgart  1891.  Ferdinand  Enke.  508  S. 

Welche  Doctrinen  hier  der  Begriff  der  physikalischen  Geogra- 
phie als  umfassend  betrachtet  wird,  zeigt  die  Reihe  der  Themata 
des  Lehrbuchs:  Kosmophysikalische  Einleitung;  Gestalt  und  Grösse 
der  Erde;  Gravitation;  Erdtemperatur  und  Erdinneres;  Geognosie 
uud  Stratigraphie;  Land  und  Entstehung  der  Gebirge;  Hebungen 
und  Senkungen;  vulcanische  Erscheinungen;  Erdbeben;  das  magne- 
tische und  elektrische  Verhalten  der  Erde;  die  Atmosphäre  und  die 
in  ihr  sich  vollziehenden  Bewegungen;  Klimatologie;  ozeanische 
Statik  und  Dynamik;  die  Gewässer  des  Festlandes;  Schnee  und 
Gletschereis;  die  zerstörenden  Kräfte  an  der  Erdoberfläche;  allge- 
meine uud  specielle  Morphologie  der  Erdoberfläche.  Aus  diesen 
vielen  Gebieten  erwachsen  nun  eine  grosse  Anzahl  naturwissen- 
schaftlicher Fragen,  die  wir  nach  heutigem  Standpunkt  als  ungelöst 
betrachten  müssen,  sofern  aus  ihrer  Untersuchung  kaum  irgend  eine 
definitive  Lehre  oder  Theorie  hervorgegangen  ist.  Dem  Lehrbuch 
bleibt  nur  die  Aufgabe  des  beschreibenden  Berichts,  nämlich  eines- 
teils der  Beschreibung  der  beobachteten  Erscheinung,  andernteils  des 
der  Beobachtung  sich  entziehenden  zur  Erklärung  der  Erscheinung 
hinzugedachten  Vorgangs,  darüber  hinaus  höchstens  Kritik  der  Ar- 
gumentationen. So  lässt  denn  auch  das  vorliegende  Lehrbuch  es 
dabei  bewenden,  die  verschiedenen  Erklärungsversuche  mit  Nennung 
ihrer  Autoren  neben  einander  zu  stellen.  Es  bleibt  sogar  uner- 
wähnt, wenn  denselben  wesentlich  verschiedene  Erscheinung  zngrunde 
liegt.  So  sind  z.  B.  zur  Erklärung  der  Meeresströmungen  3 Hypo- 
thesen aufgeführt,  deren  erstere  beiden  für  locale  Ausgleichungs- 
ströme passen,  während  der  dritte  nur  für  Circulationen  denkbar 
ist,  ohne  dass  die  Frage  nach  der  Existenz  der  letztem  aufkommt 
Gerade  darum  aber,  weil  keino  Frage  zum  befriedigenden  Abschluss 
gebracht  ist,  darf  man  annehmen,  dass  der  Reiz  des  Studiums  um 
so  grösser  sein  wird;  denn  ein  Rätsel  übt  nach  Mitteilung  der  Lösung 
keine  Anziehung  mehr.  H. 
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Astronomischer  Kalender  für  1891.  1892.  Nach  dem  Muster  des 
Karl  von  Littrow’schen  Kalenders  herausgegeben  von  der  k.  k.  Stern- 
warte. Neue  Folge.  Zehnter,  elfter  Jahrgang.  Wien.  Carl  Gerold's 
Sohn.  144  + 147  S. 

Die  Beilagen  beider  Jahrgänge  geben  die  Elemente  aller  Pla- 
neten, Satelliten  und  Asteroiden.  Jede  von  beiden  berichtet  ferner 
über  die  Entdeckungen  neuer  Planeten  und  Kometen.  Ausserdem 
enthält  erstere  die  Phasen  des  Saturnringes  in  den  Jahren  1891 
und  1892,  letztere  das  Verzeichniss  der  vorzüglichsten  in  unsern 
Breiten  sichtbaren  Fixsterne.  Nähere  Auskunft  wird  in  beiden  Jahr- 
gängen erteilt  über  dio  nach  ein-  oder  mehrmaliger  Wiederkehr 
beobachteten  Kometen.  H. 
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XLIV. 


Methode  und  Principien. 

Die  Grundlage  der  Geometrie  ohne  specielle  Grundbegriffe  und 
Grundsätze  mit  Einschluss  einer  vollständigen  Darstellung  der  reinen 
Sphärik  einheitlich  dargestcllt  von  Johann  Jakob  Iselin  (eidgen. 
diplom.  Arzt  von  Glarus).  Bern  1891.  K.  J.  Wyss.  4°.  264  S. 

Der  Gedauke,  aus  dem  die  vorliegende  Arbeit  entsprungen  ist, 
findet  sich  in  der  Einleitung  klar  dargelegt.  Die  Principien  der 
Geometrie  zeigen  einige  Begriffe  und  einige  Sätze,  welche  nach  bis- 
heriger Methode  nicht  begründet  werden  konnten,  daher  als  Grund- 
begriffe und  Grundsätze  angenommen  werden  mussten.  Der  Verfasser 
ist  nun  der  Ansicht,  dioso  Mängel  beruhten  nur  auf  unrichtiger 
Entwickclungsfolgc.  Er  meint  eine  Anordnung  gefunden  zu  haben, 
bei  der  keine  Voraussetzung  nötig  sei  und  das  System  der  Begriffe 
und  Sätze  sich  in  strenger  Folge  ergebe.  Die  Ausführung,  welche 
der  Hauptsache  nach  den  Inhalt  des  Buches  ausmacht,  wenn  der- 
selbe auch  vielfach  über  die  notwendigen  Principien  hinausgeht,  hat 
den  Erfolg  auf  folgende  Umstellung  gebaut:  statt  der  linearen  Ge- 
bilde,Ebene  und  Geraden,  macht  dio  Kugel  den  Anfang;  jene  werden 
aus  ihr  durch  Uebergang  zur  Grenze  und  durch  Schnitte  gewonnen 
(eiue  Deduction  die  auch  von  andern  Autoren  versucht  ist).  Dass 
nun  das  eigentliche  Ziel,  die  Beseitigung  aller  Voraussetzungen,  in 
vorliegender  Bearbeitung  gänzlich  verfehlt  ist,  kann  dem  Leser  der- 
selben schwerlich  entgehen.  Dass  jode  Theorie,  also  auch  die  Gco- 
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metrie  Voraussetzungen  haben  muss,  ist  selbstverständlich.  Das 
,.neue  System4,  stellt  sich  bei  gegenwärtiger  Abfassung  dem  alten 
System  gegenüber  gerade  dadurch  in  Nachteil,  dass  die  factischen 
Voraussetzungen,  die  teils  mehr,  teils  weniger  offeubar  darin  gemacht 
sind,  nie  ausgesprochen  werden.  Die  Congruenz  von  Raumgebilden 
als  notwendiger  Grundbegriff,  die  empirischen  Eigenschaften  des 
Raumes  als  notwendige  Grundsätze  hätten  zunächst  anerkannt  werden 
müssen,  da  sie  beständig  in  Anwendung  kommen.  Hiervon  kann 
man  leicht  absehen.  Das  Ganze  charakterisirt  sich  schon  in  unver- 
hehlter  Weise  durch  seinen  Anfang  als  principiell  unlogisch  und 
entzieht  dadurch  alles  Folgende  der  Controle,  nämlich  durch  Ein- 
führung uud  beständige  Verwendung  unmöglicher  Begriffe.  Unmittelbar 
und  ohne  Versuch  einer  Erklärung  wird  das  absolute  Unendliche, 
(oo)  als  Grösse  behandelt  und  die  Linie  eine  Summe  von  Punkten, 
die  Fläche  eine  Summe  von  Linien  u.  s.  w.  genannt.  Als  Symbole 
sind  solche  Ausdrücke  offenbar  nicht  zulässig,  wo  die  logische  Bün- 
digkeit in  Frage  steht;  man  müsste  verlangen,  dass  der  Autor  auch 
im  Stande  wäre,  die  Symbole  durch  Worte  von  eigentlichem  Sinne 
zu  ersetzen,  das  aber  wäre,  um  es  bei  allen  Anwendungen  zu  voll- 
ziehen, eine  Aufgabe,  die  dem  gesamten  vorausgesetzten  Problem 
ziemlich  gleich  käme;  ehe  es  geschehen  ist,  lässt  sich  nicht  ersehen, 
wieviele  Lücken  der  Deduction  dann  zutage  kommen  würden,  die 
unter  der  Decke  der  Symbole  verborgen  waren.  Nach  allem  ist  das 
Buch  weit  entfernt  das  Versprochene  zu  leisten.  Ueberhaupt  muss 
mau  darauf  verzichten  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  ein  Lehr- 
system zu  schaffen,  das  als  Grundlage  des  Unterrichts  das  euklidische 
zu  ersetzen  vermöchte,  weil  hier  dio  Gesichtspunkte  des  letztem, 
Beginn  in  den  einfachsten  Gebilden  und  synthetischer  Fortgang,  gar 
nicht  in  Betracht  gezogen  sind.  Lässt  man  diese  Bestimmung  des 
Buchs  fallen  und  betrachtet  es  als  wissenschaftliche  Untersuchung, 
und  zwar  ohne  Anspruch  ein  bestimmtes  Ziel  erreicht  zu  haben,  so 
bietet  es  manches  anregende  dar.  Zuerst  werden  die  bisherigen 
Grundbegriffe  in  der  Weise  des  Verfassers  discutirt.  Der  2.  Teil 
trägt  das  „neue  System“  vor.  Er  beginnt  mit  dem  Euler’schen  Satze 
von  den  Polyedern  (unter  Voraussetzung  successiven  Angrenzens  der 
Flächen).  Dann  werden  die  Kugel,  die  Schnitte  der  Kugeln,  die 
sphärische  Geometrie,  die  Rotationsflächen  und  solche  2.  Grades 
behandelt  Dann  folgt  durch  Ucbergang  zur  Grenze  die  Geometrie 
der  Ebene  und  der  Geraden.  Dio  Lehrsätze  werden  als  Folge  vor- 
hergehender Erörterung,  nie  mit  nachfolgendem  Beweise  aufgestellt. 
„Benamsungcu“  werden,  unterschieden  von  Definitionen,  in  grosser 
Anzahl  gegeben,  die  meisten  dem  gewöhnlichen  Gebrauche  gemäss, 
audre  auch  neu  erdacht,  wegen  Länge  der  Erklärung  nicht  leicht  zu 
verstehen.  Hopp  e. 
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Ueber  den  Ursprung  des  Zahlbegriffs  aus  dem  Tonsinn  und  über 
das  Wesen  der  Primzahlen.  Von  W.  Preyer  in  Berliu.  Hamburg 
und  Leipzig  1891.  Leopold  Voss.  36  S. 

Der  Verfasser  stellt  die  Ansicht  auf,  dass  der  Mensch  auf  den 
Zahlbegriff  zuerst  durch  die  Empfindung  der  Harmonie  der  in  ein- 
fachen Schwiugungsverhältuisseu  stehenden  Töne  geführt  werde.  Da 
nun  das  System  der  Harmonie  nicht  die  vollständige  Zahlenreihe 
ergibt,  so  seien  eben  die  Lücken  derselben  das  erzeugende  Element 
der  Primzahlen,  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  müsso  man  freilich 
2 und  3 (warum  nicht  auch  5 V)  vou  der  Reihe  der  Primzahlen  aus- 
schliessen.  Der  schlagendste  Eiuwand  gegen  die  Ansicht  ist  ohne 
Zweifel  der,  dass  kein  Kind,  ehe  es  zum  Vcrstäudniss  der  Akustik 
reif  ist,  von  einer  Beziehung  der  Oetave  zur  Zahl  2,  etc.  etwas  weiss 
und  doch  schon  längst  vorher  zählen  kann.  Weder  gegen  dieseu 
Einwand  indes,  noch  überhaupt  verteidigt  die  Schrift  jene  Ansicht, 
sondern  sucht  nur  soviel  als  möglich  Beziehungen  der  Musiktheorie 
zur  Arithmetik  aufzuweiscu,  ohne  je  darauf  zurückzukommen,  welche 
das  psychische  prius  sei.  Gleich  als  ob  der  Ursprung  des  Zahl- 
begriffs ein  uuergründetes  Geheimuiss  wäre,  scheint  also  der  Ver- 
fasser die  Entdeckung  jener  Quelle  als  einer  nur  möglichen  schon 
für  eine  vorläufig  hinreichende  Leistung  zu  halten.  Erwähnt  mag 
noch  werden,  dass  der  Verfasser  das  hexadischo  Zahlsystem  empfiehlt, 
damit  das  Berefch  der  Primzahlen  auf  die  Einerziffern  1 uud  5 be- 
schränkt wird.  Hoppe. 

Die  Gravitation  ist  eine  Folge  der  Bewegung  des  Aethcrs.  Von 
Karl  Schlichtin g,  Lüben  i.  Schl.  Lüben  1891.  L.  Goldschie- 
ner.  11  S. 

Der  Verfasser  nimmt  eine  gleichmässige  Bewegung  der  als  Kugeln 
gedachten  Aetheratomc  in  gemeinsamer  Richtung  an.  Diese  gehen 
zum  Teil  wirkungslos  durch  die  Zwischenräume  der  Körpermolecüle, 
zum  andern  Teil  erteilen  sie  dem  Körper  durch  Stoss  eine  Bewegung. 
Treffen  daun  die  durchgeströmten  Atome  in  verminderter  Anzahl 
einen  zweiten  Körper,  so  ist  ihre  Wirkung  auf  ihm  schwächer,  und 
relative  Annäherung  beider  ist  die  Folge.  So  wird  daun  die  Er- 
scheinung der  Attractiou,  d.  h.  für  eine  einzige  momentane  Lago 
der  Körper  erklärt  Manche  Rechnung  wird  geführt,  doch  steht  die 
physikalische  Deutung  mit  den  Resultaten  in  keiner  sichtlichen  Ver- 
bindung. Hoppe. 

Die  Gestaltung  des  Raumes.  Kritische  Untersuchungen  über  die 
Grundlagen  der  Geometrie.  Von  F.  Pictzker,  Oberlehrer  am 
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Gymnasium  zu  Nordhausen.  Mit  10  Figuren  im  Text.  Braunschweig 
1891.  Otto  Salle.  104  S. 

Der  Verfasser  verspricht  in  der  vorliegenden  Schrift  die  nicht- 
euklidische  Geometrie  in  der  von  ihren  Autoren,  Helmboltz,  Rie- 
mann  und  Beltrami  geschaffenen  Gestalt  und  die  Mehrdimensionen- 
geometrie durch  Nachweis  von  Widersprüchen  zu  widerlegen.  Da 
die  Behandlungsweise  von  vorn  herein  den  Eindruck  einer  vortreff- 
lichen Beherrschung  des  Gegenstandes,  Vorurteilsfreiheit,  Umsicht 
uud  Sogfalt  macht,  so  muss  die  genannte  Ankündigung,  auch  wenn 
man  die  Ueberzeugung  hat,  dass  sie  aus  Irrtum  hervorgeht,  Auf- 
merksamkeit in  hohem  Grade  und  die  Begierde  erwecken  die  Wider- 
sprüche kennon  zu  16rnen,  die  der  Verfasser  gefunden  haben  will. 
Allein  in  dieser  Erwartung  fiudct  sich  der  Leser  gänzlich  getäuscht: 
zum  Nachweis  des  Widerspruchs  kommt  es  gar  nicht;  die  bei  der 
Vorbereitung  bewiesene  Sorgfalt  wird  jedesmal  bei  Seite  gesetzt,  so- 
bald eine  exacte  Entscheidung  bevorsteht:  der  definitive  Schluss 
wird  in  allgemeinen  Worten  unbekümmert  um  deren  Deutung  und 
ohue  Eingehen  auf  den  sachlichen  Inhalt  gezogen , uud  was  ihm  an 
Bündigkeit  fehlt,  durch  starke  Bctouung  des  Resultats  ersetzt  Bei 
Beurteilung  der  Schrift  müssen  wir  auf  den  wesentlichen  Unterschied 
der  zwei  in  Rede  stehenden  Theorien  ein  grösseres  Gewicht  legen, 
als  e3  der  Verfasser  tut.  Die  nichteuklidische  Geometrie  operirt 
mit  unfertigen  Begriffen,  nämlich  solchen,  die  wegeu  des  Fehlens 
gewisser  Merkmale  eine  grössere  Allgemeinheit  besitzen;  ihre  Auf- 
gabe ist  keine  Fortbildung,  souderu  eiue  rückgängige  Prüfung  der 
Basis  einer  durch  ihre  Erfolge  bereits  gesicherten  Wissenschaft;  sie 
ist  kein  Teil  oder  Zweig  der  letztem,  eiue  weitere  Ausdehnung  un- 
abhängig von  jener  didaktischen  Bestimmung  möchte  sich  schwer- 
lich rechtfertigen  lassen.  Die  Mehrdimensioneugeometrie  hingegen 
steht  ganz  auf  dem  Boden  der  euklidischen,  sic  bedarf  keiner  neuen 
Grundbegriffe,  und  alle  ihre  Gebilde  und  Lagenverhältuisse  sind  (un- 
endlich mehr  als  erforderlich)  durch  euklidische  eindeutig  bestimmt. 
Sie  ist  kein  notwendiger,  aber  ein  nützlicher  peripherischer  Zweig, 
gerechtfertigt  durch  eine  grosse  Anzahl  von  Sätzen,  welche  der  Geo- 
metrie von  1,  2 uud  3 Dimensionen  durch  Unterordnung  unter  all- 
gemeinere Gesetze  eine  Beleuchtung  erteilen,  eine  Rechtfertigung 
die  hiernach  dadurch  bedingt  ist,  dass  sie  durchschauliche  Gesetze 
producirt.  Die  Idealität  beider  Speculationsbereiche  charakterisirt 
dieselben  überhaupt  nicht,  weil  die  meisten  Gegenstände  der  Mathe- 
matik ideell  sind.  In  Betreff  der  nichteuklidischeu  Geometrie  müssen 
wir  uns  hier  auf  einige  Bemerkuugeu  beschränken.  Es  werden  zu- 
erst bedenkliche  Folgen  derselben  genannt,  daun  ihre  Unvereinbar- 
keit mit  dem  Princip  der  gleichmässigen  Gestaltung  des  Raumes  zu 
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beweisen  versucht,  dann  die  Beweiskraft  der  Raumtheorien  von 
Ilelmholtz,  Kiemaun  uud  Beltrami  untersucht  Auffällig  ist  zunächst, 
dass  der  Verfasser  nach  wiederholten  Aeusseruugen  den  Begriff  der 
(’ougrucnz  als  gegeben  durch  die  Gleich mässigkeit  des  Raumes  be- 
trachtet, noch  mehr,  dass  er  durch  eine  citirte  Stelle,  wo  Helmboltz 
den  Sachverhalt  auseiuandersetzt,  auf  seinen  Irrtum  nicht  aufmerk- 
sam wird,  also  jene  Stelle  gar  nicht  zu  verstehen  scheint.  So  be- 
langlos die  Sache  an  sich  sein  mag,  so  macht  sie  doch  die  richtige 
Auffassung  der  von  ihm  kritisirten  Theorien  etwas  zweifelhaft.  Sein 
Iiaupteinwaud  gegen  dieselben  ist  nämlich,  dass  dio  Geraden  sich 
nicht  umgekehrt  decken ; zwar  seien  für  die  Deckung  umständliche 
Beweise  gegeben,  deren  Richtigkeit  er  nicht  bestreitet,  doch  seien 
dieselben  unzureichend.  Die  vormisste  Untersuchung,  welche  er  nun 
selbst  in  Angriff  nimmt,  bezieht  sich  nicht  auf  den  Verlauf  der  Ge- 
raden, sondern  nur  auf  ihre  Endpuukte:  er  sucht  ein  Coordinaten- 
system,  welches  den  zweiten  Endpunkt  vom  ersten  aus  ebenso  be- 
stimmt wie  der  ersten  vom  zweiten  aus.  Weil  er  für  3 Dimensionen 
ein  solches  im  nichteuklidischen  Raume  nicht  fiudet,  so  schliesst  er, 
dass  der  nichteuklidische  Raum  unmöglich  sei.  Dabei  ist  folgendes 
zu  bemerken.  Nimmt  mau  den  Congruenzbegriff  als  gültig  an,  d.  h. 
betrachtet  man  ein  einziges  Gebilde  bei  seiner  Translocation  als 
unveränderlich,  so  ist  es  selbstverständlich,  dass  das  System  der  2 
Punkte,  als  starres  betrachtet,  sich  in  umgekehrter  Lage  decken 
muss',  olino  dass  daraus  ein  Schluss  auf  die  Gleichmässigkeit  des 
Raumes  gezogen  werden  kann.  Die  Deckung  der  geraden  Verbin- 
dung folgt  aus  dem  Satze,  dass  eine  Gorade  durch  2 Punkte  be- 
stimmt ist.  Dies  uud  dass  die  Gerade  in  dom  defiuirten  Raumo 
liegt  weun  2 ihrer  Punkte  darin  liegen,  ist  ohne  Zweifel  in  der 
Doctrin  bewiesen  Dass  dennoch  kein  Coordinatensystem  gleich- 
mässig,  umkehrbar  uud  vertauschbar  gefunden  werden  kann,  wenn 
mau  sich,  wie  es  hier  geschieht,  auf  Kürzeste  als  Coordinateulinien 
beschränkt,  ist  nicht  auffällig,  da  auf  keiner  nicht  abwickelbarcu 
Fläche  zwei  Scharen  Kürzester  ein  regelmässiges  System  ergobeu, 
und  doch  die  positiv  gekrümmte  Kugelfläche  einen  gieickmässigeu 
Raum  darstellt.  So  ist  denn  auch  hier  der  definitive  Schluss  durch 
nichts  motivirt;  dem  Raume  wird  schuld  gegeben,  was  Schuld  der 
Abmessungsweise  innerhalb  desselben  ist,  ein  Fehler  der  in  naher 
Verbindung  damit  steht,  dass  der  Verfasser  mit  der  Gleichmässig- 
keit des  Raumes  den  Congruenzbegriff  als  gegeben  betrachtet,  als 
ob  man  nicht  in  jenem  auch  nicht  congruento  Gebilde  construireu 
könnte.  Vorstehendes  soll  keine  Widerlcgüng  der  eutwickteu  Ansicht 
des  Verfassers  sein,  sondern  nur  zeigen,  warum  wir  seine  Behaup- 
tung. die  nichteuklische  Geometrie  führo  auf  Widersprüche , nicht 
als  einleuchtend  dargetan  anerkennen  können.  Anders  liegt'*  nun 
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die  Sache  in  Betreff  der  Mehrdimensionengeometric ; denn  diese  be- 
steht ganz  unabhängig  von  ihren  Bearbeitern,  lässt  sich  also  rein 
objectiv  beurteilen.  Der  Verfasser  wird  hier  auf  sie  durch  den 
Umstand  geführt,  dass  Riemann  und  Beltrami  die  nichteuklidische 
Geometrie  für  gleichbedeutend  mit  der  Geometrie  eines  constant 
gekrümmten  Raumes  erklären,  eine  Auffassung,  welche  offenbar 
ihre  Möglichkeit  als  bedingt  durch  die  Möglichkeit  einer  minde- 
stens vierfachen  Mannigfaltigkeit  darstellt.  Hieraus  erwächst 
dem  Verfasser  ein  zweiter  Weg  zur  Widerlegung  der  nichteuklidi- 
schen Geometrie,  indem  hierzu  schon  die  der  Mehrdimcnsioncn- 
geometrio  allein  genügen  würde.  Zur  Ausführung  stellt  er  im  letzten 
Abschnitte  eine  „Betrachtung“  an,  die  er  am  Schlüsse  eine  „un- 
mittelbar die  vollkommene  Unmöglichkeit  der  vierten  Raumdimension 
klarlegendo“  nennt,  der  aber  zu  einem  Beweise  geradezu  alles, 
namentlich  das  Vorkommen  der  zu  beweisenden  Unmöglichkeit,  fehlt. 
Es  werden  nach  einander  die  Gebilde  von  1,  2,  3,  4 Dimensionen 
betrachtet  und  an  ihnen  einzeln  ein  gewisser  Gegensatz  und  eine 
„doppelte  Auffassung“  hervorgehoben.  In  wiefern  nun  der  gemeinte 
Gegensatz  und  die  2 Auffassungen,  die  bzhw.  nur  bei  1 und  2 Di- 
mensionen ausgesprochen  sind,  auch  bei  3 und  4 Dimensionen  als 
dieselben  verstanden  werden  sollen,  um  einen  Sinn  zu  ergeben, 
weuu  weiterhin  schlechthin  von  der  doppelten  Auffassung  die  Rede 
ist,  lässt  sich  schwer  erraten;  jedenfalls  stimmt  es  nicht  mit  der 
Absicht  „klarzulegen“,  dass  so  dehnbare  Begriffe,  gerade  wo  ein 
wichtiger  Schluss  gezogen  werden  soll,  ohne  vollkommen  entwickelte 
Angabe  ihres  Inhalts  gebraucht  werden.  Doch  ist  es  auch  gar  nicht 
nötig  aus  der  langen  Betrachtung  irgend  etwas  zu  bestreiten.  Wir 
wollen  zugeben,  dass  ein  gewisser  gemeinsamer  Gegensatz  und  eine 
gewisse  gemeinsame  doppelte  Auffassung  innerhalb  der  ersten  3 Di- 
mensionen bestehen,  in  der  4.  Dimension  hingegen  fehlen.  Dies 
sagt  offenbar  nichts  weiter,  als  dass  die  4.  Dimension  eine  Eigen- 
schaft nicht  hat,  welche  die  3 ersten  besitzen,  d.  h.  dass  sie  be- 
grifflich in  diesen  nicht  enthalten  ist.  Um  einen  Widerspruch  in 
ihrer  Idee  aufzuweisen,  hätten  2 Betrachtungen  zu  unvereinbaren  Re- 
sultaten führen  müssen,  und  von  solchen  ist  nirgends  die  Rede. 
Auch  die  Forderung  der  Anschaulichkeit,  welche  an  andrer  Stelle 
erhoben  wird,  ist  in  gleichem  Falle;  denn  deren  Bedingungen  sind 
aus  dem  euklidischen  Raum  entnommen.  Die  obige  Behauptuug  der 
Unmöglichkeit  einer  4.  Dimension  ist  demnach  nicht  einmal  formell 
begründet.  Im  vorletzten  Abschnitt  der  Schrift,  wie  hier  noch  nach- 
zuholen ist,  bestreitet  der  Verfasser  das  Recht  die  von  Riemann  aus 
Licht  gestellten  speciellcn  Eigenschaften  des  euklidischen  Raumes 
als  solche  zu  bezeichnen,  welche  aus  der  Erfahrung  stammten,  indem 
er  auf  die  Unmöglichkeit  hjnweist  durch  Messung  der  Winkel  eines 
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sehr  grossen  Dreiecks  die  Frago  zu  eutschoidon,  ob  deren  Summe 
2 Rechte  beträgt.  Dies  verbunden  mit  einer  spätem  Erklärung, 
dass  nämlich  GrÖssonvergleicbung  erst  durch  das  Bewusstsein  der 
Fähigkeit  möglich  sei,  zeigt,  dass  der  Verfasser  die  Rollo  der  Er- 
fahrung noch  gleicherweise  verkennt  wie  die  speculativo  Philosophie, 
dio  mit  der  inductiven  Erkenntniss  nichts  anzufangen  weiss.  Dass 
seit  Bako’s  Reform  der  Erkenntuisslehre  die  Naturwissenschaft  den 
entgegengesetzten  Forschungsweg  verfolgt  von  dem  des  Descartes, 
welcher  nur  von  einem  sichern  Anfang  einen  sichern  Fortgang  der 
Erkenntuiss  für  möglich  hielt,  dass  für  die  empirischen  Wissen- 
schaften vielmehr  der  Anfang  ganz  gleichgültig  ist,  und  die  Sicher- 
heit allein  in  den  Erfolgen  liegt,  scheint  auf  das  Urteil  dos  Ver- 
fassers unwirksam  geblieben  zu  sein:  er  meint  noch  immer,  dio  Er- 
fahrung, welche  die  Quelle  der  geometrischen  Grundbegriffe  genannt 
werde,  müsso  eine  präcise  Beobachtung  sein.  Die  roheste  Erfahrung 
eines  Kindes,  welches  Dinge  so  lange  für  gleich  hält,  bis  es  dio 
Verschiedenheit  gewahr  wird,  nötigt  es  zur  Vergleichung  noch  lange 
ehe  es  von  seiner  Fähigkeit  etwas  weiss;  eine  ebenso  rohe  Erfahrung 
reicht  hin  den  Vorzug  der  geraden  Linie  vor  andern  Linien  zu  be- 
merken, ohne  dass  es  die  Bedingungen  der  Geradheit  kennt.  Als 
eine  zunächst  unwissenschaftliche  Idee  wird  die  Gerade  von  Euklid 
aufgenommen,  bildet  die  Grundlage  eines  wissenschaftlichen  Systems 
und  zeigt  sich  Jahrtausende  lang  als  eine  Errungenschaft;  erst  in 
neuster  Zeit  denkt  man  daran  nach  dem  exacten  Begriffe  zu  fragen. 
Ebenso  beruhen  die  von  Riemann  genannten  Eigenschaften  des  Raumes 
auf  Erfahrungen,  die  ohne  Wissenschaft  gemacht  werden,  und  deren 
Ursprung  er  nicht  näher  zu  bestimmen  braucht,  weil  nichts  davon 
abhängt  Den  dialektischen  Kunstgriff,  welchen  Kant  gebraucht  um 
die  Bakonische  Erkenntuisslehre  beiseite  zu  schieben  und  wieder  auf 
die  Cartesische  einzulenken,  ahmt  der  Verfasser  nach:  gleichwie 
Kant  setzt  er  der  Erfahrung  angeborene  Fähigkeiten  entgegen.  Die 
Nichtigkeit  des  Einwandcs  ist  leicht  genug  zu  enthüllen.  Die  Fähig- 
keit etwas  zu  tun  unterscheidet  sich  vom  Tun  selbst  allein  durch 
die  Willensfreiheit,  (welche  bekanntlich  das  Kind  erst  mit  der  Zeit 
gewinnt,  so  dass  es  keinen  Sinn  hat,  wenn  man  die  Fähigkeit  an- 
geboren nennt).  Auf  dieses  Tun , d.  i.  auf  die  psychische  Genesis, 
geht  aber  Kant  grundsätzlich  nie  ein,  er  urteilt  wie  ein  Prophet 
über  ein  Gebiet,  das  er  nie  betreten  hat.  Wie  von  Kant  wird  auch 
vom  Verfasser  die  Bedeutung  der  Erfahrung,  welche  in  Wirklichkeit 
die  Erwerbung  von  Fähigkeiten  in  sich  schliesst,  willkürlich  auf  die- 
jenige eingeschränkt,  welche  bei  bewusster  Forschung  gemacht  wird, 
weil  Beide,  vom  Cartesischen  Vorurteil  beherrscht,  nicht  begreifen, 
wie  unwissenschaftlich  gefasste  Ideen  productiv  für  die  Wissenschaft 
sein  können.  Neben  der  Sinnlichkeit  als  Quelle  der  Ideen  eine  ur- 
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sprünglicho  Quelle  im  Geiste  setzen  wollen  heisst  nicht  die  Aufgabe 
des  Nachweises  der  Entstehung  der  Ideen  der  Lösung  näher  führen, 
sondern  die  begonnene  Untersuchung  aufs  neue  unter  die  bornirtc 
Meinung  stellen.  Hoppe. 


Aesthetischo  Factoren  der  Raumanschauung.  Von  Theodor 
Lipps  in  Breslau.  Hamburg  und  Leipzig  1891.  Leopold  Voss. 
91  S. 

Das  Buch  handelt  von  den  Täuschungen  des  Gesichtssinnes 
Gleich  im  Anfang  wird  das  Vorhandensein  zweier  Ansichten  consta- 
tirt:  Manche  suchen  den  Grund  der  Täuschungen  in  unvollkommenen 
Functionen  der  Orgaue,  Andere  in  Irrungen  des  Urteils.  Wer  beide 
Ansichten  neben  einander  bestehen  lässt,  müsste  wenigstens  jede  für 
einseitig  erklären,  weil  sic  den  Fall,  dass  beide  Gründe  zusammen 
wirken,  gar  nicht  in  Betracht  ziehen.  Indessen  zeigt  sich  bald,  dass 
erstere  Meinung  in  sich  unklar  ist,  daher  ganz  ausser  Betracht  füllt 
Der  Gesichtseindruck  ist  eine  psychische  Tatsache,  die,  weil  sie 
nichts  aussagt,  auch  nichts  irriges  aussagen  kann.  Erst  mit  dem 
Denken  beginnt  die  Gefahr  des  Irrens.  Demnach  verfährt  der  Ver- 
fasser ganz  correct,  welcher,  ohne  sich  auf  Bestreitung  der  erstem 
Ansicht  oinzulassen , sich  einfach  für  letztere  erklärt  Dagegen 
möchte  es  wol  nicht  gerechtfertigt  sein,  dass  er  mit  Wahrnehmung 
den  unmittelbaren,  also  subjectiven  Sinncsact  bezeichnet.  Dem  aus- 
nahmloseu  Wortgebrauche  gemäss  ist  das  Wahrgcmemeue  stets  ein 
Objectives.  Beide  Bedeutungen  klar  zu  unterscheiden  ist  in  hohen» 
Masse  Grund.  Denn  die  Beziehung  der  Wahrnehmung  auf  das  Ob- 
jective  involvirt  immer  ein  Urteil,  und  dieses  kann  irren,  was  beim 
reinen  Sinnescindruck  sinnlos  ist.  Indessen  ist  der  vulgäre  Begriff 
der  Wahrnehmung  wegen  Inconsequenz  überhaupt  keines  axacten 
Gebrauchs  fähig;  denn  sobald  das  objcctivirende  Urteil  und  seine 
Begründung  zum  Bewusstsein  kommt,  wie  z.  B.  bei  der  das  Au- 
schauen  des  Mondes  begleitenden  plastischen  Vorstellung,  nennt  mau 
die  objective  Auschauung  nicht  mehr  Wahrnehmung,  ihr  Begriff  be- 
schränkt sich  auf  das  Bereich  des  Unbewussten.  Die  hieraus  ent- 
springende Unklarheit  erklärt  einerseits  die  irrige  Meinung  von  der 
Täuschung  durch  die  Sinne,  andrerseits  die  Veränderung  des  Be- 
griffs der  Wahrnehmung  von  Seiten  des  Verfassers,  welcher  den- 
selben vielleicht  dadurch  exact  zu  gestalten  hofft;  im  vorliegenden 
Falle  lässt  die  nominelle  Abweichung  nichts  missverständlich,  weil 
gerade  jene  Täuschungen,  welche  aus  der  vulgären  Auffassung  des 
Wahrnehmens  entspringen,  Hauptgegenstand  der  Betrachtung  sind. 
Der  Verfasser  stellt  nach  Vorgang  vou  Ilelmholtz  zu  Anfaug  zwei 
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Regeln  auf.  Die  erste  setzt  eine  gewisse  Uebung  voraus  die  Ge- 
sichtseindrücke in  die  objectivc  Gestaltung  zu  übersetzen.  Dio  Täu- 
schung besteht  darin,  dass  wir  die  geübte  Methode  der  Uebersetzung 
auch  gcwohnheif3mässig  auf  Fälle  anwenden,  wo  der  Grund  dazu 
fehlt.  Die  zweite  Regel  spricht  das  Obenbemerkte  aus : da  der  Act 
der  Objectivirung  ein  unbewusster  ist,  da  das  in  der  Wahrnehmung 
enthaltene  Urteil  mit  dem  Siuneseindruck  verschmilzt,  so  fehlt  auch 
dem  Geiste  die  Controle  der  objectivon  Richtigkeit  des  Urteils,  und 
es  sind  viele  Irrungen  möglich.  Die  genannten  Gründe  von  Täu- 
schungen mögen  unbestritten  bleiben;  aber  ein  starker  Fehler  ist 
es  doch,  dass  die  bei  der  ersten  Regel  auerkannte  und  vorausgesette 
Fähigkeit  des  Geistes  von  da  an  durchweg  ignorirt  wird.  Es  ist 
klar,  dass,  wenn  und  soweit  die  Uebersetzung  der  Sinneseiudrücke 
in  die  objective  Gestaltung  durch  Erfahrung  zur  Gewohnheit  wird, 
alle  Gründe  der  Täuschung  unwirksam  sein  müssen.  Als  Beleg  da- 
für, dass  der  Verfasser  dieso  Rectification  unbeachtet  lässt,  sei  an- 
geführt, dass  er  von  dem  auf  Seite  8 gezeichneten  Quadrat  be- 
hauptet, es  scheine  vertical  gestreckt,  während  es  doch,  trotz  aller 
Gründe  der  Täuschung,  die  wol  statthaben  mögen,  beim  ersten  An- 
blick wie  ein  richtiges  Quadrat  aussieht.  Gegen  die  völlige  Unwirk- 
samkeit der  Täuschung  könnte  man  noch  einwenden,  sie  sei  zu  ge- 
ring um  bemerkt  zu  werden.  Nehmen  wir  daher  einen  andern  Fall 
hinzu,  wo  Uebung  und  Nichtübung  zur  Vergleichung  dicht  bei  ein- 
ander stehen.  Blickt  man  innerhalb  eines  bedeckten  Säulengaugs 
von  einen  Ende  zum  andern,  so  scheinen  längs  des  horizontalen 
Bodens  beide  Säulenreihen  vollkommen  parallel,  an  der  Decke  hin- 
gegen stark  convergirend.  Die  Erklärung  ist  einfach.  Unter  uus 
auf  dem  ebenen  Fussboden  haben  wir  auf  allen  Wegen  Anlass  und 
Gelegenheit  unsere  Anschauung  zu  rectiticfrcu , über  uns  ist  freie 
Luft,  die  weder  Anlass  noch  Gelegenheit  bietet  uus  Uebung  darin 
zu  erwerben.  Der  Fall  zeigt  deutlich,  dass  der  Einfluss  der  Uebung 
sehr  gross  ist.  Dass  der  Verfasser  ihu  nirgends  in  Betracht  zieht, 
mag  wol  mit  seiner  Erklärung  in  Zusammenhang  stehen,  ihn  in- 
teressire  vorzugsweise  die  zweite  Regel;  mit  der  ersten  Regel  wird 
dann  die  darin  erwähnte  Rectification  vergessen.  Die  Folge  ihrer 
Vernachlässigung  ist  natürlich,  dass  die  auf  Grund  der  vorgetrage- 
nen Lehren  angesagten  Erscheinungen  iu  der  Wirklichkeit  bald  zu- 
treffen, bald  nicht,  dass  man  daher  vor  den  Lehren  wenig  Achtung, 
au  ihrer  Anwendung  wenig  Interesse  haben  kann.  Ein  grosser  Teil 
der  Schrift  behandelt  dio  Anwendung  auf  die  Kuust,  namentlich  auf 
die  Architechtonik,  bei  der  es  teils  auf  Längen-,  teils  auf  Winkel- 
schätzung ankommt,  der  übrige  Teil  die  Täuschungen  bei  der  Kreis- 
linie. Das  Urteil  des  Beschauens  wird  aus  dem  gemeinsamen  Princip 
interpretirt,  dass  derselbe  der  Linie  eine  Bewegung  und  dieser  eine 
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Kraft  oder  Tendenz  uuterlcgt.  I)a  die  möglichen  Tendenzen  häufig 
entgegengesetzte  sind,  daher  die  zur  Erklärung  angezogenen  mehr 
und  mehr  als  willkürliche  erscheinen , so  ist  die  Schlussbemcrkung 
des  Verfassers  an  ihrer  Stelle,  dass  er  nicht  beabsichtigt  habe  er- 
schöpfende Regeln  für  alle  Fälle  zu  geben,  sondern  nur  dahin  zu 
wirken,  dass  Jeder  sich  die  Gründe  seiner  Täuschungen  bewusst 
werden  könne.  Offenbar  ist  dies  an  sich  eine  hinreichende  Leistung. 
Sogar  über  dio  genannte  Bestimmung  hinaus  würde  auch  die  Kunst, 
nämlich  für  momentanen  Effect  in  Aufführnngen , Gebrauch  davon 
machen  können.  Aber  die  Baukunst  in  Betreff  ihrer  Jahrhunderte 
unverändert  dauernden  Werko  ist  dadurch  schlecht  gerechtfertigt» 
wenn  sie  nach  einseitiger  Theorie  vorgesehene  Sehfehler  durch  an- 
gepasste eigene  Fehler  ausgleichen  will.  Es  ziemt  ihr  nicht,  vor- 
kommenden Urteilsschwächen  der  Einen  zu  dienen  und  Andre  zu 
gleichen  Täuschungen  zu  zwingen,  sondern  für  alle  Zeiten  geltende 
Muster  zur  Ansbildung  des  Urteils  aufzustellen.  Dieser  Gesichts- 
punkt fehlt  in  dem  Abschnitt  „Anwendungen  auf  die  Kunst“,  ganz 
entsprechend  der  Verschweigung  der  Rectification  der  Anschauung. 

Hoppe. 


Die  Einheit  der  Naturkräfte.  Ein  Beitrag  zur  Naturphilosophie. 
Von  P.  Angel o Sccchi,  weiland  Director  der  Sternwarte  des 
Collegium  Romanum.  Autorisirte  Uebersetzung  von  Professor  Dr. 
L.  Rud.  Schultze.  Zweite,  revidirte  Auflage.  Mit  61  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  Braunschweig  1891.  Otto  Salle.  333  -f- 
379  S. 

Das  Buch  handelt  von  den  physikalischen  Doctrinen  der  an- 
organischen Körper  aus  dem  Gesichtspunkte,  dass  dieselben  dahin 
atisgehen  allo  Kräfte  auf  Bewegung  zurückzuführen,  und  zwar  die 
4 Bücher  einzeln  von  der  Theorie  der  Wärme,  des  Lichtes,  der 
Elcktricität  uud  fernerer  Untersuchungsgebiete.  Voraus  geht  eine 
allgemeine  Einleitung.  Die  Bedeutung  dessen,  was  das  Buch  dar- 
biotet,  kann  man  von  mehr  als  einer  Seite  auffassen.  jEinerscits  ist 
cs  eiu  eingehender  Bericht  über  den  heutigen  Standpunkt  der  Lehren 
der  soviel  als  nötig  auch  deren  successiven  Fortschritt  darlegt, 
andrerseits  eine  populäre  Einführung  unkundiger  Leser  in  das  wis- 
senschaftliche Gebiet  und  in  das  Wesen  und  Ziel  der  Forschung. 
Eine  dritte  Seite  der  Betrachtung  ist  die  philosophische;  eine  vierte 
würde  die  Frage  ergeben,  welche  Gedanken  dem  Verfasser  eigen- 
tümlich sind,  doch  findet  sich  wenig  Anhalt  dafür,  weil  das  Eigene 
nirgends  vor  dem  Entlehnten  hervorgehoben  wird.  Den  ersten  Ge- 
sichtspunkt und  damit  zugleich  den  gesamten  doctrinärcn  Stoff  des 
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Buchs  können  wir  übcrgohcn;  der  Name  des  Verfassers  bürgt  für 
die  materielle  Richtigkeit.  Seine  Philosophie,  wie  wir  im  voraus 
bemerken,  weil  es  auch  den  zweiten  Gesichtspunkt,  die  Belehrung 
der  Laien,  berührt,  steht  durchaus  auf  dem  Boden  der  empirischen 
Wissenschaften,  aus  denen  die  Logik,  d.  h.  Begriffe  und  Schlüsse 
gewonnen  sind.  Der  Metaphysik  gegenüber  hat  der  Verfasser  die 
jetzt  übliche  Maxime  adoptirt,  sie  von  Zeit  zu  Zeit  anzuführen  und 
in  respectvoller  Entfernung  an  ihr  vorbeizugehen.  In  einem  Punkte 
jedoch  bleibt  er  sich  nicht  treu.  Von  den  Kräften  geht  das  Ganze 
aus,  und  gerade  der  Begriff  der  Kraft  bleibt  in  ein  mystisches  Dunkel 
gehüllt.  Bei  allen  audern  Begriffen  wird  die  Bedeutung  in  der 
Wissenschaft  klar  geschieden  von  der  nichts  beitragenden  Vorstel- 
lungsweise. Ebenso  hätten  auch  die  Kräfte,  nach  Abstreifung  der 
bildlichen  Vorstellung,  dio  wir  damit  verbinden,  rein  aus  der  Rolle, 
wio  sie  in  der  Wissenschaft  spielen,  erklärt  werden  sollen.  Diese 
ist  überall  dieselbe:  ihr  gemäss  sind  sie  diejenigen  constituircndeu 
Elemente  der  Vorgänge,  welche  erkennbaren  Gesetzen  unterworfen 
sind.  Statt  dessen  ist  in  der  Einleitung  nur  von  der  Entstehuug 
der  Idee  der  Kraft  etwas  gesagt;  das  1.  und  2.  Buch,  welche  mehr 
als  die  folgenden  der  Aufklärung  der  Unkuudigen  gewidmet  sind, 
wenden  das  Wort  oft  an  ohne  je  über  den  Sinn  Auskunft  zu  geben; 
im  3.  Buch  wird  bei  Kritik  einer  Ansicht  über  die  Elektricität  als 
ciue  Kraft  etc.  geäussert,  damit  wäre  nichts  gesagt,  mithin  zuge- 
standen, dass  diesem  Begriffe  die  Klarheit  noch  fehlt.  Aus  dem 
Vorstehenden  lässt  sich  das  Motiv  nicht  erraten,  warum  die  Er- 
klärung überall  gemieden  wird.  Erst  das  4.  Buch  scheint  ein  solches 
zu  verraten.  Zunächst  ist  es  auffällig,  dass  unter  den  Zweigen  der 
Physik,  für  welche  der  Verfasser  sein  Problem  bereits  gelöst  vor- 
fand, nicht  die  Mechanik  vorangestellt  wird.  Im  4.  Buche  sieht  man 
dann,  dass  er  sie  wirklich  nicht  dazu  rechnet,  sondern  auf  ihrer 
Seite  grössere  Schwierigkeiten  statuirt.  In  der  Tat  nimmt  er  keine 
Notiz  davon,  dass  man  die  Theorie  der  Wärme,  des  Lichtes  u.  s.  w. 
so  wie  er  sie  gibt,  die  auf  Mechanik  zurückgeführte  nennt.  Dass 
er  nicht  gewusst  haben  sollte,  dass  sein  Problem  für  Mechanik  und 
zwar  für  sie  zu  allererst  von  jedermann  als  gelöst  betrachtet  wird, 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Rcduetion  auf  Mechanik  mit  der  Ilo- 
duction  auf  Bewegung  gleichbedeutend  ist,  lässt  sich  schwer  glau- 
ben. Allein  das  4.  Buch  bringt  auch  positive  Aussagen,  dio  das 
Unglaubliche  bestätigen.  Z.  B.  wird  es  (S.  270)  eine  doppelte  Auf- 
gabe genannt,  den  vorangehenden  Zustand  zu  erklären  und  uns  von 
der  eingetretenen  Aenderung  Rechenschaft  zu  gebeu  — als  ob  nicht 
ersterer  durch  eben  jenes  Gesetz  der  Aenderung  erklärt  würde  wie 
der  nachfolgende  Zustand.  Hierzu  kommt  noch,  dass  der  Verfasser 
die  einfachste  Kraft,  die  Massenanziehung  durch  ihre  gesamte  Be* 
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ilcutung  in  der  Wissenschaft  für  nicht  erklärt  ausgibt.  Im  Capitol 
„allgemeine  Massenanziehung“  entfaltet  er  in  vortrefflicher  Klarheit 
dio  ganze  Genesis  des  Begriffs  bis  zu  Newton’s  Theorie,  fügt  auch 
hinzu,  dass  derselbe  für  allen  wissenschaftlichen  Gebrauch  zur  Vollen- 
dung gelangt  sei,  beharrt  aber,  trotz  seines  Entschlusses  sich  nicht 
auf  Metaphysik  einlassen  zu  wollen,  dennoch  auf  seiner  Meinung, 
eben  wegen  jener  Vollenduug  sei  dio  Hauptfrage,  nämlich  nach  Wesen 
und  Ursache  der  Massenanziehung  übergangou  worden  (auf  seinen 
Versuch  sie  auf  Beweguug  zu  reducireu  geheu  wir  nicht  ein,  weil 
er  sehwer  zu  verstehen  und  im  Grunde  gegenstandslos  ist).  Das 
Letztgenannte  führt  mehr  als  alles  andre  zu  der  Auslegung,  dass 
der  Verfasser  nicht  gewagt  hat  der  grossen  Schar  von  Schriftstellern, 
die  sich  in  neuster  Zeit  dadurch  einen  Ruf  erworbeu  haben,  dass 
sie  dio  Schwerkraft  nicht  begreifen  können,  entgegenzutreten  und 
nur  darum  über  dem  Bcgriffo  der  Kraft  ein  solches  Dunkel  erhält 
wio  über  keinem  andern.  Behauptung  liegt  fern,  nur  vermögen  wir 
keine  andre  Auslegung  zn  finden.  Hoppe. 
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Buchli.  1 Mk. ; geb.  1 Mk.  25  Pf. 

Löwe,  M.,  u.  F.  Unger,  Aufgaben  f.  das  Zahlenrechnen  f. 
höhere  Schulen.  Hft.  A.  f.  Sexta.  4.  Afl.  Leipzig,  Klinkhardt. 
60  Pf. 
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Müller,  G.,  Uebungsstoff  f.  das  geometrische  Zeichnen.  Im 
Aufträge  der  königl.  württemb.  Centralstelle  f.  Gewerbe  u.  Handel 
bearb  10.  Afl.  Stuttgart,  Metzler’s  Sort.  Geb.  1 Mk.  50  Pf. 


Tabellen. 

Domke,  F.,  nautische,  astronomische  u.  logarithmische  Tafeln, 
nebst  Erklärung  u.  Gebrauchs-Anweisg  f.  die  königl.  preuss.  Navi- 
gations-Schulen. Hrsg,  im  Aufträge  d.  königl.  preuss.  Ministeriums 
f.  Handel  u.  Gewerbe.  Berlin,  v.  Decker’a  Verl.  4 Mk.  50  Pf.; 
geb.  5 Mk.  25  Pf. 

Ga us  s,  F.  G.,  fünfstellige  vollständige  logarithmische  u.  trigono- 
metrische Tafeln.  36.  Afl.  Halle,  Strien,  Verl.  Geb.  2 Mk.  50  Pf. 

Müller,  E.  R.,  vierstellige  logarithmische  Tafeln  der  natür- 
lichen u.  trigonometrischen  Zahlen  nebst  den  erforderl.  Hilfstabellen, 
f.  den  Schulgebrauch  u.  die  allgemeine  Praxis  bearb.  Stuttgart, 
Jul.  Maier.  60  Pf. 

Zimmermann,  H.,  Rechentafel,  nebst  Sammlung  häufig  ge- 
brauchter Zahlenwerthe.  Asg.  1891.  3.— 5.  Tausend.  Berlin,  Ernst 
& S.  Geb.  5 Mk. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Heilermann,  H.,  u.  J.  Diekmann,  Lehr-  u.  Uebungsbuch 
f.  den  Unterricht  in  der  Algebra  au  Gymnasien,  Real-  u.  Gewerbe- 
schulen. 1.  TI.  Die  4 Gruudrechugn.  Die  linearen  Gleichgn.  5.  Afl. 
Essen,  Bädeker,  Verl.  Geb.  1 Mk.  50  Pf. 

Heilermann,  H.,  Lehrbuch  f.  den  Unterricht  in  der  Algebra 
an  gewerblichen  Fortbildungsschulen.  3.  Afl.  Essen,  Geck.  Geb. 
1 Mk. 

Ho«’evar,  F.,  Lehr-  u.  Uebungsbuch  der  Arithmetik  f.  die 
unteren  Classen  der  Gymnasien  u.  verwandten  Lehranstalten.  Leip- 
zig, Freytag.  Geb.  1 Mk.  80  Pf. 

Horstmann,  A.,  üb.  die  Theorie  der  Lösungen.  Heidelberg, 
C.  Winter’s  Univ.-Buchh.  80  Pf. 

Gm  ein  er,  J.  A.,  die  Ergänzungssätze  zum  bicubischen  Recipro- 
citätsgesetze.  Leipzig,  Freytag.  70  Pf. 

Gutzmer,  A.,  Bemerkungen  üb.  die  Iteration  linearer  homo- 
gener Differentialgleichungen.  (Auszug  aus  o.  an  Hm.  M.  Lcrch  ge- 
richteten Briefe.)  Prag,  RivnA<\  Verl.  12  Pf. 

Rogel,  F.,  arithmetische  Relationen.  Ebd.  60  Pf. 


Schapira,  H.,  Theorie  allgemeiner  Cofnuctionen  u.  einige 
ihrer  Anwendungen.  1.  Bd.  2.  Thl.  1.  Hft.  Leipzig,  Teubner. 
6 Mk. 

Studnicka,  F.  J.,  Beitrag  zur  Theorie  der  gemischten  Reihen. 
Prag,  Rivnäc,  Verl.  20  Pf. 

Weierstrass,  K.,  Formeln  u.  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der 
elliptischen  Functionen.  Nach  Vorlcsgu.  u.  Aufzoichngn.  bearb.  v. 
H.  A.  Schwarz.  2.  Asg.  Berlin,  Springer.  10  Mk. 

Weltzion,  C.,  üb.  die  Bedingungen,  unter  denen  e.  ganze  ra- 
tionale Function  v.  mehreren  Veränderlichen  die  vollständige  Potenz 
e.  andern  darstellt.  Berlin,  Gaertner’s  Verl.  1 Mk. 

Geometrie. 

Augschun,  W.,  Grundzüge  der  Geometrie  m.  geometrischen 
Konstruktions-  u.  Rechenaufgaben.  Berlin,  Mittler  & S.  Kart. 
1 Mk.  50  Pf. 

Berger,  G.,  Lehre  der  Perspektive  in  kurzer,  leicht  fasslicher 
Darstellung.  Auf  die  einfachste  Methode  zurückgeführt  f.  Archi- 
tekten, Bauhandwerker,  Maler  u.  Dilettanten.  10.  AH.  Leipzig, 
Scholtze.  2 Mk.  40  Ff. 

Bongaertz,  J.,  Vorschulo  zur  Geometrie,  nebst  Flächen-  u 
Körperberechuung,  f.  Präparauden,  sowie  zum  Gebrauch  in  Volks- 
Fortbilduugs-  u.  Mittelschulen.  Freiburg,  Herder.  1 Mk.  20  Pf.; 
Einbd.  30  Pf. 

Breuer,  A.,  die  goniometrischen  Functiouen  complcxer  Winkel 
Eine  Ergäuzg.  zur  algebr.  Analysis.  Erfurt,  Baemcister.  1 Mk. 

— imaginäre  Kegelschnitte.  Eine  geometrische  Studie  üb.  das 
Wesen  u.  die  katoptr.  Dcutg.  d.  Imaginären.  Ebd.  1 Mk. 

— die  einfachste  Lösung  d apollouischeu  Fluctionsprobletncs. 
Eiue  Anwcndg.  der  neuen  Theorie  d.  Imaginären.  Ebd.  1 Mk. 
50  Pf. 

— üb.  Conograpliie.  Ein  Beitrag  zur  instructiven  Geometrie 
der  Kegelschnitte.  Ebd.  1 Mk. 

— dio  Logarithmen  complexcr  Zahlen  in  geometrischer  Dar- 
stellung. Ein  Beitrag  zur  algebr.  Analysis.  Ebd.  50  Pf. 

B reu  sing,  A.,  das  Verebnen  der  Kugeloberfläche,  f.  Gradnetz- 
ent würfe.  Ein  Leitfaden  f.  den  Unterricht.  ' Leipzig,  Wagner  & D. 
3 Mk. 

Brockmann,  F.  J.,  Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie. 
Für  Gymnasien  u.  Realschulen  bearb.  2.  TI.:  Die  Stereometrie. 
2.  Afl.  Leipzig,  Teubner.  1 Mk.  80  Pf. 

Brückner,  J.  M.,  das  Ottojanonische  Problem.  Eine  math.- 
histor.  Studie.  Leipzig,  Fock,  Verl.  1 Mk. 


D r e s ch , IL,  Beitrag  zur  constructiven  Theorie  der  windschiefen 
Kegelflächen  in.  2 Leitgeraden  u.  1 Leitkegelschuitt.  Leipzig,  Frey- 
tag. 70  Pf. 

Erl  er,  W.,  die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthetischer 
Behandlung.  Zum  Gebrauch  in  der  Gymnasialprima  bearb.  4.  AH. 
Leipzig,  Teubncr.  Kart.  1 Mk.  20  Pf. 

Falcke,  A.,  Leitfaden  der  Geometrie.  12.  AH.  Potsdam,  Reu- 
ters Verl.  50  Pf.;  geb.  60  Pf. 

Glinzer,  E.,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  1.  TL: 
Planimetrie.  5.  Afl.  Dresden,  Kühtmann.  2 Mk. 

— Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  2.  TL:  Stereometrie. 
2.  Afl.  Ebd.  2 Mk.  80  Pf. ; geb.  3 Mk. 

Heyden,  R.,  elementare  Einführung  in  die  Lehre  der  harmo- 
nischen Bewegungen.  Berlin,  Gärtner’s  Verl.  1 Mk. 

Kleiber,  M.,  Katechismus  der  angewandten  Perspektive.  Nebst 
e.  Anhg.  üb.  Schattenkonstruktion  u.  Spiegelbilder.  Leipzig,  J.  J. 
Weber.  Geb.  2 Mk.  50  Pf. 

Kröger,  M.,  Leitfaden  f.  den  Geometrie-Unterricht  in  Mittel- 
schulen u.  gehobenen  Volksschulen  7.  Afl.  Hamburg,  Meissuer’s 
Verl.  1 Mk. 

Lieber,  H.,  u.  F.  v.  Lüh  mann,  Grundlagen  v.  den  Koordi- 
naten und  den  Kegelschnitten.  Berlin,  Simiou.  50  Pf. 

— propädeutischer  Unterricht  in  der  Körperlohre.  Pensum 
der  Untersccunda.  Ebd.  50  Pf. 

Machovec,  F.,  üb.  den  Zusammenhang  der  Krümmungshalb- 
messer der  Parabeln  u.  Hyperbelu  höherer  Ordnung  m.  den  Krüm- 
mungshalbmessern der  Dreieckscurven.  Prag,  ltivnar,  Verl.  12  Pf. 

Mo  ecke,  E.,  üb.  zweiachsig-symmetrische  Kurven  4.  0.  m.  2 
Doppelpunkten.  (Fortsetzung  u.  Schluss.)  Gross-Strehlitz,  Wilpert. 
1 Mk.  20  Pf. 

Müller,  G.,  zeichnende  Geometrie.  Im  Aufträge  der  köuigl. 
württemb.  Centralstelle  f.  Gewerbe  u.  Handel  bearb.  5.  Afl.  Stutt- 
gart, Metzler’s  Sort.  Geb.  2 Mk. 

Nagel,  v.,  Lehrbuch  der  Stereometrie  zum  Gebrauche  in  Gym- 
nasien u.  Realschulen.  5.  Afl.  v.  Th.  Schröder.  Nürnberg,  Koru’- 
sche  Buchh.  1 Mk.  80  Pf. 

Panzerbieter,  W.,  üb.  einige  Lösungeu  d.  Trisektionspro- 
blems  mittelst  fester  Kegelschnitte.  Berlin,  Gaertuer’s  Verl.  1 Mk. 

Pick,  G.,  üb.  die  conforme  Abbildung  e.  Halbebene  auf  e.  un- 
endlich benachbarten  Kreisbogenpolygon.  Leipzig,  Freytag.  30  Pf. 

Rüefli,  J.,  kleines  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  nebst  e. 
Sammlg.  v.  Uebungsaufgaben.  Zum  Gebrauche  an  Mittelschulen 
bearb.  3.  Afl.  Bern,  Schmid,  Fraucke  & Co.,  Verl.  Kart.  80  Pf. 


Rüe  fl  i,  J.,  kleines  Lehrbuch  der  Stereometrie,  nebst,  e.  Sammlg. 
v.  Uebuugsaufgaben.  Zum  Gebrauche  an  Mittelschulen  bearb.  2 Afl. 
Ebd.  Kart.  80  Pf. 

Seeberger,  C.,  Prinzipien  der  Perspektive  u.  deren  Anwen- 
dung nach  o.  neuen  Methode.  5.  Afl.  München,  Bassermann’sclie 
Verlagsh.  2 Mk. 

Thaer,  A.,  Kennzeichen  der  Entartung  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung Leipzig,  Fock,  Verl.  50  Pf. 

Thörner,  W.,  die  Verwendung  der  optischen  Projectionskunst 
im  Anschauungs-Unterricht.  2 Experimental- Vorträge  aus  einigen 
Capiteln  der  Naturwissenschaft.  2.  Afl.  Düsseldorf,  Liesegang’s 
Verl.  1 Mk.  50  Pf. 

Wagner,  W.,  Anleitung  zur  Lösung  v.  Aufgaben  mittelst  geome- 
trischer Ocrter.  Heidelberg,  vorm.  Wciss'sche  Univ.-Buchh.  1 Mk. 

Wae  lech,  E.,  üb.  die  Isophoten  e.  Fläche  bei  centraler  Be- 
leuchtung. Leipzig,  Freytag.  20  Pf. 

Zindler,  K.,  Nachweis  linearer  Mannigfaltigkeiten  beliebiger 
Dimension  im  unteren  Raume;  lineare  Complexe  u.  Strahlensysterae 
in  denselben.  Ebd.  1 Mk.  40  Pf. 


Trigonometrie* 

Focke,  M.,  u.  M.  Krass,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie 
zum  Gebrauche  an  Gymnasien,  Realgymnasien  u.  anderen  höheren 
Lehranstalten.  G.  Afl.  Münster,  Coppenrath’sche  ßuehh.,  Verl. 
1 Mk. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Rechnungsvorschriften  f.  die  trigonometrische  Abtheilung  der 
Landesaufnahme.  Formeln  u.  Tafeln  zur  Berechng.  der  geograph. 
Koordinaten  aus  den  Richtgn.  u.  Längen  der  Dreiecksseiten  2.  Ord- 
nung. Neudr.  Berlin,  Mittler  & S.  80  Pf. 

Sprecher,  A.  v.,  Iland-Tabellen  f.  geometrische  Aufnahmen 
u.  Berechnungen  f.  Sexagesimal-  u.  Centesimaltheilung.  Chur,  Hitz'- 
sche  Buchh.  1 Mk.  20  Pf. 

Verhandlungen  der  vom  8.  bis  17.  Octbr.  1891  zu  Florenz  ab- 
goh.  Conferenz  der  permanenten  Commission  der  internationalen  Erd- 
messung. Red.  v.  A.  Hirsch.  Zugleich  m.  den  Berichten  üb.  die 
Fortschritte  der  Erdmessg.  in  den  .einzelnen  Ländern  während  des 
letzten  Jahres,  u.  einigen  anderen  Abbandlgn.  Berlin,  Georg  Reimer. 
9 Mk. 
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Seeliger,  H.,  üb.  allgemeine  Probleme  der  Mechanik  d.  Him- 
mels. Rede.  München,  Franz’scher  Verl.  90  Pf. 


Technik. 

Adressbuch  der  Elektrotechnik  u.  verwandter  Zweige.  Enth. 
die  einschläg.  Adressen  v.  Oesterreich-Ungarn  u.  der  Schweiz,  nebst 
Verzeichuiss  der  Telegraphen- Verwaltgn.,  techn.  Hochschulen,  Lehr- 
u.  Versuchs-Anstalten , sowie  der  elektrotechnischen  Fachpresse, 
Vereine  etc.  Frankfurt  a./M.,  A.  Balck.  Geb.  5 Mk. 

Berichte  üb.  die  Verhandlungen  d.  internationalen  Elektrotech- 
niker-Congresses  zu  Frankfurt  a.  M.  vom  7 —12.  Septbr.  1891. 
Nach  den  Stenograph.  Aufzeichngn.  hrsg.  unter  Mitwirkg.  der  Ge- 
schäftsführer d.  Congresses  u.  der  Schriftführer  der  Sectionen  v. 
der  elektrotechn.  Gesellschaft  zu  Frankfurt  a.  M.  1.  Hälfte.  Be- 
richt üb.  die  Hauptversammlgn.  Frankfurt  a.  M.,  J.  Alt.  Für  das 
ganze  Werk  12  Mk. 

Bibliothek,  polytechnische.  I.  TI.  Magdeburg,  Faber’scho  Buch- 
druckerei, Verl.  2 Mk. ; geb  2 Mk.  50  Pf. 

Biscan,  W.,  elektrotechnische  Vorlagon-Sammlung  konstruktiver 
Aufnahmen  aus  dem  gesaramten  Gebiete  der  Elektrotechnik.  2 Lfg. 
Blitz-Schutz- Vorrichtgn.,  Ausschalter,  Stromschlüssel,  Zentralstation 
in  Rom,  Dynamomaschine.  Leipzig,  Gebhardt’s  Verl.  In  Mappe. 
9 Mk. 

Burstyn,  M.,  elektrotechnischer  Unterricht  u.  Anleitung  zum 
Betriebe  elektrischer  Aulagen,  insbesondere  auf  Kriegsschiffen.  Lehr- 
buch f.  Unteroffiziere.  Mit  Gonehinigg.  d.  k.  u.  k.  Reichs -Kriegs- 
Ministeriums,  Marine-Section,  hrsg.  v.  der  Red.  der  Mittheilgn.  aus 
dem  Gebiete  d.  Seewesens.  Wien,  Gerold’s  S.  4 Mk. 

Elektrizität,  die.  Zeitschrift  zur  Förderg.  der  elektrotechn.  Indu- 
strie. Organ  d Leipziger  Elektrotechniker- Vereins  u.  dessen  Prü- 
fungs-  u.  Itevisions- Anstalt.  Hrsg.  u.  red.  v.  0.  Umbreit.  1.  Jahrg. 
1892.  Nr.  7.  Leipzig,  Otto  Umbreit.  Vierteljährlich  2 Mk. 

Haase,  F.  H.,  elektrische  Beleuchtungs-Einrichtungen.  Leicht- 
fassliche Erläuterg.  der  Grundprincipien  derselben,  Erklärg.  v.  Aus- 
führgn.,  Beschreibg.  der  dabei  vorkomm.  Herstellungsweise  u.  An- 
eitgn.  zur  Beurtheilg.  zweckmäss.  Einrichtgn.'-  Berlin,  Siemens. 
Geb.  2 Mk. 

Hein,  C.,  die  Einrichtung  elektrischer  Erleuchtungsanlagen  f. 
Gleichstrombetrieb.  Leipzig,  Leiner.  8 Mk.;  geb.  9 Mk. 

Kajetan,  J.,  technisches  Zeichnen  f.  das  Kunstgewerbe.  II. 
Die  Projectionslekre.  2.  Afi.  Wien,  Graeser.  3 Mk.  60  Pf. 


Müllor-Bertosa,  J.  A.,  Anleitung  znm  Rechnen  m.  dem 
logarithmi8cheu  Rechenschieber,  durch  Beispiele  erläutert.  Zürich, 
Meyer  & Z.  1 Mk.  80  Pf. 

Wüest,  C,  elektrische  Ausstellung  in  Frankfurt  a.  M.  Be- 
richt. Aarau,  Sauerländer’s  Verl.  1 Mk.  20  Pf. 


Optik,  Akustik  und  Elasticität. 

t 

Exnor,  K.,  üb.  die  polarisirende  Wirkung  der  Lichtbeugung. 
(2.  Mittbeilg.)  Leipzig,  Freytag.  30  Pf. 

J au  mann,  G.,  Notiz  üb.  e.  Methode  zur  Bestimmung  der 
Lichtgeschwindigkeit  Ebd  20  Pf. 

Kayser,  H.,  u.  C.  Runge,  üb.  die  Spectreu  der  Elemente. 
5.  Abschnitt.  Berlin,  Georg  Reimer.  Kart.  5 Mk. 

Mach,  L.,  üb.  e.  Interferenzfactometer.  Leipzig,  Frey  tag.  30  Pf. 
Walter,  B.,  I.  Uebor  die  lichtverzögerndo  Kraft  gelöster 
Salzmoleküle.  II.  Ein  Verfahren  zur  genaueren  Bestimmung  v. 
Brechungsexponenteu.  Hamburg,  Gräfo  & S.  1 Mk. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Arbeiten,  astronomische,  d.  k.  k.  Gradmessungs-Büreau,  ausge- 
führt unter  der  Leitg.  von  Th.  v.  Oppolzer.  Nach  dessen  Tode  hrsg. 
v.  E.  Weiss  u.  R.  Schram.  III.  Bd.  Längenbestimmuugen.  Leip- 
zig, Freytag.  16  Mk. 

Bauer,  C.,  Uebersichtstafel  zur  Vergleichung  der  Tagesl&ngen 
u.  Sonnenstände  nach  mitteleurop.  u.  Ortszeit  f.  das  Gebiet  zwischen 
7°  30'  u.  8°  30'  östl.  Länge.  Speyer,  Kleberger’sche  Buchh.  40  Pf. 

Beobachtungen,  deutsche  überseeische  meteorologische.  Gesam- 
melt u.  hrsg.  ▼.  der  deutschen  Seewarte.  3.  u.  4.  Hft.  Hamburg, 
Friederichsen  & Co.  14  Mk. 

Hann,  J.,  einige  Resultate  stündlicher  meteorologischer  Be- 
obachtungen auf  dem  Gipfel  d.  Fuji  in  Japan.  Leipzig,  Frey  tag. 
40  Pf. 

Holetschek,  J.,  üb.  den  Kometen  d.  J.  1689.  Ebd.  1 Mk. 

Jahrbuch  der  Astronomie  u.  Geophysik.  Enth.  die  wichtigsten 
Fortschritte  auf  den  Gebieten  der  Astronomie,  Meteorologie  u.  phy- 
sikal.  Erdkunde.  Unter  Mitwirkg.  v.  Fachmännern  hrsg.  v.  H.  J. 
Klein.  II.  Jahrg.  1891.  Leipzig,  Ed.  Heinr.  Mayer.  Kart.  7 Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1891.  Beobachtungs- 
systera  d.  Königr.  Preussen  u.  benachbarter  Staaten.  Ergebnisse 
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der  meteorolog.  Beobachtu.  im  J.  1891.  Hrsg.  v.  dem  köuigl.  preuss. 
meteorolog.  Institut  durch  W.  v.  Bezold.  Berlin,  Asher  & Co.,  Verl. 
3 Mk. 

Liznar,  J.,  üb.  die  Bestimmung  der  bei  den  Variationen  d.  Erd- 
magnetismus auftretenden  ablenkenden  Kraft,  nebst  e.  Beitrage  zur 
lljfthr.  Periode  d.  Erdmagnetismus.  (Vorläufige  Mittheilg.)  Leip- 
zig, Frey  tag.  60  Pf. 

— e.  neue  magnetische  Aufnahme  Oesterreichs.  (III.  Vorläu- 
figer Bericht.)  Ebd.  30  Pf. 

Mazelle,  E.,  Untersuchungen  üb.  den  täglichen  u.  jährlichen 
Gang  der  Windgeschwindigkeit  zu  Triest.  Ebd.  50  Pf. 

Mittheilungen,  astronomische,  v.  der  königl.  Sternwarte  zu  Göt- 
tingen. Hrsg.  v.  W.  Schur.  2.  Thl.  Göttingen,  Peppmüller.  7 Mk. 
50  Pf. 

Monatsberichte  der  deutschen  Seewarte.  Hrsg.  v.  der  Direction. 
1891.  1.  — 8.  HfL  Hamburg,  Friederichsen  & Co.  ä 50  Pf. 

Nachrichten,  astronomische.  Hrsg.:  A.  Krueger.  130.  Bd.  Nr.  1. 
Hamburg,  Mauke  S.  Für  den  Band  15  Mk. 

Niemeyer,  J.,  die  heissen  Winde  der  Wüstengebiete.  Meldorf, 
Bremer.  1 Mk.  50  Pf. 

Niesei,  G.  v.,  Bahnbestimmung  d.  grossen  Meteors  vom  2.  April 
1891.  Leipzig,  Freytag.  90  Pf. 

Publicationen  d.  astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam. 
Nr.  29.  8.  Bds.  3.  Stück.  Leipzig,  W.  Engelmann.  2 Mk. 

Repertorium  f.  Meteorologie.  Hrsg.  y.  der  kaiserl.  Akademie 
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1. 

Neues  Verfahren  der  Fourierschen  Entwickelung 
der  doppelperiodischen  Functionen. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Mohrmann 

in  Friedland. 


Mit  den  Fourierschen  Entwicklungen  der  doppelperiodischen 
Functionen  dritter  Art  hat  Herr  Krause  und  eine  Anzahl  seiner 
Schaler  sich  eingehend  beschäftigt.  Die  Hauptresultate  dieser  Unter- 
suchungen finden  sich  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  in  den 
„Mathem.  Annalen“  niedergelegt1)«  Wenn  der  Verfasser  dieses, 
gleichfalls  ein  Schüler  des  Herrn  Prof.  Krause,  hier  noch  einmal 
auf  das  Problem  zurückkommt,  so  geschieht  es,  um  zu  zeigen,  dass 
die  Rnsultate,  welche  bereits  gefunden  sind,  auch  auf  einem  anderen 
Wege  gefunden  werden  können.  U.  z.  dürfte  dieser  Weg  sich  be- 
sonders deshalb  empfehlen,  weil  die  Entwicklung  der  Reihen  so  nur 
die  Hälfte  der  Rechnungen  erfordert,  welche  in  den  erwähnten  Ar- 
beiten nötig  sind.  Nämlich  in  den  Arbeiten  des  Herrn  Krause  wird 
das  ganze  Problem  zurückgeführt  auf  die  Behandlung  zweier  Func- 
tionen, nämlich  der  Functionen 


(la) 

(lb) 


tot) 

q,  / und 

&0(v  — a) 

&9(v-—  b)fr0(mv,  tot) 


1)  Vgl.  „Mathem.  Annalen“  Band  30,  pag.  425  ff.  und  pag.  516  ff.; 
Band  32,  pag.  331  ff.;  Band  33,  pag.  108  ff.;  Band  35,  pag.  577  ff. 
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Jede  dieser  Primfanctionen  wird  nun  für  sich,  die  eine  ganz  unab- 
hängig von  der  anderen,  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt. 
Es  soll  jetzt  im  folgenden  gezeigt  werden,  dass  bei  Zugrundelegung 
zweier  andern  Primfunctiouen  die  Doppelarbeit  nicht  nötig  ist, 
sondern  dass  die  für  die  eine  Function  gefundenen  Resultate  durch 
ein  einfaches  Verfahren  direct  auf  die  zweite  übertragen  werden 
können,  dass  also  „die  trigonometrischen  Entwickelungen  aller  doppel- 
periodischen  Functionen  dritter  Art  auf  die  Betrachtung  einer 
„einzigen  Primfunction  zurtickgeführt  werden  können.“  Diese 
letztere  Primfunction  in  mannigfaltigst  möglicher  Weise  zu  ent- 
wickeln, wird  nicht  unwichtig  sein  mit  Rücksicht  auf  die  mannig- 
fachen Formen,  in  denen  die  trigonometrischen  Reihen  unserer 
Functionen  in  praxi  gebraucht  werden,  z.  B.  bei  zahlentheoretischen 
Untersuchungen. 


I.  Ableitung  der  Primfunctionen. 

Es  müssen  hier  einige  Bemerkungen  über  doppelperiodische 
Functionen  zweiter  Art  vorausgeschickt  werden.  Eine  jede  solche 
Function  kann  bekanntlich  dargestellt  werden  in  der  Form 

(n\  (g  — «i)  frp  (*  ~ gg)  • • « &Q  — «w») 

{ ) . . #0  (* - M 

Man  erweitere  jetzt  diesen  Bruch  mit  der  Grösse 

• •*(— nr-*) 

wobei  A eine  ganz  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Dann  wird  der  Nenner  von  F(z ) die  Gestalt  annehmen: 

Je"  .&0(kz—  kßt , Ar)  . 0 ( Aa  - kßtJ  Ar)  . . . &0(kz  - kßm,  At) 

wo  k jene  Constanto  bedeutet,  die  in  der  Formel 

S'q  (a  — ßa ) » ^0  ^ — ßo'j  • • • ^0  ß°^ 

k . #0  (kz  — kßo* , Ar) 


auftritt.  Der  Zähler  von  F(z)  hat  durch  die  vorgenommene  Ope- 
ration die  Gestalt  angenommen 


tu 


n &o(z •— 
0=1 


tta)  . ^0  ^ * — ß°^  • • 
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Aber  jedes  einzelne  Teilprodnct,  welches  unter  dem  Zeichen  17 
vorkommt,  ist  eine  ganze  Thetafunction  vom  Grade  X und  kann 
mit  leichter  Mühe  verwandelt  werden  in 


wobei  aa  eine  aus  den  Grössen  aa  und  ßa  linear  zusammengesetzte 
Grösse  ist  und  die  Bestimmung  der  <?*<»>  sich  mit  leichtester  Mühe 
bewerkstelligen  lässt1).  Jedenfalls  ergiebt  sich  aus  dem  bisherigen 
ohne  weiteres,  dass  die  Function  F(z),  von  unwesentlichen  Factoren 
abgesehen  gleichwertig  ist  einer  Summe  von  m . X Functionen  q>(z) 
von  der  Form 

a(z)  =»  Xr)  . . . &0(Xz  -f-  XAm,  Xt ) 

*m*o(A*  Xt)  • ^(XzT’Xß^  Xt)  • • • &o{Xz — Xß)lt)  Xt) 

wo  die  A leicht  zu  bestimmende  Constante  sind.  Andererseits  aber 
kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  dass  eine  Function  <p(z),  wie 
schon  Hermite  gefunden  hat,  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  ß 
im  Nenner  von  einander  verschieden  sind,  sich  durch  eine  Summe 


darstellen  lässt,  wobei  die  Ca  und  Ba  in  einfachster  Weise  zu  be- 
stimmen sind.  Hiermit  ergiebt  sich  folgendes  Schlussresultat: 

„Die  Function  F(z)  in  (2)  kann,  von  unwesentlichen  Factoren 
„wiederum  abgesehen,  durch  eine  Summe  von  Functionen 


„dargestellt  werden.“ 

Wie  die  Bestimmung  der  Factoren,  mit  denen  die  einzelnen 
Summanden  (3)  behaftet  sind,  sich  am  praktischsten  ausführen  lässt, 
und  wie  die  Anzahl  der  Summanden  (3)  durch  Zusammenfassung 
einzelner  sich  verringern  lässt,  sind  Fragen,  die  von  Interesse  sind, 
weil  sie  über  die  praktische  Anwendbarkeit  der  unten  folgenden 
Methode  entscheiden.  Aber  über  den  Rahmen  dieser  Arbeit  würde 
die  ausführliche  Beantwortung  dieser  Fragen  hinausgehen. 


2 c*<»>  . e-*"*’  . {Xz+Xao-kx,  Xt) 
*=0 


ZGC  3q(**— IPg,  Xt) 


(3) 


( Xz  — XBo,  Xr) 


&0(Xz-Xßa,  Ar) 


1)  Vergl.  „Math,  Annalen“  XXX,  pag.  518, 
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Wenden  wir  uns  jetzt  den  doppelperiodiscben  Functionen 
dritter  Art  za,  so  können  die  sämtlichen  Fanctionen  dieser  Art 
bekanntlich  als  Quotienten  zweier  Producte  von  Thetafunctionen 
dargestellt  werden1 2),  haben  also  die  Form:  (von  einem  unwesent- 
lichen Factor  abgesehen) 

m fu \ = *o(«— “»)**•(*—««)  - • (z  — aP) 

0-j (*  ßj)&o(*  ßi)  • • • &q(z — ßp+u ) 

wobei  p ^ 0 sein  kann,  d.  h.,  wo  die  Zahl  der  Nullstellen  in 

einem  Periodenparallelogramm  ^ die  Zahl  der  Pole  sein  kann. 

Es  soll  ferner,  wie  in  den  Krause’schen  Arbeiten,  noch  angenommen 
werden,  dass  die  ß im  Nenner  von  F(z)  sämtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  indem  für  den  entgegengesetzten  Fall  auf  eine  Arbeit 
des  Herrn  Appell  *)  verwiesen  wird. 


1)  fi  > 0,  oder  n — m, 
wenn  m eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet 

Es  werde  statt  der  in  Rede  stehenden  Function  F(z)  die  Function 
t \>(z)  *=  F(z)  . &0  {mz  — mß,  mx) 

betrachtet,  wo  ß eine  ganz  beliebig  gewählte  Constante  bedeutet. 
Die  Function  t f>(z)  ist,  wie  man  ohne  weiteres  einsieht,  eine  doppel- 
periodische Function  zweiter  Art,  kann  also  nach  dem  obigen,  wenn 
die  beliebige  Zahl  X =•  m angenommen  wird,  ersetzt  werden  durch 
eine  Reihe  von  Summanden  von  der  Form 

(mz  — mB0 r,  mx) 

* ' #0(mz  — mßa , mx) 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function  F(z)  linear  in  eine  Summe  von 
Primfunctionen  zerlegt  werden  kann  von  der  Form 

&0  (mz  — in  Ba , mx) 

( mz  — m ß0,  mx)  . {mz  — m/3,  mx) 

oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft:  In  dem  Falle  ja  S 0 kann  unser 
ganzes  Problem  darauf  reducirt  werden,  die  Function 


1)  Vgl.  z.  B.  Appell  „Sur  les  fonctions  doublemcnt  plriodiques  de  troi- 
sibme  espbee.“  Annales  de  l’Ecole  Norm.  Sup<*r.  IID“«  sdrie,  tomes  I.  11^ 
oder  die  Doctordissertation  des  Verfassers,  Rostock  1889,  pag.  10. 

2)  Vgl.  Appell  a.  a.  O. 
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(5a) 


Pi(*)  - 


&0(»  — a) 

#o  (*  — &)  • (*) 


in  trigonometrische  Reihen  zu  entwickeln.  Daher  soll  die  Function 
Px{z)  die  erste  Primfunction  genannt  werden. 


2)  fi  < 0,  oder  /*  = —«*. 

In  diesem  Falle  möge  statt  der  Function  P(z)  in  (4)  die  Function 


P(*) 


JL 

mfi,  tot) 


betrachtet  werden.  Dieselbe  ist  wieder  eine  doppelperiodische  Func- 
tion zweiter  Art.  Ebenso,  wie  vorhin,  ergiebt  sich,  dass  F(z)  in 
eine  Summe  von  Functionen  zerlegt  werden  k^nn  von  der  Gestalt 


&9(ma — mßj,  tot)  . #0(to« — mß,  mr) 

#0  (toz  — mßa,  tot) 

Hieraus  folgt  leicht,  dass  als  zweite  Primfunction  die  Function 


(5b) 


PA*)  - 


«)  ■ &o(z  — b) 

*•<»> 


angesehen  werden  kann.  Es  soll  jetzt  von  den  beiden  Primfunctionen 
in  (5a)  und  (5b),  die  etwas  einfacher  sind,  als  die  in  (la)  und  (lb) 
angegebenen  Krause’schen , zuerst  die  Function  Px  ( z ) behandelt 
werden  und  dann  gezeigt  werden,  dass  die  Entwickelung  von  Ps(z) 
sich  auf  diejenige  von  Pj(z)  zurückftthren  lässt. 


II,  Erste  trigonometrisehe  Entwickelung  von  Pj(«), 

Weil  die  Function  Pj(a)  nur  ein  Spccialfall  der  Krause’schen 
Primfunction  (lb)  ist,  so  müssen  natürlich  alle  Resultate,  die  Herr 
Krause  für  seine  Primfunction  gefunden  hat  *),  auf  P,  (z)  sich  durch 
Specialisirung  ohne  weiteres  übertragen  lassen.  Es  soll  hier  die 
trigonometrische  Entwickelung  von  Px{z)  nach  einer  Methode  ge- 
geben werden,  die  sich  in  den  Krause'schen  Arbeiten  noch  nicht 
findet.  Diese  Methode  beruht  auf  den  Untersuchungen  von  Herrn 
Appell  am  mehrfach  angegebenen  Orte,  dürfte  sich  aber  vor  jenen 
Untersuchungen  durch  grössere  Allgemeinheit  auszeichnen. 

In  der  Ebene  einer  Variablen  * denke  man  sich  ein  Paralle- 


1)  Vgl.  „Math.  Annalen“  XXXV,  pag.  577  ff. 
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logramm  construirt  auf  folgende  Weise:  Man  ziehe  die  Linie  (0,  t), 
[wobei  r,  wie  schon  vorhin,  nach  Jacobischer  Bezeichnung  den  Para- 
meter der  Thet&functionen  bedeutet]  und  zu  dieser  Linie  zwei 
Parallele  durch  die  Punkto  — ferner  ziehe  man  durch  die 

Punkte  -f-nt  und  — ' nx  ( » eine  ganze  Zahl)  Parallele  zur  reellen 
Axe  der  ar-Ebene.  « möge  jetzt  ein  ganz  beliebiger,  aber  fester 
Punkt  im  Innern  des  eben  defmirten  Parallelogramms  sein,  während 
a*0  einen  beliebigen,  aber  fosten  Punkt  der  Linie  (— J,  -f-|)  bezeich- 
nen möge.  Endlich  möge  noch  angenommen  werden , worin  eine 
wesentliche  Beschränkung  nicht  besteht,  dass  auf  den  durch  ~-nt 
und  -|-«t  gezogenen  Parallelen  ein  singulärer  Punkt  von  Px  {z  — x) 
nicht  liegt.  Nach  diesen  Festsetzungen  bilde  mau  sich  jetzt  eine 
Function  R (•*•),  dio  folgende  Eigentümlichkeiten  besitzt: 

1)  Ä(x-j-l)  - R (*). 

2)  x =-  0 sei  für  R(x)  eine  ausserwescntliche  Singularität  er- 
ster Ordnung,  R0  sei  das  Residuum  von  R (z)  für  x ***  0. 

3)  Ausser  x = 0 habe  R(x)  im  Innern  unseres  Parällelogram- 
mes  keinen  weiteren  singulären  Punkt. 

4)  /?(a*0+«r)  möge,  wenn  n über  allo  Grenzen  hinaus  wächst 
dem  absoluten  Betrage  nach  immer  unterhalb  einer  endlichen  Grenze 
bleiben,  oder  es  möge  doch  wenigstens 

e2»7ti(a-b+,-x0)  , qn * , JRfoinr) 

mit  wachsendem  n unendlich  klein  werden. 


Nach  erfolgter  Auswahl  einer  solchen  Function  R(x)  bilde  man 


(6) 


(z  —x)  . R(x)  . tlx 


erstreckt  über  den  Umfang  unseres  Parallelogramms.  Da  P,(*  — r) . 
72(ar),  wie  sofort  zu  ersehen,  die  Periode  1 hat,  so  werden  sich  die 
Integrale  längs  der  beiden  Seiten  (—  $ -nt,  — und  «r, 

+i+nT)  gegenseitig  fortheben.  Ferner  wird  die  Function  P^z—x). 
R(x)  in  dem  Punkte  a"0 — nx  den  Wert  annehmen 


(7) 


*>o  (2  -tr0-f  UT  — a) 

(*  - *0  + - h)  • (*  " *o  + «*)  * A UT) 


(-!)'• 


62nni(a—  b + i — x„) 


I\  (z  — x0 ) . R(x0  — nx) 
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Aber  dieser  Ausdruck  wird  vermöge  der  vierten  Voraussetzung  über 
R(x)  mit  wachsendem  n dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  eine 
beliebig  kleine  Grösse  gemacht  werden  können.  Da  der  Ausdruck 

(7)  aber  nichts  anderes  ist,  als  ein  Element  des  Integrals  (6)  längs 

der  Seite  ( — nr,  ”*),  so  folgt,  dass  mit  unendlich  grossem 

n das  Integral  längs  dieser  Seite  unendlich  klein  wird.  Ganz  das- 
selbe gilt  von  der  Seite  (— Es  ergiebt  sich,  dass 
das  ganze  Integral  (6)  mit  unendlich  grossem  n sich  der  Null  be- 
liebig nähert. 

Dasselbe  Integral  ist  aber  auch  gleich  2m;'mal  der  Summe  der 
Residuen  von  P1(z—x).  R(x.)  in  Bezug  auf  alle  Pole  im  Innern 
des  Parallelogramms.  Also  muss  die  Summe  dieser  Residuen  auch 
gleich  null  sein.  Wir  haben  nun  folgende  Pole  zu  betrachten: 

1)  x = 0.  Das  Residuum  von  R(x)  ist  hier  Äq,  also  das  ge- 
samte Residuum 

(8)  «o  • Pi  (*) 


2)  x = z — (n  £)  t [»  ==  — oo  oo] 

Das  Residuum  von  Pt(z  — x)  in  Bezug  anf  diesen  Punkt  wird 
' V-«-{-(n-H)*) 

&o( — A (n— |—  -J-) t)  . i . ( — 1)M  . 

= .•(—!)»  . «<*•+»»«—*>  . «<»+«* . - 

Also  wird  das  Residuum  von  P1(z—x)  . R(x): 

' • e<2»l  »"'f • Ä(*-(«  + i)t) 

W 

3)  x =■  z — b — (n  -j-  i)  x [n  =«  — oc  . . . -f-  °°] 

In  Bezug  auf  diesen  Pol  wird  das  Residuum  von  Px  (z  - x) 

Oo(b — y)  __ 

— *(— l)M<Z-("fl)*  V • *o  (*+(»+$)*) 

“ ,9/.  ,9,(6) 

Also  wird  das  Residuum  von  P1(2—  x)  . R( x) 


(9) 


(10) 


(11) 


»t-jiü.1 . rJl  . . R{z~b  -(»+!)»)  (12) 
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Indem  jetzt  die  Somme  der  Aosdrttcke  (8),  (10),  (12)  gleich  0 ge- 
setzt wird,  ergiebt  sich  das  Resultat 

— • A(*)  “ (6)  * 

j QD  1 

d’j(a)  *£  (—l)ne[2n-l)xi(a-b)  . ^(**4-*)*  . R(*~(»  -f  $)t)| 

n= — ao  f 

-j-oo  [ (13) 

-f^(a— i 2 ( — 1)»-1  . «(&•+»)«*  . q(»+\)%  . 1 

— oo  l 

.*(«-*- (n+J)  r)  7 

Hiermit  wäre  eine  trigonometrische  Entwickelung  für  die  Function 

PA(z)  gefunden,  wenn  es  gelingen  sollte,  wirklich  trigonometrische 
Functionen  P(a?)  aufzufinden,  die  den  oben  angegebenen  Bedingungen 
genügen.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  eine  ganze  Reihe  ?on  Func- 
tionen den  Bedingungen  genügt,  z.  B.  die  Functionen 

1 «3***  e2kxi* 

| e2nix’  i g2n£r 

Um  z.  B.  mit  den  Resultaten  des  Herrn  Krause  in  Uebereinstim- 
mung  zu  kommen  *),  wähle  man 

ß2rztx  J 

Ä(*)  — R0  ” _ 2ni 

Zugleich  aber  sieht  man,  dass  die  eingeführte  Function  R(x) 
nichts  anders  ist,  als  das  Functionselement,  aus  dem  die  sogenannten 
„Restfunctionen“*)  des  Herrn  Krause  sich  in  einfacher  Weise  her- 
leiten lassen.  Endlich  lehren  die  obigen  Betrachtungen,  dass  es  anf 
die  mannigfachste  Weise  möglich  ist,  eine  Function  R(x)  zu  wählen, 
also  auch  trigonometrische  Entwickelungen  von  P1(*)  zu  geben. 


III.  Zweite  trigonometrische  Entwickelung  von  P,  (*). 

Man  weiss  aus  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  dass  man 
ansetzen  darf: 


I)  Vgl.  „Mathem.  Annalen“  XXXV,  pag.  »78  ff. 
8)  Vgl.  „Mathem.  Annalen“  XXX,  pag.  »SO,  $ S. 
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+°° 

P,  (*)  — 2 bin  . «***'• 

«==> — oo 

wo  dann 

4*1 

bin  *E=*  j P,(e)  . «-*■»*  . rf* 

"i 

ist.  Letzteres  Integral  wird  folgendermassen  gelöst:  Man  bilde  das 
Integral 

J * P|  (»)«-*•»*  . * 

erstreckt  Ober  den  Umfang  des  Parallelogramms 

(-li  -H>  4-i  — rr,  - rr) 


Das  Integral  längs  der  Seite  — rr,  — i— rr)  gebt  durch  die 
Substitution  a—rr  an  Stelle  von  a über  in 


(z  — rx)  . #—?*•»»'*  . dz 


e-2rniia+t-b)  # 2»r  , ja  (*)  . e-2nnit  ,/j. 


D.  h.  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  wird  mit  wachsendem 
r dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein  gemacht  werden  können. 
Es  folgt  genau,  wie  oben,  dass  das  ganze  Integral 


P,(a)  . e-innte 


. dz 


für  r — oo  den  Wert 


4 


4-} 

P1  (z)  . 6-*»™  . dz 


annimmt,  also  gleich  bu  wird.  Andererseits  aber  ist  dasselbe  Inte* 
gral  gleich  der  Summe  der  Residuen  von  Px{z)  • multipli- 

cirt  mit  — 2?r » (das  Minuszeichen  wegen  der  Richtung,  in  der  die 
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Kroisintegrale  um  die  Pole  zu  nehmen  sind).  Nun  sind  die  Residnen 
von  PjO»)  bereits  bekannt  Vgl.  die  Ausdrücke  (9)  und  (11).  Folg- 
lich wird  das  geschlossene  Integral 


um  den  Pol 


/ 


l\{t)  . 

* — — (r-f-  \)x 


^,(rt) 


(14)  2n  --7Jm  (—1  y . a-(2.  f 1)(«-*)7T.  . g(r+i)»  . g(2rfl )» 

«1  **  j 


Für  den  Pol 


z «=  b—  (r+  £)  r 


wird  unser  Integral  genau  so  gefunden,  und  zwar 


(15)  2 n P^-^TT.  • (— l)r  . . q(r*\)'  . 5(2r+l)n  . e-2 nnib 

Indem  man  über  die  Ausdrücke  (14)  und  (15)  die  Summe  nach  r 
von  0 bis  -f 00  nimmt,  erhält  man  die  gesuchte  Formel  für  unsere 
Coefficienten: 


(16)  fc* 


2» 

. OM  * 


— |— CD 

#,(a)  2 (— . g(r||)*+(2rfl)H 
r~0 

oo 

-{-#,(&  — a)  2 (—1)»'  . <5“ (1 2 »•+1)0»»  . 3(r+J)»-f(2r+l)M  . c-2m*.ö 
0 


Für  b — $ ergiebt  sich  hieraus  genau  dieselbe  Formel,  die  Herr 
Krause  gefunden  hat  *)♦ 


Es  ist  übrigens  leicht  zu  zoigen,  dass  die  so  gefundene  trigono- 
metrische Entwickelung  auf  die  obige  in  (13)  gefundene  ohne  Mühe 
zurückgeführt  werden  kann. 


1)  Vgl.  „Mathem.  Annalen“  XXXV,  pag.  585,  Formel  (7),  worin  sich 


jedoch  ein  Druckfehler  findet,  indem  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
statt  St  tu  setzen  ist 
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IV.  Trigonometrische  Entwickelung  von  P9(z). 


Indem  man  in  (13)  die  Function 

e27t,X 


R(x) 


1 


c27t,r  als0  *0  “ 2 7Ti 


aunimmt,  erhält  man  folgende  Formel,  wenn  noch  beide  Seiten  der 
Gleichung  mit  &x(b)  multiplicirt  werden: 


(17) 


(&) 


$b(*  b)  . &0(z) 

-j-oo 

l &x(a)  . Z„  (-1)'*  . 


2» 

K ' 

ß(2n+l )ni(a-b)  t _ e2/rü 


-c© 


,2«  f 1 


1/llM 


-{-CO 

l-f^(Ä-a)  . Zn  (-1)»*  . 

GO 


e(2n{\)nin  > ^(»+Da  , e2nit 


a'l7lib 


72»  + l 


V2vii 


Wenn  in  dieser  Formel  die  Constanto  b~*z  — ß angenommen 
wird,  was  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  und  wenn  ferner  der  Symmetrie 
wegen  für  a noch  a geschrieben  wird,  so  erhält  man  folgende  Formel : 


(18) 


fto(*-<0  - frifo— ß) 


Mß)  • 

-fco 

i£,(«)  . 2»  (-1)»  • 


2 7t 

* 

ö(2h+1)7J/(«+/S)  , q(n  + \)*  . e-{2n—  1)*  tt  i 


— CO 


g2»»+l — e2  nie 


4-°°  g(2«-f  1)711«  „(ll-fl)« 

( -D"  • 


4ber  aus  dieser  Gleichung  wird  sich  unmittelbar  die  Entwick- 

x 

lung  von  P3(z)  ergeben,  wenn  man  nur  b — ~ an  Stelle  von  ß setzt. 

Das  Resultat  wirklich  hierherzusetzen,  ist  wenig  von  Interesse. 
Hiermit  ist  denn  auch  die  Entwickelung  von  P^z)  gefunden,  u.  zw. 
ohne  dass  irgend  welche  neuen  Rechnungen  nötig  gewesen  wären. 

-{-00 

Zugleich  aber  zeigt  die  Formel  (18),  dass  die  zweite  Zn  einen  von 

— 00 

z ganz  unabhängigen  Wert  hat,  also  eine  Constante  ist,  wie  es 
nach  den  Untersuchungen  von  Herrn  Krause  auch  der  Fall  sein 
muss.  Nach  dieser  Methode  haben  wir  aber  für  diese  Constante 
gleich  eine  Darstellung  und  zwar  die  Form 


M ohr  mann'.  Neues  Ferjakren  der  Fourier  sehen 


12 


-f-CO 

Zn  (~1)h 

— GO 


c(2».  + l)».ei  . g(2«+l)* 

^2niß  ' (f"V i—l 


gefunden,  während  bei  Herrn  Krause  die  Bestimmung  der  Constante 
noch  eine  neue  Rechnung  erfordert. 

Es  verdient  übrigens  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  man  bei 
Zugrundelegung  der  Formel  (16)  für  die  Coefficienten  der  trigono- 
metrischen Entwicklung  von  Px[z)  zu  einer  andern,  wenigstens  der 
Form  nach  von  Gleichung  (18)  verschiedenen  trigonometrischen 
Entwicklung  von 

&0(z  — ft)  . &i(z  - ß ) 

»o(ß)  &<>(*) 

gekommen  wäre,  die  sich  jedoch  sehr  leicht  auf  die  Form  in  (18) 
zurttckführcn  lässt. 


V.  SehlusHbemerkung,  betreffend  die  doppel periodischen  Functionen 

zweiter  and  erster  Art. 

Es  kann  nicht  verhehlt  werden,  dass  die  Zugrundelegung  der 
beiden  Primfunctionen  (4a)  und  (lb),  möge  sie  auch  im  übrigen  nicht 
so  praktisch  sein,  wie  die  oben  entwickelte  Methode,  doch  den  einen 
Vorteil  bietet,  dass  aus  der  Entwicklung  der  Function  (la),  wenn 
m — 1 gesetzt  wird , direct  die  Entwicklung  der  Primfunction  der 
doppelperiodischen  Functionen  zweiter  Art  gewonnen  werden  kann, 
was  bei  Zugrundelegung  der  Primfunctionen  Px(z)  und  Pt(z)  dem 
Verfasser  nicht  gelungen  ist,  auch  wol  schwerlich  angeht  Indessen 
sind  die  doppelperiodischen  Functionen  zweiter  Art,  oder,  worauf  es 
hier  nur  ankommt,  deren  Primfunctionen 

#o(*) 

auf  sehr  einfache  Weise  trigonometrisch  zu  entwickeln.  Es  möge 
hier  eine  Methode  ihrer  Entwicklung  gegeben  werden,  welche  sich 
auch  unmittelbar  auf  die  gemeinen  elliptischen  Functionen  anwenden 
lässt  und  vor  den  gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen 9)  gegebenen  Methoden  sich  durch  grosso 
Kürze  auszeichnet. 


1)  So  s.  B.  io  den  Lehrb&cbern  von  Königsberger  und  von  Rriot  and 
Bouquet,  die  dem  Verfasser  momentan  allein  zar  Hand  sin  l. 
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Man  kann  ansetzen 


wobei 


«0 

M*) 


-f-QÜ 

— £n  em  . &**<* 
— oo 


&o(z 

*o(*> 


e~2mij  . 


ist  Zar  Berechnang  dieses  Integrals  bilde  man  das  Integral 

(19)  ■ e-2mn“  ■ •'* 
erstreekt  über  den  Umfang  des  Parallelogramms 

„aber  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  über  den  Umfang  eines 
„unendlich  langen  Parallelogramms  erstreckt“.  Das  Integral  (19) 
zerfällt  in  4 Teile,  entrprechend  den  4 Parallelogrammseiten.  Man 
sieht  sofort,  dass  die  den  Seiten 


<+i,  +*+*)  «ul  (-*,  -H-t) 


entsprechenden  Teilintegrale  sich  gegenseitig  zerstören.  Also  wird 
das  gesamte  Integral  gleich 


(20) 


/ 


+i 


-i 


(-+«) 
»«<*) 


e—2mnie 


— J-f  T 

. &+  r 
4+* 


*o(*) 


~2mnis  . (jz 


In  dem  letzten  Integral  möge  * — y-f-r  gesetzt  werden;  dann  geht 
es  über  in 


-*  .. 


C T) 

J ^o(y-f  *)  * 


e-2 mniij  # e~2mnit  t ^ 


e—2ni(a  f mt) 


f <(?!+>)  g-Smnty 

./  <V»)  • y 


i 


— <,-2*1(04  mt)  # flm 


Der  ganze  Ausdruck  (20)  geht  also  über  in 
(21)  [l  — «-2«i7T.(fl+mr)]aH1 
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Mohr  mann:  Neues  Verfahren  der  Fourierschen 


Andererseits  ist  aber  das  Integral  (19)  gleich  dem  geschlossenen 

r 

Integralo  um  den  Punkt  ^ den  einzigen  Unstetigkeitspunkt  von 

^ + “>  ,-2  «nl, 

»«(*)  ' 

in  dem  Parallelogramm.  Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  gieht,  das 

x 

Residuum  unserer  Function  im  Punkte  c = ^ gleich 


Aber  aus  der  Relation 
ergiebt  sich  zunächst,  dass 

ist,  und  dann  durch  Differentiation 


IVO*)  — ttm'N  («)J 


also 


Der  Ausdruck  (22)  kann  also  auch  geschrieben  werden 


i&x  («) 


+ l)  ni 

e \ *J  g—uinix 


e—(a+mi)ni 


Folglich  wird  das  gesuchte  geschlossene  Integral  um  den  Punkt 
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2 rri  . . «-(«+■»»)»* 

Und  dieser  Ausdruck  muss  gleich  (21)  sein,  d.  h.  für  a,n  selbst  findet 
Bich 

.^l(ö)  «-(afwr)Tn’  #,(«)  1 

a,n  — 2vri  . 1_e_S{a+mr)^  — IV  • ^ • 8jn  „,*) 

Es  ergiebt  sich  also 

<VH-ß)  ^ elm7lU 

#o(z)  ~~  * t/i=*—ao  sin  * (a  + mr) 


16  Stipp:  Utber  einige  Säue  aus  der  elementaren  Ravwgeometrie. 


II. 

Ueber  einige  Sätze  aus  der  elementaren 

Raumgeometrie. 

Von 

Heinrich  Seipp 

in  Nienburg  «.  d.  Weaer. 


Da  die  im  folgenden  (unter  II.  and  III.)  eingestellten  raum- 
geometrischen  Betrachtungen  sich  auf  gewisse  entsprechende  plani- 
metrische  Sätze  stützen,  so  sind  diese  den  ersteron  (unter  I.)  vor- 
ausgeschickt 

Definitionen.  Unter  einem  convexen  ebenen  Vieleck 
wird  ein  solches  verstanden,  welches  nur  concave  oder  aus- 
springende Winkel  hat.  — Als  convexe  Ecke  wird  eine  solche 
bezeichnet,  welche  nur  concave  oder  ausspringende  Flä- 
chenwinkel  und  ebensolche  Kantenwinkel  hat,  oder  welche  mit 
einer  jeden,  sämtliche  Kanten  treffenden,  Ebene  als  Schnittfigur 
ein  convexes  Vieleck  ergibt  — Ein  convexes  Polyeder 
heisse  ein  solches,  welches  nur  convexe  Ecken  pnd  demgemäss 
nur  convexe  Vielecke  als  Begreuzungsflächen  besitzt,  oder  welches 
mit  irgend  einer,  nicht  bloss  einen  Eckpunkt  enthaltenden,  Ebene 
als  Schnittfigur  ein  conve  xes  Vieleck  (unter  Umständen  auch 
ein  Dreieck)  ergibt 

I. 

Es  seien  in  der  Figur : o,  6,  c,  d,  «,  f und  a',  b\  c\  d\  f 
g\  V die  Seiten  zweier]  convexen  Vielecke  ABCDEF  oder 
i und  A‘ B'  C' D'  E'  F‘ G'  H'  oder  a,  von  welchen  das  letztere  das 


Sei  pp:  Ueber  einige  Sätze  aus  der  elementaren  Raumgeometrie . 


17 


erstere  vollständig  umschliesst,  so  dass  also  keinerlei  Ueber- 
schneidungen  von  Seiten  der  beiden  Polygone  noch  auch  der  fort- 
gesetzt gedachten  Seiten  eines  und  desselben  Vielecks  statt- 
finden. Man  verlängere  die  Seiten  des  umschlossenen  oder  „inneren“ 
Vielecks  i einseitig  (jede  über  den  mit  der  folgenden  Seite  gemein- 
samen Eckpunkte  hinaus)  bis  zum  Schnitt  mit  dem  Umfang  des 
„äusseren“  Polygons  a.  Die  dabei  sich  ergebenden  Verlängerungs- 
strecken der  Seiten  a,  4,  c,  d,  e,  f eisen  bezüglich  4t,  c,,  <lv 
fx.  Durch  ihre  Eudpuukte  L,  M,  N,  ?,  Q,  R werden  die  Seiten 
a',  4',  c,  e , g\  h'  des  äusseren  Vielecks  a in  Teilstrecken  zerlegt, 
welche  der  Reihe  nach  mit  a x‘  und  o*',  4,'  und  42',  c,'  und  c2', 
und  c2',  gx  nnd  g 2',  hx  und  4S'  bezeichnet  sein  mögen.  Der  von 
den  beiden  Vielecken  begrenzte  ringartige  Teil  der  Ebene  wird  durch 
die  beschriebene  Construction  in  ebeusovicle  convexe  Vielecke  ge- 
teilt, als  das  innere  Polygon  Seiten  hat  (im  vorliegenden  Beispiel  in 
6)  und  es  lässt  sich  auf  jedes  dieser  Teilvielecke  der  bekannte  Satz 
(1)  anwenden:  „Eine  Seite  eines  jeden  (nicht  nur  eines  convexen 
Vielecks,  auch  die  grösste  Seite,  ist  stets  kleinor  als  die 
Summe  der  übrigen  Seiten“.  Mithin  ergeben  sich  die  folgen- 
den Ungleichungen: 

fi  4~  at  4~  V > a “h  ai 
«i 4~ V 4-  ci  > ft4-&i 

ci4~V+/,/4" 9i 
4~08  4~V  > c+«i 

«i  +V+fli<  !>  /+/i 

Werden  dieselben  addirt  und  im  Ergebniss  die  gleichen  Grössen 
(«,,  bu  et  . . . /",)  beiderseits  des  Zeichens  > gestrichen , die  zu 
Seiten  («',  4',  c'  . . . hr)  des  äusseren  Vielecks  sich  ergänzenden 
Grössen  (ax  und  fl8',  4/  und  b2\  cx  und  ca'  . . . hx  und  h2)  ver- 
einigt, so  folgt 

o,_j~  b4  -\-c' - j-  d -j- e -\~f' 4-  9‘~\~  h'  a 4“  4 4~  «4-  «*4- 6 4“  f 

oder  in  symbolischer  Schreibweise  für  die  Vielecksseitensummen: 

1)  > 2*1 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  das  vorstehende  Verfahren  zur  Ver- 
gleichung der  Grössen  £lx  und  £l\  unabhängig  ist  von  der  sonstigen 
Beschaffenheit  der  beiden  Vielecke,  dass  es  auch  dann  ungeändert 
Anwendung  finden  kann , wenn  die  Seitenzahl  von  i = derjenigen 
von  « ist  oder  dieselbe  übertrifft.  Immer  lässt  sich  in  ähnlicher 
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Weise  wie  oben  eine  Zerlegung  der  von  den  beiden  Polygonen  ein- 
geschloBsenen  ringartigen  Fläche  in  Teilvielecke  vornehmen,  derart, 
dass  bei  der  Addition  der  entsprechenden  Ungleichungen  stets  die- 
jenigen Seiten  jener  Teilpolygone  ganz  aus  der  Rechnung  verschwin- 
den, welche  weder  dem  einen  noch  dem  andern  der  gegebenen  Viel- 
eeksumfiiuge  angehören.  Die  Formel  1)  gilt  also  — unter  den 
eingangs  gemachten  Voraussetzungen  — ganz  allgemein.  Da  ferner 
eino  in  sich  znrücklaufende,  nach  aussen  oder  convex-  und  stetig 
gekrümmto  Linie  oder  eine  geschlossene  convexe  Curve  als  Grenz- 
fall eines  convex 3n  Vielecksumfangs  aufgefasst  werden  kann,  so  gilt 
der 

Satz  2:  „Von  zwei  einander  völlig  umschlicsscnden , convexen 
Vielecksumfilngen  (gebrochenen  in  sich  zurücklaufeuden  Linien)  so- 
wie auch  von  zwei  sich  umschliessenden , convex-  und  stetig  ge- 
krümmten geschlossenen  Curven  hat  stets  der  äussere  Vielecks- 
umfang  oder  dio  umschliessende  Curve  die  grössere 
Länge.“ 

Der  vorstehende  Satz  bleibt  auch  dann  noch  bestehen,  wenn 
eine  Ecke  oder  eine  Seite  des  inneren  Vielecks  mit  einer  Ecko  oder 
Seite  des  äusseren  zusammenfällt.  Deun  der  Umstand,  dass  z.  B. 
dio  Seiten  b und  c'  sich  decken,  also  in  den  obigen  Ungleichungen 
«,  «=»  0,  b2‘  = 0,  bx  = 1)  und  bx  = 0,  Cj,'  = 0,  Cj'  =»  c‘  ist,  hat  auf 
das  Endergebnis  keinen  Einfluss.  Ebenso  können  auch  mehrere 
Ecken  oder  Seiten  der  beiden  Vielecke  zusammenfalleu. 

Mithin  kann  man  u.  a.  auch  noch  den  folgenden  Satz  aus- 
sprechen, von  welchen  sich  ein  besonderer,  scharfsinniger  Beweis  bei 
Legendro  (9tcr  Satz  im  dteu  Buch  der  „Elemente  der  Geometrie“) 
findet. 


Satz  3:  „Von  zwei  convexen,  gebrochenen  oder  auch  von  zwei 
convexen,  stetig  gekrümmten  Linien,  welche  dieselbe  zweiseitig  be- 
grenzte Gerade  oder  Strecke  überspanuen,  so  dass  also  die  eine 
die  audere  vollkommen  umschliesst,  ist  die  „umschliessende 
oder  äussore  Linio  die  grössere“. 

Da  nun  die  überspannte  Strecke  selbst  vou  allen  übrigen 
zwischen  ihren  Endpunkten  möglichen  gebrochenen  oder  stetig  ge- 
krümmten Linien  umschlossen  wird,  so  ist  sic  hiernach  die 
kürzeste  von  allen  Verbindungslinien  zwischen  jenen  beiden  Punkten 
und  man  ist  somit  wiederum  bei  dem  Ausgangspunkt  der  obigen  Ab- 
leitung, nämlich  bei  dem  Satz  1 angelangt,  von  welchem  das  soeben 
erhaltene  Ergebniss  sich  eigentlich  nur  der  Fassung  nach  unter- 
scheidet. 
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II. 

Projicirt  man  die  der  Ableituug  der  Formel  1)  in  I.  zu  Grunde 
gelegte  ebene  Figur  von  irgend  einem  Punkte  p des  Raumes 
aus,  so  entstellen  zwei  convexe  vielkantigc  Ecken  p{ABCDEF) 
oder  i'  und  p{A'  B‘  C D'  E‘  F'  G'  H’)  oder  a'  mit  gemeinsamer 
Spitze  (p),  von  welchen  die  letztere  die  ersterc  vollständig  um- 
schliesst,  so  dass  irgend  welche  Uebcrschneidungcn  von  Ecken- 
seiten nicht  Vorkommen.  [Ausserdem  erscheint  der  Raum  zwischen 
den  beiden  Ecken  in  den  obigen  Teilvielecken  entsprechende  con- 
vexe Teilecken  p(A  L B‘  M),  p(BMC'N),  p(CND'E'  F)  u.  s.  w. 
zerlegt].  I)a  nun  zu  einem  jeden  Puukte  einer  jeden  projicirten 
Viclecksseite  ein  projicirender  Strahl  gehört,  und  die  Gesamtheit  der 
projicirenden  Strahlen  einer  jeden  Viclecksseite  den  entsprechenden 
ebenen  Winkel  oder  die  entsprechende  Seite  der  betreffenden  Ecke 
bildet,  so  muss  das  über  die  Mengen  der  Elemente  oder  Punkte  der 
Vielccksumfängc  a und  i,  d.  h.  über  die  Grösse  der  letzteren  Bewiesene 
ganz  ebenso  von  den  Mengen  der  dio  beiden  Eckenseitcnsnmmen 
Eßa  und  Eßi  bildenden  Strahlen,  d.  h.  von  jenen  Scitensummeu 
selbst  gelten.  Folglich  besteht  die  Ungleichung: 

2)  Eßa  > Eßi 

welche  auch  noch  in  dem  Falle  gilt,  dass  die  Zahl  der  Eckenseiten 
eine  unbegrenzte  ist,  also  ihre  Gesamtheit  oine  konische  Fläche 
bildet.  Der  Formel  2)  entnimmt  man  die  folgenden  Sätze: 

Satz  4:  „Von  den  einander  völlig  umschliessenden,  gebrochenen 
bzhw.  stetig  gekrümmten  BegrenzurgsfUichen  zweier  convexen 
Eckejn  oder  convexen  kegelförmigen Halöräumcn  mit  gemeinsamer 
Spitze  hat  die  ums chl  i es s c n de  Fläche  die  grössere  Sci- 
tensumme  bzhw.  ergibt  nach  der  A bw  ickel  u ng  den  grösseren 
ebenen  Winkel“. 

Satz  5:  Haben  zwei  convexe  Ecken  eine  Seite  und  folglich 
auch  ihre  Spitze  gemein,  so  dass  die  Umfangsfläche  der  einen 
die  der  andern  im  übrigen  völlig  umschliesst,  so  besitzt  die 
umschliossendo  Fläche  die  grössere  Seitensumme 

oder: 

Von  irgend  zwei  convexen,  gebrochenen  (spitzenförmigen)  oder  auch 
couvex-konischen  Fächen,  welche,  einander  umschliessend,  denselben 
ebenen  (concaven)  Winkel  überspannen,  ergibt  stets  die  um  sch  Mes- 
sende oder  äussere  den  grösseren  ebenen  Abw  ickel  u ngs- 
winkel“. 

Auch  folgt,  sogleich  weiter  der 

2* 
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Satz  6:  „Der  von  zwei  sich  schneidenden  Geraden  einge- 
sehlosssene  ebene  (concave)  Winkel  ist  die  kleinste  von  allen 
zwischen  den  beiden  Geraden  möglichen  Verbindungs- 
flächon 

oder: 

Eine  Seite  einer  jeden  convexen  Ecke  (auch  einer  solchen  mit 
zum  Teil  einspringeuden  Winkeln),  ist  stets  kloinerals  dieSumme 
der  übrigen  Eckenseiten“. 

Für  den  besonderen  Fall,  dass  der  Projectionsmittelpunkt  p 
ins  Unendliche  rückt,  also  an  Stelle  der  Eckelbezhw.  des  konischen 
Kaumes  der  prismatische  bzhw.  cy lindrische  Raum  tritt,  ist 
der  Wortlaut  der  Sätzo  4,  5 uud  6 entsprechend  abzuändern. 

Die  Sätze  4,  5 und  6 entsprechen  den  Sätzen  2,  3 und  1 für 
die  Ebene  vollständig.  Bei  der  Ableitung  der  Sätze  4 und  5 hätte 
man  auch  von  Satz  6 ausgehen  können  ( — eiuen  andern,  selb- 
ständigen Beweis  desselben  siehe  unter  IV  — ),  in  ähnlicher  Weise 
wie  oben  der  Beweis  von  Satz  2 auf  Satz  1 gestützt  worden  war. 
Denn  der  Satz  6 lässt  sich  auf  jede  eiuzelne  der  eingangs  dieses 
Abschnittes  (II)  erwähnten  Teilecken  anwenden  und  führt  genau  zu 
den  unter  I aufgestellten  Ungleichungen,  in  welchen  jetzt  aber  die 
Buchstaben  a,  b,  c . . ./  sowie  a/,  «*',  bt\  V u.  s.  w.  nicht  Yiel- 
ecksseitcn  bzhw.  Teile  derselben,  sondern  ebene  Winkel,  näm- 
lich Ecken  seiten  bzhw.  Teilo  von  solchen  bezeichnen. 

Endlich  ist  die  Herleitung  der  Sätze  4,  5,  6 noch  auf  eine 
dritte  (dem  Cavalierischen  Verfahren  zur  Vergleichung  von  Körper- 
volumen nachgebildete)  Art  möglich,  wobei  man  vou  den  entspre- 
chenden Sätzen  2,  3,  1 ausgeht.  Man  denke  sich  nämlich  die 
beiden  convexen  Ecken  durch  eine  unbegrenzte  Zahl  von  unend- 
lich benachbarten  Parallelebenen  in  Schichten  zerlegt,  welche 
man  näherungsweise  als  Prismen  betrachten  darf.  Dann  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Mantelflächen  zweier  solchen  auf  derselben  Schnittebene 
ruhenden  gleichhohen  Teilprismen  der  beiden  Ecken  dasselbe  wie  das 
Verhältniss  der  Umfänge  der  Schuittpolygone  jener  Ebene  mit  den 
Umfangsflächen  der  beiden  Ecken.  Aus  der  vorausgesetzten  Be- 
schaffenheit der  letzteren  folgt  nun  die  Convexität  je  zweier  solchen 
zu  derselben  Parallelebene  gehörigen  Schuittpolygone,  sowie  das 
völlige  Umschlossensein  des  einen  derselben  von  dem  andern.  Mit- 
hin gilt  für  sie  und  folglich  auch  für  die  zugehörigen  beiden  Prismen 
mäntel  die  Formel  1)  und  da  die  unendlichen  Summen  aller  der 
letzteren  die  Umfangsttächen  der  beiden  Ecken  darstellen,  so  folgt 
auch  für  diese  die  entsprechende  Aussage,  d.  h.  also  die  Formel  2). 


Digitized  by  Google 


Set  pp:  Lieber  einige  Salze  au»  der  elementaren  Raumgeometrie.  21 


III. 

Es  seien  AB  CD.  . .oder  i"  und  A'  B’  C'  D‘  . . . oder  a" 
zwei  convexo  Polyeder,  von  welchen  das  letztere  das  erstcre 
vollständig  umschliesst.  Durch  das  am  Schlüsse  von  Ab- 
schnitt II.  erörterte  Verfahren  werden  dio  Oberflächen  der  beiden 
Vielflache  in  Zonen  zerlegt',  von  denen  — je  zwei  zu  derselben 
schneidenden  Parallelebene  gehörige  - ihrer  verschwindend  kleinen 
Höhe  wegen  — mit  grosser  Annäherung  dasselbe  Grössenverhältniss 
aufweisen  wie  die  Umfänge  der  beiden  Schnittpolygone  der  betref- 
fenden Ebene  mit  den  Polyedern.  Diese  Schnittvielecke  sind  aber 
convex  und  da,  der  Voraussetzung  gemäss,  die  Oberfläche  des  Viel- 
flächuers  i"  an  keiner  Stelle  diejenige  des  Polyeders  a"  durchdringen 
soll,  so  muss  auch  das  zu  a"  gehörige  Schnittpolygon  (a)  das  dem 
Vielflächner  i"  angehörige  (i)  vollständig  u mschli e ss e n. 

In  Bezug  auf  beide  Vielecko  n und  i und  folglich  auch  in  Bezug 
auf  die  zugehörigen  beiden  Polyederzonen  gilt  also  dio  Fomel  1) 
und  da  ein  Gleiches  hinsichtlich  aller  übrigeu  Paare  von  Schnitt- 
polygonen der  Parallelebenen  mit  den  Polyedern,  sowie  hinsichtlich 
deren  zugehörigen  Zonen  der  Fall  ist,  so  trifft  es  auch  für  die 
Summen  der  letzteren,  d.  h aber  für  die  beiden  Polyederobcrflächeu 
£fa  nnd  selbst  zu  und  es  ist  somit  die  Formel 

3)  £fa  > £f{ 

bewiesen.  Zieht  man  noch  den  Sonderfall  in  Betracht,  dass  eine  der 
Begrenzungsflächen  des  einen  Vielflächners  mit  einer  solchen  des 
andern  zusaramcnfällt  und  geht  man  weiterhin  auch  zu  dem  Grcnz- 
fall  unendlich  vieler  unendlich  kleiner  Begrenzungsfiäcken  der  Poly- 
eder über,  so  kann  man  die  folgenden  Sätzo  aussprechen: 

Satz  7:  „Von  zwei  convexen,  einander  völlig  ums ch Hes- 
se nden  pol  y cd  rischen  oder  auch  stetig  gekrümmten  geschlosse- 
nen Flächen  ist  die  umschli essende  oder  äussere  die 
grössere“. 

Satz  8:  „Von  irgend  zwei  convexen  gebrochenen  (poly- 
edrischen)  oder  auch  couvex-  und  stetig  gekrümmten  Flächen, 
welche  dasselbe  ebene  (convexe)  Vieleck  überspannen,  ist 
die  umschliessen  de  oder  äussere  dio  grössere“. 

Satz  9:  „Die  ebene  Fläche  eines  jeden  convexen  Viel, 
ccks  ist  die  kleinste  von  allen  zwischen  seiner  Umgren- 
zung möglichen  Flächen“. 

Die  Sätze  7,  8,  9 finden  sich,  jedoch  in  anderer  Ableitung,  bei 
Legendre  im  VIII.  Buch  a.  a.  0. 
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Ein  sehr  einfacher,  selbständiger,  auf  demselben  Princip  be- 
ruhender Beweis  der  Sätze  3,  C und  9 ergibt  sich,  wenn  man  die 
convex-gebrochene  bzhw.  stetig  gekrümmte  Linie  oder  Fläche,  welche 
eine  Strecke,  einen  ebenen  (coucaven)  Winkel  oder  ein  ebenes  con- 
vexes Vieleck  überspannt,  mit  ihrer  orthogonalen  Projectiou  auf  die 
Gerade  jener  Strecke  bzhw,  die  Ebene  jenes  Wiukels  oder  Vielecks 
vergleicht  und  noch  berücksichtigt,  dass  jeder  der  Bestandteile 
(Strecken,  ebenen  Winkel,  Vielecksfiäcben)  der  betreffenden  zu  pro- 
jicirenden  Raumgrösse  im  allgemeinen  grösser  ist  als  seine  Pro- 
jeetion,  mindestens  aber  gleich  derselben. 

Von  ganz  speciellen,  aus  dem  Vorstehenden  sich  ergebenden 
Sätzen  sollen  noch  hervorgehobeu  werden  der  bekannte 


Satz  (10):  ,Die  Summe  zweier  Seiten  einer  dreikantigen 
convexen  Ecke  ist  stets  grösser  als  die  dritte  Seite“  sowie 
der 


Satz  11:  „Die  Summe  dreier  Fl  äc  heu  eines  Tetra- 

eders ist  stets  grösser  als  seine  vierte  Begrcnzuugs- 
fläche“.  Der  letztere  Satz  enthält,  die  Bedingung  dafür, 
dass'oiu  Punkt  (der  Gcgeueckpunkt  der  vierten  Tetraederfläche 
ausserhal b der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks  (der  Ebene 
der  vierten  Tetraederfläche)  sich  befindet,  ebenso  wie  ein  Punkt 
auserhal  b der  Geraden  einer  gegebenen  Strecke  gelegen  ist, 
wenn  die  Summe  seiner  Entfernungen  von  den  Streck  en- 
cndpuuktcu  grösser  ist  als  die  Strecke  selbst  (Vgl.  Satz  I. 
im  § 9 der  Planimetrie  von  Baltzer  und  die  Zeichenregel  im  § 9, 
7 daselbst). 
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HF. 

Geometrische  Oerter  bei  Curvensysteinen. 


Von 

H.  Ekama. 


Wenn  mau  in  der  Gleichung  einer  Curvo  einen  der  Parameter 
äudert,  so  bekommt  mau  ein  Curvensystem.  Dieses  kann  man  au- 
deuten  durch  die  Formel 

F(x,  !/)  = <* 

hi  welcher  a der  Parameter  ist,  welcher  alle  Werte  haben  kann. 
Durch  Differentiation  finden  wir: 


BF 

(ly  Bx 

<lx  "■*  BF 

dy 


(1) 


dx  “ 0 *st  ^er  geometrische  Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf  die  X 

Achse,  (d.  h.  der  Punkte,  in  welchen  y ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  erreicht)  für  Curven,  welche  zum  System  gehören,  und 

Bf 

2 - = 0 ist  der  geometrische  Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf  die  Y- 
Achse. 


Nehmen  wir  zum  Beispiel  ein  System  von  Lemniskaten,  deren 
Brennpunkte  zusamraeufallen;  so  ist  dieses  angedeutet  durch  die 
Formel 


(**  -f~  y-)2  — 2a2  (x*  — y~)  -\-  a4  = ;>4 


in  welcher  p sich  ändert. 
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Für  die  Gipfel  in  Bezug  auf  die  X Achse  haben  wir  also: 

BF 

=»  4x(x2-f-  ys) — 4«2x  =0 

folglich  x = 0 und  x2-f-y2  = «2;  die  geometrischen  Oerter  sind 
also  die  Y Achse  und  ein  Kreis  mit  dem  Radius  «. 

Für  die  Gipfel  in  Bezug  auf  die  Y Achso  ist: 

4y(x2  + y*)-{-4a2//  «**  0 

y = 0 ist  dio  X Achso  und  die  Curvo  =■  0 ist  imaginär. 

Ist  das  System  in  der  Form  f(x , y,  a)  = 0 gegeben,  so  ist 


s/ 

(ly  Bx 

eix  “ " Bf 

h 


(2) 


f 

und  für  jeden  Gipfel  in  Bezug  auf  dio  X Achse  muss  g-  =>  0 und 

Bf 

für  jeden  in  Bezug  auf  die  Y Achse  = 0 sein.  Eliminirt  man 
mittelst 

/■(*!  y,  «)  = 0 


den  Parameter  a aus  diesen  Formeln,  so  findet  mau  die  gesuchten 
geometrischen  Oerter. 


Ein  System  von  Kreisen,  welche  einander  in  einem  Punkte  be- 
rühren, wird  gegeben  durch 


x2  — 2 x « -f-  y 2 «=»  0 


Also  ist 


&-*  (»— ) 


und 


Bf 

By 


o 


Die  letzte  Formel  giebt  sogleich  y = 0,  das  ist  dio  X Achse 
und  die  erste  nach  Elimination 


x2  — 2x2  -f-  = 0 oder  x = y 

folglich  die  geraden  Linien,  welche  die  Winkel  zwischen  den  Achsen 
in  zwei  Hälften  teilen. 


Ist  das  System  in  Polarcoordinaten 
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gegeben,  so  ist 


F{r  . <p)  = a 
dF 

dr  dep 

dep  ~ ~ BF 
dr 


Bf 

-==  o ist  der  geomotrische  Ort  aller  Punkte,  in  welchen  die  Tan- 

bf 

gente  senkrecht  zum  Radiusvector  steht,  und  g-  — 0 ist  der  geome- 
trische Ort  der  Puukte,  bei  welchen  die  Tangente  durch  den  Coor- 
dinatenanfang8punkt  geht. 


dy 

dx 


sinqp-f  rcosqp 


Br 

^ COS  (f  — rsiuqp 


Bf  . 

a„s'"*+r 


Bf 

a™ cos  v 


BF 

dtp 


COS  ff  -{- 


BF  . 
rfc.  *»«  <P 


Für  den  geometrischen  Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf  die  X Achse 
muss  der  Zähler  = 0 sein,  für  denjenigen  in  Bezog  auf  die  Y Achse 
der  Nenner  =0.  Uebereinstimmende  Formeln  bekommt  man,  wenn 
das  System  in  der  Form 


/Kr,  qp,  «)  — 0 


gegeben  ist.  Man  findet  dann  für  die  Gipfel  in  Bezug  auf  dio  X 
Achso 

Bf  . Bf 
— sm  qp  r g“  cos  qp  — 0 

und  in  Bezug  auf  die  Y Achse 

Bf  . Bf  . 

COS  'f>  -f-  »•  ^ Sill  rp  ü 

aus  welchen  Formeln  der  Parameter  « mittels 


/(r,  qp,  a)  = 0 


eliminirt  werden  muss,  nm  dio  geometrischen  Oerter  zu  finden. 

Mittels  (1)  haben  wir  nun  den  geometrischen  Ort  der  Wende- 
punkte zu  bestimmen: 

d*y  __  __  1 i/d*F  B*F  \ dF  / d*F  d*F  dy\  BF) 

fix*  ifdF\*  (ycta*  **  dx  dy)  dy  \&c  dy  ' dy*  dx)  dxj 

w) 


folglich 
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<Py  1 <B*F/bF\*  02F  dF  BF  B*F(dFy\ 

dx2  ^0/y  }0x2  \0^  / 0X  By  Bx  By  ' By*  \0x  / j 

BF 

Wenn  nicht  *—  = 0 ist,  so  ist 
öy 

B*F  (BF\*  B*F  BFoF  B*F  (BF\* 

Bx*  \By  J Bx  By  BxBy'By*\BxJ  ^ 

der  geometrische  Ort  der  Wendepunkte  des  gegebenen  Systems. 

Ist  das  System  in  der  Form 


f x,  y,  n)  =«  0 


gegeben,  so  hat  mau  in  gleicher  Weise  für  einen  Wendepunkt: 

ay/a/V  By  Br  Bf  B*f/Bf,2 
Bx-  \0x/  " Bx  By  Bx  By  ‘ By * \0x/  ^ 

und  findet  durch  Elimination  des  Parameters  a mittels 


(*) 


/(a-,  y,  «)  = 0 


den  gesuchten  geometrischen  Ort. 

Für  beide  Fälle  werden  wir  ein  Beispiel  geben.  Für  eiu  System 
von  Lemniskateu  mit  denselben  Brennpunkten  ist: 


also 


B*F 

0 .rl 


(a:S_j_yS)*_2 «2(x2  — y*)  =.  7>4-«4 

=4x  {**+/—  a2} 
o2F 


BF 

Bx 


— M**  4- ?*+«*) 


4(3x2-fy*-«2) 


0*F 


a - 4{**  + 3af*  + a*j 


durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Formel  (3): 


6 * y V 4-  y8  -b  «*} 2 {3** 4- y* — «*; } - 250  x2  >/■ i {(x2  4-  y 2)2  - <*4} 

4-64  x2(x24-y*  — «2)2(x24~  3y'4-«*)  — 0 

2x2  y2  {(**  4-  y*  4*  «V  - 2 |(x2  4-  y8)8  — «4)  4“  ( * 8 4-y8  — «8)8} 

4- {(X2  4-  y2  4-  a2)  (x2  4-y*  — a2)  {(x2  -f  y2)2  -a2(x2  — y2)}  = 0 


8^*V+{(**  + y2)2-a4H(*34-y2)2-«V-y8)}  - o 
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H-8rt4a?*ys  — 2a8(*2-f“y2)2(J?*  — !/*) 

-2a4(a:2+^J*_|_a4|(x2  + ^)2  + a2(x2_^)  „ 0 

also 


{(*2+y2)2-f«2(*2  -y2)j  {(*2  + y2J2  — 2a2(x2  — a4}  = 0 

(*2  + y*)*  + a2(x*  — y1)  0 

giobt  für  den  geoinotrischen  Ort  die  Lemuiskate  von  Bornoulli. 

(x^-j-y2)2 — 2fl2(x2  — y2)  a4  =»  0 
können  wir  in  der  Form  schreiben: 

(x2  — y2)2  — 2«2(x-  — y2)  -|-a‘  --  4x2y* 

und  folglich  ist  dieser  geometrische  Ort  imaginär. 

Als  zweites  Beispiel  suchen  wir  den  geometrischen  Ort  der 
Wendepunkte  eines  Systems  gleichförmiger  Lenmiskaten;  bei  diesen 
ist  also  a'p  = 1 In  constant.  Die  Gleichung  ist: 

(x2  + y‘)2  — 2o*(arf  — y2)  — ^<4  — l)«4 

der  Formel  (4)  zufolge  finden  wir: 

8«4x2y2-f  {(x3-}-y2)2— «4}{(-<;2  + y2)2  — “2C*'2  - y4)}  — 0 

und  mittels  der  gegebenen  Gleichung 


8a4xV+i(»4-lK  + 2«2(*2-y2)-  «4|  • 

. {(h4  — l)a4-{- a2(x'2 — y2)\  = 0 
8*V-H”4—  2)(»4-l)a44.(3»i4  — 4)(x*—  y2)«2-f  2(x2  — y2)2  - 0 


(«4  --  2)  (xa-fy2)2— (?il  - 2)  2u2(x2  ~-y2)  -f-  2(x2  + y2)2 


folglich 

oder 


-j-  (3/*4  — 4)  (x2~y2)u2 
(x2  -j-  y‘2)2  -{-  «2(a2  “ V2)  — 0 
(x*-f-y2)2 

« Zi 5“ 


— 0 


also  nach  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung 


3(.r* -j- y2)2  = (n«-l)(*84V)* 

oder 
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Ek a mal  G tomeirisch*  Oerltr  bei  Curvensystemen. 


und  in  Polarcoordinatcn 


cos  2<p 


Der  geometrische  Ort  sind  also  gerade  Linieu,  welche  durch  den 
Coordiuatenanfangspunkt  gehen.  Er  wird  imaginär  für  n4  < 1 und 
nA  > 4 und  also  reell  für  1 < » < y2,  wie  zu  erwarten  war.  In 


stimmen,  darauf  mittels  /(*,  y,  a)  = 0 a zu  eliminiren  und  end- 


Wir  wollen  das  Curveusystcm  bestimmen,  welches  die  Curveu 
eines  gegebenen  Systems)  immer  unter  einen  gegebenen  Winkel  a 
schneiden.  Nennen  wir  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  einem 
Punkte  der  Curvc  des  einen  Systemes  mit  der  X Achse  macht,  r, 
und  den  Winkel,  wolchen  die  Tangente  in  diesem  Punkte  der  Curve 
des  anderen  Systemes  mit  jener  Achse  macht  r',  so  muss  immer 
xr  — «-J-*  sein, 


In  vielen  Fällen  ist  die  Form  in  Polarcoordinatcn  einfacher  in 
der  Anwendung. 


Jetzt  muss  a = T'—  x sein  oder  « = (r‘  — <p,)  — (r — qp2);  denn 
im  Schnittpunkte  ist  r,  = rs  und  qP|  *=»  folglich : 


diesem  Falle  wäre  es  kürzer  gewesen  erstens  mittels  (2)  ^ zu  be- 


oder 


(5) 
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1 </rs 
r*  d(p2 


1A 


dr\ 

d(pi 


— tga 


dr 


,7t,  tÄ" 


(C) 


Ein  System  gerader  Linien,  welche  einander  in  einem  Punkte 
schneiden,  ist  gegeben  durch  <p,  «=»  A , also 


folglich : 


nach  Integration 


rt  d<pt 
d~rt 


0 


1 <trt 
r*  dqPjs 


= COtg« 


r2  -=*  Ce^»cotK“ 


Für  ein  System  concentrischer  Kreise  ist  r,  — a,  also 


und  wir  fiuden 


(ll-j  = o /.  1/r, 


*l<Ti 


tg« 


rs  — Ce—VA«" 


oder  wenn  wir  <p  in  entgegengesetzter  Richtung  zählen, 


r2  m Ceff*  t»° 

Für  beide  Fälle  finden  wir  übereinstimmende  Systeme,  welche 
ganz  zusammenfallen,  wenn  die  gegebenen  Winkel  « einander  Com- 
plemente  sind.  Dieses  muss  auch  so  sein,  weil  das  System  gerader 
Linien  durch  das  System  concentrischer  Kreise  senkrecht  geschnitten 
wird. 


Ist  « =*  90°,  so  werden  die  Formeln  (5)  und  (6) 


dx, 


■P  - — v-1  und 


(7) 


dar,  j ^ t dr^  r,  dtpj 

dV\ 

Nehmen  wir  ein  System  von  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  bei 
welchen  die  Proportion  zwischen  den  Achsen  gleich  tgi?  ist.  Die 
Systeme  sind  gegeben  durch 


folglich 


, Vi* 

a*  «* 


In  den  Schneidepunkten  ist  = x2  und  y,  =»  y*  und  folglich 
für  dio  Systeme,  welche  die  gegebenen  unter  rechten  Winkeln 
schneiden : 
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(1n  , y% 

— -f-  - COtg-) 
clx9  ir»  ° 


da-g  dy2 

oder  — = -f tg  -i; 

r*  ~Vi 


durch  Integration  finden  wir  für  das  zu  den  Ellipsen  gehörende 
System 

x — Cy^'i 

und  für  das  bei  den  Hyperbeln 

xyWv  = C 


Ist  im  ersten  Systeme  tg2»;  rational,  so  besteht  das  System  aus 
Parabeln  von  höherem  Grade. 


Sei  ein  System  von  Cissoiden,  welche  dieselben  Achsen  und  die- 
selbe Spitze  haben,  gegeben. 


r,  2«  sin  (pt  tg<rj 


<lrpx 


'2a  sil up1 


1 -{-  COS 2 (ft 

cos  l(fx 


Durch  Elimination  von  a finden  wir: 


1 r/r,  1 4-C0S2<r,  1 -f-  COS2<Ti 

— - — — cotgqp. v “■  ~ 

r,  dg»,  0 4 cos2g>j  sin  qr>,  cos  g>( 

und  folglich  für  das  gewünschte  System: 


1 dr2  sin  qc2  cosqr>2 

ri  ~ 1 -f-  cos Vi 

also  nach  der  Integration: 

r22  =»  c 2 ( 1 —J—  co82g\,) 


oder  in  rechtwinkelige  Coordinatou  übergebracht 


(*■  + „*)*-«*(&*+**) 


Diese  Curvc  ist  vom  vierten  Grade  und  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  Achsen. 


Für  (p  «->  0°  ist 

r = c y/'2  und  «t»  — 90°  r «*■  c 

tp  -*=  30°  r V : 7’  “ 4f>°  .’.  ?•  */2c,\/3  und 

<p  =--  Ct)°  r — */2<‘V/ö 
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Die  Curve  ist  also  leicht  zn  constrairen. 
nicht.  Die  Oberfläche  O ist  gleich  vier  mal 


Wendepunkte  hat  sie 

Vs» 

Ö 


Vs* 

r-  fiep  = 

o'7 

und  also 


O =>  3}.£7tC 2 


c- 


Vs* 

3/s<P  | — 2*^* 

6 


Im  allgemeinen  giebt  diese  Untersuchung  Curven,  welche  wenig  bo 
kannt  sind,  z.  B.  zu 


y-f  — 2;)x,  — (1  — f2)^2^  veränderlich} 

gehört  y28  xs*  = «r83-}-/>4  veränderlich} 


r 


1 


JP 

1 -}-f  COSqP, 


{e  veränderlich} 


r2lp 

gehört  he  ■=•  rasin<p2  [h  veränderlich} 
rx  =>  «qr,  ja  veränderlich! 

w 

gehört  rse  =*  i {£  veränderlich} 

»i  qpj  = a {«  veränderlich} 

Vs^S* 

gehört  r2  {&  veränderlich} 


In  vielen  Fällen  ist  die  Integration  nicht  ausführbar. 


Das  Folgende  mögo  etwas  ausführlicher  betrachtet  werden.  Das 
gegebene  System  besteht  aus  Kreisen  mit  demselben  Radius  p be- 
schrieben und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  geraden  Linie  liegen; 


Hi  jjj“  + (xl  —o)  = 0 


Hi 


also 

y t 2 + (^i  — «)2  — V 

folglich 

d'Ji  _ 
rirx 

also 

dy% 

fix» 

oder 

?/*_ 

pi—yt 


Yr*—"* 
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</x8  = 

Sei  ^ = p sin  ty,  so  ist 

<Iys  = p cos  vdty 
die  Integration  gicbt 


Vp* — ? 


Pt  , 

— — ~ ; *'Pi 

Pi 


und  t/xg 


cos  *tp  , 

— P ~ — r 

1 sin  y 


*2  + « 
P 


— — logtg  '/s^  — COS 


Bei  der  Untersuchung  dieser  Curve  können  wir  das  Zeichen 
ändern  und  die  Constante  weglassen,  denn  diese  giebt  nur  eine  Ver- 
schiebung in  der  Richtung  der  X Achse. 


y — 0 für  sin  y «=«  0,  so  ist  x = oo 
y — p für  sini/>  = 1,  so  ist  x = 0 

Die  Linie  der  Mittelpunkt«  ist  eine  Asymptote  und  die  Curve 
hat  eine  Spitze  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Kreise.  Die 
Oberfläche  zwischen  der  Curve  und  der  Asymptote  ist  gleich 


Vtfr 

COS*t^dj{)  = ,/1j7r  p* 


0 


folglich  der  halben  Oberfläche  eiues  der  Kreise  gleich. 

Die  Form  der  Gleichungen  lässt  erwarten,  dass  die  Curve  eine 
cycloidische  Curve,  entstanden  bei  der  Wälzung  einer  Curve  die  Linie 
der  Mittelpunkte  entlang,  sein  wird.  Der  Teil  der  Normale  zwischen 
der  Curve  und  der  Directrix  ist 


r — = p tg  (f> 

und 

<ly* 

tls2 

= — tg  = V1 

folglich 

elf 

— V ~i  — ,l(P 

also 

p — r<p 

<h- 


Die  Curve,  welche  also  die  gerade  Linie  entlang  wälzen  muss, 
ist  die  hyperbolische  Spirale,  und  der  Coordinatenanfangspunkt  ist 
der  beschreibende  Punkt.  Der  Punkt  auf  der  Tangente  wird  bei 
einer  endlichen  Geschwindigkeit  in  uuendlich  grosser  Zeit  erreicht 
werden. 
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Sind  die  Gleichungen  von  zwei  Systemen,  welche  einander  senk- 
recht schneiden 

F(x,  y,)  “=  ö uml  F'(za y%)  — * 

so  ist 

r/ys  3F'  3F' 

_ >1  ■><•  • 

8xt  * fyj 


rfy,  BF  8F 
—■  = — — : — und 


r£r  | 

Nun  soll  (7)  zufolge 


ein,  also 
Ist  jetzt 
und  für 


r£r„ 


* 


cte*  ’ 


3F  3F 
9ä1  ’ 3y, 


3F'  0F' 

,,  • _ 

Bya  ’ dx2 


(8) 


0F 

8xt 


c—  = 0,  so  ist  auch 


3 F 
By% 


0 


3F 

fyi 


0 ist 


3F^ 

3x4 


0 


was  uns  lehrt,  dass  der  geometrische  Ort  der  Gipfel  in  Bezug  auf 
die  X Achse  in  dem  einen  Systeme  bei  dom  anderen  der  geometrische 
Ort  für  die  Gipfel  in  Bezug  auf  die  Y Achse  ist. 

Wenn  wir  (8)  nach  xL  differcntiiren,  finden  wir 

/32F  3F 3*F  0F\  /0F\* 

\3  Byi  Bxt  8y,  3xJ  * \3t/J 


und  nach  yx 


dya  /32F'  0F' VF'  0F‘\  # /3FV 

<fei\V  3a\*  3 xaBya8ya)  * \3x*/ 


/ 3 *F  3F  _ SIF  3_F\  /0F\* 

3y,23x,/  * \3yJ 


dxg  / 3*F^  3F'  __  8*F^  8I^\  /3F'\2 

\3a*  By%  Bxs  3xs2  8ya  ) * \3aCj,  / 


0F 


Multipliciren  wir  die  obenstchende  Formel  mit  und  die  unten - 
8F 

stehende  mit  ^ und  zählen  wir  sie  zusammen, 

jd*F  /3FV_9  82F  0F  0F  3*F  /3F\*1  (0F)  3 

t&r,3  V3yi/  3xj0y,  3fj  3^"^“  Sy,2  \öxj  ) * \3yJ  “ 
rfy*  l9*F'  _ 9 3**'  BF[  ÖF'  3*F^  /3F'yi  /3F'\3 

dxj  ( 3xä*  \3ys  / 0.r20y2  0X2  8y,  * 8yJ  \3xa  ) j ’ \ 8xa) 


Bei  dieser  Ableitung  ist  (8)  gebraucht  und  weiter  ist  doch 

Arch.  d.  Math.  a.  Fhy*.  2.  IUiUe,  T.  XII.  3 
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dy» 

d* I dyt 

Aus  dieser  Formel  ersieht  man,  dass  wenn  es  für  das  eine  System 
einen  geometrischen  Ort  für  die  Wendepunkte  giebt,  dieser  auch 
der  geometrische  Ort  für  die  Wendepunkte  des  anderen  Systems  ist. 


Indem  wir  die  Formel  (7)  gebrauchen,  können  wir  auf  einfache 
Weise  beweisen,  dass  wenn  das  eine  System  die  Formel 


rxM  ■=»  aMCOSnqp| 

hat,  dieses  System  unter  einem  Winkel  « geschnitten  wird  durch  ein 
gleiches  System,  w’enn  die  Achsen  beider  Systeme  einen  Winkel  1/nor 
mit  einander  machen  *). 


tgn  <pi 


und  weil  in  den  Schneidepunkten  = r2  und  <p,  = cp * ist: 


tlr2 

d<p* 


tgncpg-f-tgtt 

1— tgn<p2tg« 


tg  (w  </>*  + w) 


dr%  dnepi 

71  r*  “ COtg(nqp8-f  <t) 

also 

r8"  «=■  cMCOs(«  qp8-f-«) 

n kann  alle  Werte  haben.  Die  meist  bekannten  Curvon  sind: 

n — 1 Kreise,  welche  einander  in  einem  Punkte  berühren; 
n « — 1 parallele  gerade  Linien; 

*»  — 2 Lemniskaten  von  Bernoulli  mit  demselben  Coordinaten- 
anfangspunkt; 

« =.  —2  gleichseitige  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten; 

7i  = */a  Kardioiden  und 

n = _i/f  Parabeln  mit  demselben  Brennpunkte. 


Die  Formeln  (5)  und  (6)  helfen  uns,  wenn  zwei  Curvensysteme 
gegeben  sind,  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in  welchen  das 
Schneiden  unter  einem  bestimmten  Winkel  stattfindet,  zu  bestimmen. 
Zu  diesem  Zwecko  schreiben  wir  die  Formeln  in  die  Form 


1)  Maurling.  Dissertatie.  Groningen  1870.  p.  81. 
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dyl  dy%  1_  rfr,  1 rfr* 

tg«  = fZy3  dx%  ö ri  ^Vi  ~ r2 

j , ijLL  i (Ih 

' (b-jd-r^  ' r,  ra  dtp , 

Wir  nehmen  z.  B.  zwei  Systeme  gerader  Linien,  welche  einander 
in  einem  Punkte  schneiden.  Die  Entfernung  der  beiden  Schneide- 
punkte sei  2b ; so  ist  das  eine  System 


und  das  andere 


Vx  “ * 

y*  = b(x2 — i) 


_ A y\ 

dxt  art  -J-  b 


und 


d'Ji 

ds2 


Im  geometrischen  Orte  ist 


B 


oder 


Xj  «=  x2  und  ft  = z/2 


tga  = 


2b  y 

x*  — b 2_|_  y'l 


x2-{ ~yt  — e=3  2^ycotga 

Diese  geometrischen  Oerter  sind,  wie  zu  erwarten  war,  Kreise,  welche 
durch  die  Schneidopunkte  gehen. 


Als  zweites  Beispiel  dienen  zwei  Systeme  confocaler  Lemnis- 
katen,  welche  denselben  Coordinatenanfangspunkt  haben,  doch  bei 
denen  die  Linien,  welche  durch  die  Brennpunkte  gehen,  senkrecht 
zu  einander  stehen. 


Für  das  eine  ist 


r*4 — 2a2r12cos291  ==  Pi4  — «4 

für  das  andere  ist 

r24  -f-  2 d 2 r22  COS  2 <jrs  ==»  p24  — a4 

also 

1 dr , a*sin2<p,  , 1 dr2  a2sin2<p8 

— -i  n — „ — — und  — — ~ =■*  —z—, — r, — 

r,  d<pt  rx  2 — a2  COS  2 (px  r2  dip2  r2*  a*  COS  2cp3 

Im  Schneidepunkte  ist  wieder 


also 

oder 


ri  = ra  und  fPi  1=1  ff  2 


tga 


2a2r2  sin2qp 
r4  — «4 


r4  — 2«2r2cotgasin2y,  = «4 


s* 
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Diese  goomotrischen  Oerter  sind  Lemniskaten,  dock  die  Achsen 
machen  mit  den  ursprünglichen  Winkel  von  45°. 


Für  das  eine  System  können  wir  ein  System  gerader  Linien, 
welche  durch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  a,  b gehen,  nehmen, 
und  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in  welchen  die  Curven  eines 
anderen  Systems  unter  dem  Winkel  a geschnitten  werden,  suchen 
Das  System  gerader  Linien  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 


(*i  — a)tgA  *=  yx  — b 

also 

d}h  m y\~h 

dx j — a 

und  wir  finden  also 


tg«  — 


Ist  a «=*  90° : d.  h.  die  geraden  Linien  sind  Normalen  der  Curven,  so  muss 


(x  — a)  + (y  — £)”  — 0 

sein.  Für  « — 0°  berühren  die  Geraden  die  Curven  des  Systems . 
and  ist 

<*-*>-  (.-•)*-<> 

Aus  beiden  Formeln  sieht  man,  dass  ihnen  genügt  wird  durch 
x ■=  a und  y = ä,  folglich  geht  der  geometrische  Ort  immer  durch 
den  gegebenen  Punkt.  Von  Schlömilch  l)  sind  diese  geometrischen 
Oerter  für  die  Kegelschnitte  untersucht. 

Hat  man  zwei  Systeme,  welche  einander  senkrecht  schneiden, 
und  einen  Pnnkt,  durch  welchen  die  geraden  Linien  gehen,  so  ist 
naturgemäss  der  geometrische  Ort  für  die  Normalpunkte  dos  einen 
Systems  auch  der  geometrische  Ort  für  die  Berührungspunkte  des 
anderen  Systems. 


1)  Schlömilch  Zeitschrift.  Bd.  XXIII.  S.  337—339. 
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IV. 


Ableitungen  arithmetischer  Reihen* 


Von 


Franz  Rogel. 


Vom  Verfasser  wurden  in  seinem  Aufsätze  „Ueber  eine  besondere 
Art  von  Reihen“  (Archiv  2.  Reihe,  Tom.  VII.,  1889.  p.  372)  aus 
Potenzreihen  neue  gebildet,  deren  Coefficienten  Functionen  der  Teiler 
der  Stcllcnvariabelon  sind. 

Das  hiebei  eingeschlagene  Verfahren  ist  einer  Verallgemeinerung 
fähig  und  insbesondere  auf  trigonometrische  Reihen  anwendbar. 


eine  unendliche  Reihe,  welche  gleichzeitig  nach  aufsteigenden  Po- 


tenzen des  Modul  g und  nach  den  ,(hier  abkürzungsweise  mit 


bezeichnet),  der  Vielfachen  der  Amplitude  cp  fortsihreitet,  die 
entweder  für  jeden  Wert,  oder  wenigstens  für  nicht  negative  Werte 
von  cp  convergirt,  so  lässt  sich  aus  derselben  eine  neuo  Reibe  der- 
selben Art  ableiten,  wenn  in  die  Stammreihe  (1)  rep , gr  für  <p,  g 
gesetzt  und  das  Resultat  mit  einer  noch  unbestimmten  Function  g(r ), 
über  welche  später  verfügt  werden  wird,  multiplicirt  wird.  Setzt  man 
nun  der  Reihe  nach  r «=»  1,  2,  3,  . . . ,addirt  und  ordnet  die  Glieder 
wieder  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  g und  Vielfachen  von  <p, 
so  ergiebt  sich 


Sei 


CO 


2 ang"f(ncp ) — F(e,  cp ),  g*  < 1 

M=1 


(1) 
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GO  00 

2 2 a„ rg(r)  qurf(nr  y)  = 

m=1  r — 1 

«i  <7(0  Qf(<p)  + («1^(2)  -f  «2j(  0)  (fWv)  + («I <7(3)  + <*s!/i))qV@<p) 

-f  (aj<7(4)  + «*7(2)  + a4g{  1 ))e4/(  4qp)  -f  («,<7(6)  -f  a^g(  1 ))  p5  (5<p) 

-f  (fli<7(0  + «*7(3)  + «3(<7(2)-{-  <*6<7(1))<'6/(6<p) 

4-(«M7)4-«7fir(0)e7  (7f)+  . . . (2) 

oder 

2 2 «<<7(7)  eMf(n<p)  — 2 g(r)F(gr,  rep)  (3) 

H — 1 *=1  W r=l 


wo  sich  die  zweite  Summe  rechter  Hand  auf  alle  Teiler  t des  Stellcn- 
zeigcrs  n bezieht. 

Bezeichne  &(p,  <p,  g)  die  hier  mit  der  Stammreihe  (1)  vorge- 
nommene Operation,  so  kann  für  den  linksseitigen  Ausdruck  in  (3) 
symbolisch  auch 

&(?,  (/)  2anv"  f(nip) 

geschrieben  werden. 

Wenn  nur  solche  arithmetische  Reihen  entwickelt  werden 
sollen,  welche  eine  angebbaro  Summe  besitzen,  d.  h.  wo 

2g(r)F(er,  r cp) 

summirbar  ist,  so  dürfen  nur  derartige  Reihen  als  Stammreihen 
verwendet  werden,  bei  welchen  der  Ausdruck  F für  ihre  Summe  die 
hiezu  geeignete  Form  hat.  Dies  ist  zwar  bei  keiner  der  bekannten 
summirbaren  trigonometrischen  Reihen  (in  ihrer  gewöhnlichen  Form) 
der  Fall,  kann  aber  durch  Multiplication  derselben  mit  einer  schick- 
lich gewälten  Function  erzielt  werden. 

In  besonders  einfacher  Weise  lassen  sich  die  folgenden,  aus 
der  geometrischen  Reihe  entstandenen  trigonometrischen  Reihen 
zu  Stammreihen  umgcstaltcn. 

. cos  cp  — n 

2QHC0Bncp  d(m)  , ^(9>)  = 1 — 2ß  cos  (p  -\-Q*  (4) 


.£(>»» sin  n<f  = q 
2 n ß*'  COS  n tf. 
p»*sin  nep 


sm  g 

ÄV) 


9 


(1  -f-  p2)  cos  cp  • 2q 

“ ^(7) 


/1  ^ 8in  v 


(3) 

(6) 


(7) 


Rogel:  Ableitungen  arithmetischer  Reihen. 


39 


Z 

1.3.5  ... 


COS  n cp  = Q 


1 — (/* 

2üTC03tp' 


J'(<i p)  = 1 — 2p2cos2qp-{-04  (8) 


Z 

1.3.5  . 


M * 1 *4” 

0»*  Sill  71  Qp  = Q 1 


sw 


sin  qo 


( **  < M 

\qp  beliebig/ 


(9) 


Wird  in  diesen  Ausdrücken  der  die  Summirung  hindernde  Nenner 
^(qo),  J‘(<p)  . . . auf  die  linke  Seite  geschafft,  indem  man  Glied  für 
Glied  mit  demselben  multiplicirt,  so  können  sofort  aus  den  so  vor- 
bereiteten Reihen  summirbare  Reihen  der  angegebenen  Art  abgeleitet 
werden. 


Selbstverständlich  wird  bei  den  Reihen  in  (4)  und  (6),  deren  Summen 

(cos) 

. ? freies  Glied  enthalten  die  speciello  Operation  Sl 

(qo,  <7)  nicht  augewendet  werden  dürfen.  Ferner  sind  bei  den  Reihen 
in  (8)  und  (9)  nur  ungerade  Vielfache  vou  qo  zu  substituiren. 

Je  nach  der  Art  der,  an  den  auf  die  nahe  liegendste  Weise  zu 
transformirenden  Reihen  (4)  . . . (9)  vorzunehmenden  Operationen 
*&(<?>  welche,  wenn  kein  Zweifel  obwaltet,  abkürzuugsweise 

mit  Sl  bezeichnet  werden  mögen,  werden  die  nachstehenden  ein- 
fachsten Fälle  zu  verzeichnen  sein. 


1.  &(p,  qo,  1).  Es  ontstcht  aus 

(4)  . . . £1—  p”COS7iqo  . 4(tp)  — Zg”  cos  nty  — Zf)2’1 

mit  Benutzung  derselben  Formel  (4)  die  neue  Reihe 

co  *=»»  cos  qo  — o g2 

2 ^ 4(q1,  t(P ) • cos » qo  = g i ZTJ1  U°) 

Für  qo  = 0 ist 

J(g‘,  0)-=(l  — 

daher 

x s 4 (11) 

n=l  (=1  1 Q 

(5)  . . . SIZq’>  siunqi  . d(<p)  = Zgtl  sin  7t  qp 

ZZJiQ*,  eqo)p"  silHtqp  = (12) 

Für  qo  = ^ 


ist  bei  ungeradem  t 
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somit 


^(e‘,  <|)-i+ea 


n — 1 


*(-l) 

1.3.5... 


2 


pH  ^0  4"P2*) 


Q 


14-  Q' 


(13) 


(6)  . . . Sl£np**C08ncp  . d*{cp)  = J?pMC0Sn9  4-^P3"C0Sn<P  — 2-2  p2** 


Zn^COS«^  . M = Q 4"  P3 


9 


0 


*w * \ Q-w  - izr.  - Ä + r= 


cos  cp  — Ps 

z/(p»,  <p) 

Q* 

“•2  1 2 
1 — p* 

(14) 

4-  p3 

^ 1-  p3 

(15) 

gp  ■=>  rr 


-S  (— l)M»p>*-£  - 
2.4.«  t 


1 +(-!)'-■(>'  1‘  = - 


_• ? »* 

14-  p ~ l — p* 


i-p3 


(16) 


(7).  . . SlZn{>n  s'\ün<pd*(<f)  = 2rpHsinng) — 2Tp3,,sin  wg? 
_ ..  * T1  siu  cp  , sinqt) 

J,fipwBmngp2:-  <tfJ(p',  ttf.)  — q _ p3— | — - 

t J(q*,  cp) 


(17) 


71 


*-2 


n 


(18) 


(8)  . . . Sl  £ pM  cos  n cpd‘((p)  = £ pMcosna — . £ p3'*  cos»a> 

1.3.5...  1.3.5...  1.3.5... 


1.3.5 


£ pMcos;igp  £ d'  (p‘,  tcp)  = pcosqp 


1—  P~ 1 — P6  j 

<4'(p3,  cp)  9 


(19) 


cp  = 0 


1.3.5  ...  1 — p6 


(20) 
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7t 


9 — 


n 


2 (—1)  q»2[1  -(-l)'e2']*  = 0 

2.4.6  ... 


(21) 


(9)  . . . Sl  2 pHsinn<p  . J‘(tf)  •—  2 q»  sin  ntp-\-  2 p3»'sin«<p 

1.3.5  •••  1,3.5...  1.3.5 


2 p^sinngo  2 d'ie*,  *qp)  = psin<p 

1.3.6  ... 

71 

* = 2 

n— 1 
2 


l+V 

1^(9) 


-f-  J+?L1  (22) 

^ 9)J  1 ] 


z (-1) 

1.3.5  ... 


p"J?(l  + p»)*=0 


1 ±9* 

1 + ^ 


(23) 


2.  Allgemeinere  Ergebnisse  werden  durch  die  Operation 

•ß(t>,  <3 p,  «r), 

wo  r eine  positive  ganze  Zal  bedeutet,  hervorgebracht. 


Es  entstehen  Reihen,  welche  sich  durch  r malige  Differentiation 


von 


nach  g>  ergeben. 


1 — QX 


, x = e'9 


Nach  Hoppe’ s Theorie  ist 


Dyr  z ==>  i*  Digz  =■  *r 


H * F'  (x)  -f"  f?  *2  F"(x)  . . . + «rF<r)  (x) 
1 . **  • • . 


wo 


1 Ar  I 

F(x)  = : und  F<*>  - P 


1 — px 


(l  — px)t  + 1 


Ä,=  {/y(«¥-i)f|0  = (o)pr-  (^) <1»  — *Jr+  (2) (p  — 2)r  • • • 

• • • C -1)  lr 


daher 
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_ QX I ~ | . j-, PrTr 

* [A|  (1—  QX)*  — p*)3"*“  ’ ‘ * ‘+"/,'<r(l-px)rflJ 

t»- [1*  qp.r-|-2r^*Xa-j-  . . .] 


somit,  nach  Trennung  des  Imaginären  vom  Reellen 


2 n',»jcosU lXTx 

»=i  Um)  *=i  M-i 

[%)]  2 

xM  + * + J arctg  -^E  ) 

(sin)  V 1 - peos  g ) 

Auf  dio  Reihe  (5)  angewandt  findet  sich 

.Q  £ c^sin  nq>  . d{(p)  — £ nr  y"sin  n rp 

daher 

j?^,,sin»iy-^/r^(p/,  t(p)  = 

e*  . / . . — / p sin  op  \ 

7 t i 31  n ( ,:(P  4"  1 arc  ) 

fc-fl  \ r ' ' h \1  ~pcos7>/ 


k—r 

£ 

Jtr-l 


+ 

2 

n 


Für  <p  = 2 ist 


fi 


— 1 


£ (-1)  “ <j"  £r(\  + Q2t)  = 

1 3.Ü  ... 


Jk=r 

= £ 
k=  1 


p-  sin  ^2  "I-  ^4~ ^ arc  ^ 

9 


ü + e2) 


(24) 


(25) 


(26) 


3.  Durch  die  Operation  Sl  (qp,  ~ J,  wobei  9 ungoündcrt  bleibt, 
entstehen  Reihen,  'welche  mit  Hilfe  der  Bernoulli’ sehen  Function 


W 


!,  m)  — zm  — \rnzm  1-j-^2^RJc"‘  2 (4)^’”  **  * * 


in 


. . . + j(-  l)2  (m”2)  a»»-2  **  m gerade 
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m ungerade 


summirt  werden* können ; es  ist 


f iicos,‘f  2v)] 

i ß(£'  2v+1) 


v > 0 


» <P 


(2w)2r+1 

(-Dr+1  & 


2(2v-f-l) 


< 


2rt 


(27) 

(28) 


Die  aus  den  Reihen  (4)  bis  (9)  durch  Sl  entstehenden  Beziehungen^ 
welcho  die  in  der  Gleichuug  (3)  ausgesprochene  Form  besitzen, 
werden  für  jeden  Wort  von  cp  Giltigkeit  haben;  cs  steht  daher 
frei,  dieselbe  nur  für  jenen  Wertbereich  von  cp  in  Anspruch  zu 

nehmen,  für  welchen  F(qh,  nep)  summirbar  wird,  nämlich  für 

0 ^ cp  ^ 2?t 


(5)  . . . Sl  (<y>,  ~2ff  i)  ^"sinn?  • A <p)  = P^“2F+isin»4(p 


n 

J 


SsinnqpA;  t2r+l  (-1)”»1  2(2v  + l) ! ’ 2v+V 


(29) 


7t 


Für  <P  = 2 


ist 


J (‘  1)  ~ 1 + 

diesen  gemeinsamen  Factor  auf  die  fechte  Seite  gebracht,  ist  dann 


£ (-1) 

13.5... 


» — 1 
’ 2 


n 

t 


,2rll 

n — 1 


I&r+l 


(30) 


02.(1=  ^ i— V., 
1.3.5...  «2,-4! 


T2*’  Ä2r  4 1 


2^+2  (2v)i 
wo  X2v  der  vte  Secanten-Coefficient  ist, 
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(7).  . . Sl£ne»smn(p  . ^*(9)  = p(l— siüntp 


71 


fnsinntpS-^J^ttp)  - (-l)r41^pyjP(i-p2)  X 


ß (b  2v+0  <31> 


n — 1 

2 


71 


* (~1) 

1.3Ö... 


nS  -=■ 


1-  P1 


/2p+2  — P (1  _J_  Q*)*  ^r+l 


(32) 


(8)  . . . Ä U>,  4,)  , £ eHcosn9  . J'(f)  ~ 

e (1  - p2)  2 4p  cos  » 9 

1.3.5...  »2P 


71 

«B 

t 


1.3.5 


£ cosny  £ ^2pJ' (t<p) 


-*  *(;.»)] 


(33) 


<r-0,  <*'((,,)  = (l-p*)s 

71 

t 

V V p 9 ,r 

" " .i.„  = ; o /2p 

«=1.3.5...  l--<>2 

/2p  - 


(34, 


2-  JL_r*»-i)».» 


1.3.5...  « 


2p 


2(2v) ! 


Sämtliche  Reihen  von  (29)  bis  (34)  sind  giltig  für  e*  < 1 und 


0 = 9 = 2?r. 


4.  Die  durch  Sl  ( (N  <f  , " ) erzeugten  Reihen  werden  summirt 
mittels  der  Formeln 
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~ 1 

^ - gu  cos  «cp 

1.2.3 ...  « ^ 


— ^ log  (1  — 2p  cos  rp  -f-  p2)  = — ilogA(gj)  (35) 

2 - p*8innqp  — arc tg  ( ----  -n  — ^ (36) 

1.2.3...«  \1 — geosqp/  ' ' 


g:  < 1,  y beliebig 


(4)  . . . Sl  £gn  COS«  <p  . d(q>)  = 2?  - p”  cos  « ® — 2?  - o2** 

« n ^ 

^ e"  cos  « <p  ^ ' ^/(e  <p, 

9>  = 0,  -d(0,  (>')  = U -»')*,  ^(0)  = (1  — p)* 


(37) 


(38) 


ij-i-a-j')*  = log(l  + p) 

? - «>  J<)  - (1  -(-  1)V)‘  J(n)  = (1  +p)> 

2A.f£T  (1^(_1)'<l')*_i.3.5f,  = log(l-g)  (39) 

<P  — 2>  a((2>  P‘)  “ (l  — (—  l)2p‘)  (<  gerade), 

^(f)  = * + »* 


n 


(40) 


(5).  . . 52  £ p"  sin  n cp  . 4((p)  = 2 - gu  sin«qp 

n 


29'‘sinn<pZ  l-  t<p)  = arctg  (t  (dl) 

9 = fi  ^(f  . <0  — 1 + e2',  < ungerade 


n — 1 

2 *"  “ arctg Q 

• ••  * 


(42) 
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(6)  . . . SlEn  pHC03u  <p  . 4*Kq>) 


E ^ qu  cos  n cp  -|-  E ^ p3»  COS  ncp  — 2 2 - {pn 


Z « Q«  cos  n ,,  z t<r)  = i log  ^ -J 


*-0,  0)  = (l-t‘)i,  ^(0)  = (1  -9) 

i (14-p)s 

EnfE^i 


i2 


(43) 


(44) 


9>  — £ , <42  (?',  t j — (l  — ( - l)2  ) 


« 


,f...  <-i)2 £H'- <-»  (45) 

V--T,  .4V,  l*)=(i-(-l'p,)‘,  ^(*)  = (1  + ?)S 
x (-i)"B ^ d - (-i)v1)4 ° log ,(1  ~y}* t <440 


Diese  Formel  geht  übrigens  auch  aus  (44)  durch  Vertauschung  von 
q mit  —q  hervor. 


Q" 


.Hu 


(7).  . . Sl  Eng" 8\n ii  (p  . d*((p)  — E — s\n  n tp  — 2?“Sinn<p 


2n  ßMsin«  cp 2 ^ 42{tcp,  q1)  — 

arc  tg  / «_)  _ arc  tg  ( -£**-) 
b \1 — QCOStpJ  \1  — p3COS<p/ 

cp  — ”,  42  (*  ==  (1  + (>20  (*  ungerade) 


E ( ~ 1)  ntf**£  — -tp— = arctg  ? — 


1.3.5. 


arctg  p3 


(8)  . . . Sl  E qu  cos  ncp  . 4'(«f>)  = 

1.3.5 ... 

2:  £ 

1.0.5 ...  « 


COS«  <JP 


r»3»i 


(46) 


(47) 


V V 
E - COS  « qp 

1.3.5 ...  n 
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2 pM  COS  ncp  2^  p*)  — 

1-3  5...  t J\<p,  p)  <^(9,  p3) 

9=0,  z/'(  t(f)  = (1  — p*)2 

2 Qu  y;  (HmHLö* 

1 .3.4 ...  t * g 1 -j"  P2“j“P4 


47 

(48) 


(49) 


(9) 


Sl  2 p»'sinnro  . d'(cp) 
1.3.5.., 


2 - oH  sin  n g>  -f-  2 - p3”  sin  n cp 

1.3.5...  n 1.3.5...  « 


1 


qu  sin  7i  cp  2 - d\tcp,  q1) 
1.3.5...  t 


( psinro  \ , / p2sin2a>  \ 

arc  *g  ( \ 77T—  ) — 1 arc  tg  ( z jr~  ) 

Ö\1  — pcosqp/  2 ° V.1  — P2  COS  29/ 

/ P8sinqy  \ / pGsin2qp  \ 

1 ö \1  — p3  cos  cp)  2 b \l  — p°cos  2qo/  v 

V - (‘f.c')“  (1 -(-!>'  f2‘)s 

» — 1 

(—1)  2 p’*  «S  1 (l  — (— ])/  p2<)2  B arctgp-f-arctgp3  (51) 

1.3.5...  t 


Die  Formeln  von  (37)  bis  (51)  gelten  boi  beliebigem  cp  für  p2  < 1. 


Mit  Beachtung  des  Umstandes,  dass  die  Reiho  C0SntP  für 


n 


,2)i 


^ P‘ 

0 ö <p  < 7t  noch  für  p = ±1  convergent  ist,  während  2^-  für 

dieso  Werte  divergirt,  kann  man  in  der  Formel  (48),  in  welcher 
letztere  Reihe  nicht  erscheint, 


setzen  und  erhält 


+ 1 


2 cos ng>2^-  sin2 t<p  = 0 
1.3.5...  t 


(52) 


n < < 

0 t—  Cp  __  7t 


hieraus  folgt  für 


n 

4 
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n -f-  1 
2 

n HK“  1) 

2 (-1)  4 2 • - 0 (53) 

1.35....  t 

oder 

n — 1 n — 3 

Z (-1)  4 Z (-1)  4 2-1  (53') 

1:5.9...  t m = 3.7.11  < 


5.  Nimmt  man  die  Operation  Sl  so  vor,  dass  man  die  ans  den 
Stammreihen  durch  die  Einsetzungen  gr , rg>  erhaltenen  Reihen  vor- 
erst mit  dem  Vorzeichen  (— l)r  versieht  und  dann  so  verfährt  wie 
früher,  so  entstehen  aus  den  Reihen  (4)  und  (6)  Resultate,  welche 
für  g — +1  noch  richtig  bleiben,  wenn  die  Amplitude  <p  der  Be- 
dingung 

0 ^ (f  7t 

genügt. 

(4)  . . . Sl‘ 2g"  COS  ntp  . J{<p)  = J5(— 2)ryC0S  rq>  - 

2g"  cos  iup  2(— 1)<  jd(t<p,  = “ Jlog  log(l  + ?2)  (&4) 


Q = + 1»  = 4 Bin*  ~ 

Z cos»»?  Z(—\y  -sin2  — log 4 cos  ? (55) 

1.2.3...  t 1 2 1 

71 

n 

2.4f ...  (_1>2  T Si“2 1 " ä log  2 (56) 

g = — 1,  J(iip)  = 4 cos2  j 

2( — 1)M  cosriqp  2( — 1)*  * cos2  ~ =ilog^4sin^  (57) 

71 

* - 2 
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n 


£ (-1)2  £(-l )>1  cos*  j - Jig2 


2.4 


(6)  . . . &' £ngn C08 n<j>  . J*(<p)  — £(— l)r  -C08r<p 


-}-£( — l)r^— C08r<p  — 2<2’( 


r 

2 r 


1 


£ngn  cos  nqp  £( — 1)*  y d*(t(p) 


, ^(p,  (?)  4(q\  <p)  , tll_  „ , 

- 4 ’«  5(?T2?j  ÄTTiv)  + 2 lg  (1  + «■ 


? — ± 1,  ^(<<*>) 


- . 

4 sia  -y 


4 cos* 


t<p 


oder 


£ nCOS  ntp  £( — 1)*  siü4  y = £ lg  4 COS 

£(— l)"ncosn<p.£(  — 1)*  ^ cos4  ^ ^ lg  4 sin 


<P  — 


n 


..i.  <-»a  en- 


ro"! 


£ (_1)2„[  £ ^-1  £ VI 

2.4.«...  ' L 2.6  •.«*  1.3.  5... 


n 


y 

16 


£ (-l)2nf  Z\-1  ■£  V 

2.4.6  ..  L 4.8  . t * 1.3 fi  ...  «*J 


hieraus  folgt  noch 


« 


(-1)2”  „f  S 

2 .4.6  ...  2.6  • 

*rch.  d.  Math.  u.  Phy«.  2.  Raihe,  TL  XII. 


£ -ifn  £ 

2(4.8 ..  4.8... 


(58) 


■)  (59) 

(60) 

f (61) 

(62) 
lg  2 (62') 

ji  (62") 


4 
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6. 


Aus  ß 


nachstehende  Reihen  hervor  : 


co  p». 

2 —.cos«®  ■—  e{'c08ycos(psiu<e) 
h-o  n . 


(63) 


00  1 

£ — -pNsinngp  — eQc'ynlf  sin  (p  sin  y)  (64) 

M=1  »I 

die  gelten  für  jedes  p nud  <p. 


(4)  . « . iß  £gM  cos  utp  . d(ip)  *=  £^  COSrq? — £ -*y 
£gHc.06nf  £ t , <4(f<j>,  p*)  = *»?l'0f,/cos  (psin  qp)  — et* 


v-0;  £ j ,d -?')*  = <*■-<** 

1 1.2.3...  <1 

jr 

v - 

» 

£ ( 1)^  p"  Jt’  i ^1  —2p*  cos  ~ -f  p2<j  « cos  p - eQx 

qp-»i iaf  " e-a—d? 


(65) 

(66) 


(67) 

(68) 


Qr  . 


(5)  . . . ßjp"siUHqp  . *i(qp)  -=»  £ , silir^ 


£p**sin ?*qp £—.  A(q1  , tty)  =»  c('cosysin(p8in^) 

w * 


(69) 


» -1 

v ~ * ' i„  (~ 1 ) 2 »" ■ * h (1+ ~ sin  e 


(70) 


(6)  . . . Sl£ngH  coSfjqp  . ^f2(qp)  = 

£ — | cos  r cp  -f-  £ ~ COS  r<p  — 2£  — 


pr  | ^ p*'  ^ ^ p2r 
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£ng*  cos nqn  . £ tg)  = eF**?  cos (p  sin  g) 

-{-  eC'*ce8?cos(p3sin  cp) — 2«e*  (71^ 

cp  = 0;  £np«£  ß*)4  — eQ  - 2<tf*-f  eQ*  (72) 

• 1 V 


n 

n — 1 

2 (—1)  2 np"2:  -f-(l-|-ß20*  “ cosp-|-co8ßs  — 2<**  (73) 

Cp  = Tf, 

£(—  l)Hn9"£~(l  — (— 1)V)4  — «“?— (74) 

( I ( 


ßr  O®'' 

(7).  . . ß£nßMsinn9»  . ^/*(sp)  = 2 -j  smrcp  — £ — sin  rg 

f*  » 2*  • 


£«ß”sinw<p<£-r- /f*(ß*,  *<jp)  = eP008?  sin(ßsin<}&)  — (ß3sin<p) 

( • * 

(75) 


<p 


s=a 


71 
2 ’ 


n— 1 

2:  (-1)  2 „ß«  2;  -£-(l  + ß2*)2  = siu  ß - sin  ß3  (76) 

1,3.5 ...  t.  1 

Sämtliche  Reihen  gelten  bei  beliebigem  cp  für  p“  < 1. 


7.  Mittelst  ß q>,  wo  m ein  Bruch  oder  eine  negative 

ganze  Zal  ist,  gelangt  mau  zu 

m 

(m\  2 / p sin  cp  \ 

n J ß«  cos  ncp  - Jx  (g)  cos  (marc tg  x + 9— ) 

m 

(m\  2 . / A psiny  \ 

n ) ß” sin  n<P  = (9) sm  (m arc tg  £^^cog? j 

^i(y)  — l-f2ßC0Sg>-f  p2 


4* 
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(4)  . . . SIE  pw  cos  n<p  . dt(q>)  — 2? pMcos  n<p  — <y 
2q"  cos  n<p  £ Ax  (t9,  p<  ) (1  -f-  p*)" 


m 


9 


, . 2 , „ / p sin  ® \ 

+ '»  (t)cos  ^»rctg1+t|coa  J 

7 1.2.8  • • • \ r 


(77) 


n 


rn 


= — (1  -f  p*)  -f  (1  -f  p*)  cos  (ro  arctg  p) 


9- (1  -W“- (!+»’) 


M* 


(78) 


(79) 


(5)  . . . SIE  pwsinn<p  . d(tp)  -=■  E p“  sin  « <p 
«£  sin  ncp  E ^ <4(p*,  qp<)  ■= 


m 


= -l  + ^,2  (9)310  (m  arc lg  ) (80) 


n — 1 

* = 2 


P-  2 


r/i 


— 1 + (1  H“  P*)^  sin  (m  arctg  p)  (81) 
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(6)  . . . Sl2ngn  COS  ng>  . d*((p)  “ pM  cos  ncp 

+ 2 Q p3"  COS  n<p  - 22  (jf)?2" 

2 »pH  cos  n<p  2 - Q*)  ^ V>  1<P)  — 
m 

2 psin  9 ^ 

(?,  ,)  cos  (j»  arc  tg  1+(lc03<fJ 

m 

+ (e*,1P)  cos  (m  arctg  [^1“)  ~ <•  + »*)"  ' <82 

<P  — 0; 

I"*"*rC) (1  -e')4  = t1  + «)"  + + »*)”  - (1  + »’)"  (83) 


» 


<P  - I ; f 4£  (-1)2  ne"  * } CD  0 ~~  2e’  008  ? + p30 


m »» 

2 


— (1  -f-  P*) 2 cos  (w arctg  p)  -f  (1  -f  P6;  C08(m  arct«  f3)  “ (l+P*)"* 

(84) 


9> 


=*;  g')‘  “ (1  - ?)1  - (1  +**)“ 

+ (1  - I/*)?  (86) 


(7)  . . . ß-Eup*  sin  »t>  . 4*(y)  = CD  pH  siu  wp 

- * CD  p8n  giu  7lgj 

2ngu  siu  mp  2 | CO  (p*,  <<p)  — 


m 


2 f p sin  <p 

Ji  (<p>  0) 8in  V.”  arc  »8  l+fco'ivJ 
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m 


m . /”  p3  sin  <JP  ''v 

<»’•  sin  L“ arc  18  i+fWJ 


(86) 


n — 1 


7t 

<p  = n ; 


£ (-1) 


1.3.5  ... 


B*”zrCD(1+»!“)1 


m 


in 


2 2 

(1-fp*)  sin  (m  arctg  p)  — (1  -+■  P6)  sin  (m  arctg  p1)  (87) 


8.  Die  Operation  Sl  ( Qi  7>,  ÄO  führt  zu 

p cos  TUf>  7t  cosp  (?t  — <p)  1 

H_1  n8  — p8  2 ’ sin  pn;  * 2 p 

wo  ft  keine  ganze  Zal  ist,  und  qp  der  Bedingung 


0 ^ <p  = 2w 


unterworfen  ist. 


(88) 


Da  dieselbe  p ungeändert  lässt,  so  kann  sic  auch  nur  auf  die 
Reihe  (8),  welehe  kein  von  cos«?  freies  Glied  im  Zäler  enthält,  an- 
gewcudet  werden;  mau  erhält,  wenn  nur  ungerade  Vielfache  von  qo 
genommen  werden, 


(8).  . . SIE  pM  cos  nqp  4'(tp) 


0 


< 


9 


< 


7t 


P(1  — P8)  2 f C08  tup 

«=1.3. ...  »*  — fis 


n 

t 


2 C08  rnp  2 P J‘  ( t<p ) 

1.3.5...  — fl1 


i^ü -<•'*) 


C08  ^ ( 7t — 2 <f) 


fl  7t 
sm2 


2 


COS  fl(?r  — (f ) 

sin  /U.7K 


(89) 
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n 


-n.  y y P 7,5  1 ~ P* 

7 «=1.3.5...  Jt*  — f»*  4/ä  p 1 4*  P 

f*  — i 


4 (cot1-  — 2cotfi>T) 


(90) 


n 


2,’  £q  - — K.  g - £* 

«=1.2.5...  4c8  — 1 8 P 1 — p4 

P*  < 1 


(90') 


9.  Die  Operation  & Z'  u»3  ’ wo  “ keine  8a,lze  ^ 

ist,  erzeugt  mit  Benutzung  von 

« sin  n<p  re  sin  h(ji  — <p) 


n 2 — n*  2 sin  ,«ti; 


0^  cp  ~ 27t 


n 6111  nep 

aus  (5)  . . . 522: pM  sin  ny  . J(cp)  = p 2,  « 

die  Identität 


71 


„ . „1  f ^(/<p)  « Sill  fi(:r  - <p) 

2"  s,u  " r 2 i 0 i* = 2 p ainfiT 


(91) 


<P 


n — 1 


71 

2’ 


n 

< 

Q 


£ ( — 1)  2 »z'  s „ 

1.3.0...  t P—p? 


71  p 

4 1 -f-  p* 


cos 


14  Tt 
2 


(92) 


ji  siu  ti<f> 

(7)  . . . 512: no” sin nrp  . 4*(<t)  =.  p(l  — p2)  2. 


n 


Znsin  n*  Z#*  p3>  - 7 ,(i  - !Ü^=3Ö 

t*  - (U2  2 ' Sin  [ATT 


(93) 
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n — 1 


n 

t 


n 


T , ,v  2 v__£_  * * — P*  1 

9~"2;  1.3.8 ... ' } "2  p 


(94) 


c°8  -y 


Wonn  wieder  nur  ungerade  Tielfache  von  9 substituirt  werden, 
kommt  aus 

(9 ) ...  Sl  £ pH  sin  n<p  . ^'(9)  — p(l  4 p*)  £ 


n 


1.8.5. 


v „ y Pf  ^ (^9*) 

n 8111  nm  2t  — — 

5...  I t'—U* 


\ P(1  4-  Q*) 


sin£(»— 2<p) 

8inji(jr  — tp)  2 


sin  fi n 


A < < 

0 — , <p  — »r 


fl7t 

8lQT  J 


(95) 


Für  fi  »=  ^ crgiebt  sieb  noch  aus 


n — 1 


w 

(92)  ...  X (-1)  2 . / = £ y2  (92') 


1.3.5... 


n — 1 


n 

<94>  • • • 2 n£  ah  • * - fV« . <®*‘> 


10.  Wird  die  im  Absatz  (5)  angegebene  Modification  auch  bei 
den  anderen  Operationen  angenommen,  so  ergeben  sich  Formeln, 
welche  sich  von  den  hier  entwickelten  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  der  Ausdruck  unter  dem  zweiten  Summenzeichen  linker  Hand  das 
Vorzeichen  (—1)*  besitzt,  wfthrond  in  dem  rechtsseitigen  Teile  — p 
für  -j-p  steht. 

Brünn,  August  1891. 
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V. 

Ueber  die  durch  dielektrische  und  magnetische 
Polarisation  hervorgerufenen  Volum- 
und  Formänderungen  (Elektrostriction  und 
Magnetostriction). 

Von 

Dr.  F.  Pockels. 


Schon  Volta  hat  im  Jahre  1776  die  Aufmerksamkeit  auf  die 
Tatsache  gelenkt,  dass  sich  das  innere  Volum  einer  Leydener  Flasche 
bei  deren  Ladung  vergrössert,  und  hat  auch  bereits  richtig  vermutet, 
dass  der  Grund  jener  Ausdehnung  in  der  gegenseitigen  Anziehung 
der  Belegungen  zu  suchen  sei. 

Die  erwähnte  Erscheinung  gerieth  dann,  wie  es  scheint,  in  Ver- 
gessenheit, bis  sie  1864  von  Govi  l)  wieder  aufgefunden  wurde 
doch  erst  1878  wurde  sie  von  Duter2)  näher  untersucht,  welcher 
glaubte,  es  mit  einer  ganz  neuen  rätselhaften  Wirkung  der  Elektri- 
cität  zu  tun  zu  haben.  Der  Arbeit  Duter’s  folgten  bald  zahlreiche 
experimentelle  und  theoretische  Untersuchungen  über  die  Volum- 
und  Formänderung  dielektrischer  Körper  im  elektrischen  Felde.  Das 
erhöhte  Interesse,  welches  die  Physiker  seit  1879  diesem  Gebiete 


1)  Govi,  Nuoto  Cimento  XXI— XXII,  p.  18—26,  1865 — 66;  Atti  della 
R.  Accad.  delle  Science  diTorino,  1,206—220,  1866;  ferner  auch]Compt.  rend. 
LXXXVII,  p.  857,  1178. 

2)  Duter,  Compt.  rend.  LXXXVII,  p.  828,  960,  1036,  1878 ; LXXXVIII, 
1260,  1879;  auch  Journ.  de  phys.  VIII,  p.  82,  1879. 
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der  sogenannten  El  ektrostriction  zuwandten,  erklärt  sich  wol  zum 
Teil  durch  die  zunehmende  Verbreitung  der  von  Farad ay  begrün- 
deten und  von  Maxwell  weiter  durchgeführten  Anschauung,  nach  wel- 
cher die  elektrostatischen  und  magnetischen  Kräfte  nicht  auf  unver- 
mittelter Fernwirkung,  sondern  auf  einem  gewissen  Spannungs- 
zustando  des  Mediums,  welches  die  scheinbar  auf  einander  wirken- 
den Körper  trennt,  beruhen  sollen.  Denn  es  lag  nahe,  zu  vermuten, 
dass  jene  Spannungen  von  Deformationendes  Zwischenmediums 
begleitet  sein  würden,  und  durch  einen  experimentellen  Nachweis 
solcher  Deformationen  eine  Bestätigung  der  MaxweH’schcn  Theorie 
zu  suchen. 

Wir  wollen  nun  im  Folgenden  sehen,  ob  die  Erscheinungen  der 
Elektrostrictiou  und  die  analogen  der  Magnetostriction , d.  h.  die 
Volum-  und  Formänderungen  elektrisch  oder  magnetisch  polarisirter 
Körper,  zu  einer  solchen  Bestätigung  überhaupt  führen  köunen  oder 
aber  sich  nach  der  alten  Theorie  ebensogut  erklären  lassen.  Wenn 
dabei  zumeist  nur  von  den  Erscheinungen  im  elektrischen  Felde 
die  Rede  seinwird,  so  sei  im  Voraus  bemerkt,  dass  Alles  auf  die  entspre- 
chenden magnetischen  Wirkungen  übertragbar  ist,  indem  man 
die  elektrische  Kraft  mit  der  magnetischen,  die  Dielektricitätsconstante 
mit  der  Magnctisirungsconstantc  (magnetischen  Permeabilität)  ver- 
tauscht und  das  absolute  magnetische  Maasssystem  statt  des  elektri- 
schen benutzt. 


Die  MaxwelPsche  Theorie  für  isotrope  Medien. 

Nach  der  Theorie  Maxwell’s  besteht  in  einem  isotropen 
dielektrischen  Medium , welches  irgendwelche  elektrisch  geladene 
Körper  umgiebt,  ein  Spaunuugszustand  von  der  besonderen  Art,  dass 
sich  das  Medium  parallel  den  elektrischen  Kraftlinien  zusammeuzu- 
zieheu  und  in  allen  Richtungen  senkrecht  gegen  dieselben  mit  einer 
gleich  grossen  Kraft  auszudehnen  strebt;  dieser  Zug  parallel  den 
Kraftlinien  uud  i ruck  senkrecht  dazu  ist  der  absoluten  Grösse  nach 

gleich  5-..R*  wo  K die  Dielektricitätsconstante  des  Mediums,  R die 

orr 

in  absolutem  elektrostatischen  Maasse  gemessene  elektrische  Kraft 
nach  der  „polaren  Definition“  (also  gleich  dem  Potentialgefälle)  ist. 
Für  den  freien  Aether  hat  K den  Wert  1,  auch  dort  sind  also  nach 
Maxwell  solche  Spannungen  vorhanden.  Nach  der  in  der  Elasti- 
citätstheorie  gebräuchlichen  Bezeichnuugswcisc  würde  das  erwähnte 
Spannuugssystem  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordi- 
natensy stem  A,  F,  Z die  Componenten  besitzen: 
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1) 


Ax  = 

ßu  “ 
Cs  = 


_K  (i 

¥V*  (c 

8 n\\dxj 

)y)  \c 

bj) 

(B 

cpy  (d 

<prl 

Ösr  l\dy/  \3 

/ Id 

J) 

A'  (d'A*  (B<py\ 


K dtp  CCp 
Bx  = CV  “ _47t  e*  ä»' 

K dtp  dtp 

At  “ 6* " ~ 4«  a*  dx 

K dtp  dtp 

An  =»  Hx  ~ — i 3 p’ 

•'  47t  da;  Oy 


wobei  75  das  (gesamte)  elektrische  Potential  bedeutet. 

Aus  den  bekannten  Eigenschaften  des  letzteren  lässt  sich  leicht 
ableiten,  (wie  es  für  den  Fall  K = 1 schon  1843  durch  W.  Thom- 
son geschehen  ist)  dass  das  vorstehende  Spannungssystem  vollständig 
äquivalent  ist  den  Kraftcomponenten,  welche  sich'aus  dem  Coulomb’- 
sehen  Gesetze  ergeben,  und  in  der  Tat  ist  Max  wo  11  zu  den  Glei- 
chungen 1)  durch  eine  blosse  mathematische  Umformung  der  be- 
kannten Ausdrücke  für  jene  Kraftcomponenten  gelaugt.  Gegen  diese 
Ableitung  ist  der  Einwand  erhoben  worden  *),  dass  sie  willkürlich  sei, 
da  man  unendlich  viele  andere  Spannungssysteme  angeben  könne, 
welche  ebenfalls  den  bekannten  elektrostatischen  Kräften  aequivalent 
seien.  In  der  Tat  bleibt  die  auf  geladene  Conductoren  ausgeübte 
Kraft  die  gleiche,  wenn  man  die  Drucke  senkrecht  zu  den  Kraft- 
linien beliebig  ändert,  weil  ja  die  Conductorobcrflächen  von  den 
Kraftlinien  stets  senkrecht  getroffen  werden.  „Aber  nur  die  Max- 
,well’8chen  Spanuungen  genügen  der  unerlässlichen  Bedingung,  dass 
„sie  sich  an  jedem  Volumelement  des  Dielektricums,  welches  keine 
„elektrische  Ladung  enthält,  das  Gleichgewicht  halten“2). 

/ 

1)  Vergl.  z.  B.  Poincard,  Electricite  et  optique,  I,  p.  86;  ferner  A. 
Seydlcr,  Sitzungsber.  der  böhmischen  Ges.  der  Wissenseh.  Prag  1882,  Bei- 
blätter VII,  p.  551;  Adler,  Sitzungsber,  der  Wiener  Akademie  89,  (2) 
p.  594,  1884. 

2)  Dass  dies  in  der  Tat  der  Fall  ist,  erkennt  man  sofort,  indem  man  aus 
den  Gl.  1)  die  Kraftcomponenten 


60 


Po  ekelt:  Ueber  Elektroslriction  und  Aiagnetoitriction. 


In  Folge  dieser  Eigenschaft  nun  kommen  die  betrachteten  Span- 
nungen im  Inneren  eines  (keine  freie  Elektricität  enthaltenden) 
Dielektricums  überhaupt  nicht  zur  Geltung:  es  verhält  sich 
so,  als  ob  sie  dort  gar  nicht  existirten,  und  nur  auf  die  Oberfläche 
des  Dielektricums  Kräfte  ausgeübt  würden.  An  den  „Grenzflächen 
gegen  Conductoren“  gelangt  der  Zug  parallel  den  Kraftlinien  voll 
zur  Wirkung,  sofern  also  nicht  aus  mechanischen  Ursachen,  z.  B. 
der  Elasticität  des  Conductors,  noch  andere  Kräfte  auf  diese  Grenz- 
flächen hinzukommen,  ist  das  Resultat  dasselbe,  als  ob  daselbst  auf 

das  Dielektricura  von  aussen  ein  „normaler  Druck“  g -R%  ausgeübt 

würde.  Auf  eine  „Grenzfläche  gegen  ein  anderes  Dielektricum“ 
wirkt  die  Resultirende  derjenigen  Kräfte,  welche  sich  nach  der 
aus  der  Elasticitätsthoorie  bekannten  Regel  aus  den  im  Inneren 
eines  jeden  Dielektricums  vorhandenen  Spannungen  ergeben,  und 
deren  Jf-Componenten  also  sind: 

— A„  — — As  cos  (n,  x)  — Ay  cos  (n,  y)  — A,  cos  (n,  z)  im  ersten, 

+ An  *=■  4"  Ax  cos  (»,  x)  -f-  Ay  cos  (n,  y)  -j-  A cos  (n,  z)  im  zweiten 
Dielektricum,  wenn  n die  Richtung  der  in  das  erste  Medium  hinein- 
führenden  Normale  der  Grenzfläche  bezeichnet.  Die  Spannungen 
Aj,  Ay\  A,  . . . sind  durch  die  Formeln  1)  gegeben,  wenn  darin 
K durch  die  Dielektricitätsconstante  K‘  des  zweiten  Mediums  er- 
setzt wird.  Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  die  zur  Grenzfläche 
senkrechten  Componenten  der  polar  definirten  elektrischen  Kraft 
beiderseits  nicht  gleich  sind,  sondern  sich  umgekehrt  verhalten  wie 
die  Dielektricitätsconstanten,  so  dass  also  die  Relation  besteht: 


dAx  __  _ dAt 

dx  dy  dz 


berechnet;  man  findet  z.  B. 


K A d<p 
in  ^dx  ’ 


und  Acp  ist 


0 


wo  koinc  freie  Elektricität  vorhanden  ist.  Wolbemerkt  gilt  dies  aber  nur  für 
den  bei  unserer  Betrachtung  immer  vorausgesetzten  Fall  der  Gleichge- 
wichteverteilung  der  elektrischen  Kraft.  Bei  nicht  stationären  Zustän- 
den, z.  B.  bei  elektrischen  Schwingungen,  würden  anch  die  Maxwell’schen 
Spannungen  da«  Innere  der  Dielektrica  nicht  in  Ruhe  verharren  lassen;  jedoch 
würden  unter  den  bei  unsern  Versuchen  herstellbaren  Verhältnissen  daraus 
beobachtbare  Bewegungen  der  Materie  nicht  hervorgehen.  (Vergl.  Herta, 
Wied.  Ann.  41,  p.  398;  1891).  Einen  einfachen  Beweis,  dass  die  Gleich- 
gewichtsbedingung notwendig  auf  die  Maxwell’schcn  Spannungen  führt,  gab 
auch  Vaschy.  Compt.  rend.  CIII,  p.  1186. 
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Mit  Rücksicht  auf  diese  findet  man  als  Componenten  der  resul- 
tirenden  Kraft  an  der  Grenzfläche: 


A — Ah  A, 


Hn 


---1©'+®)’+®)' 

+^(35)1 


Bn' 


-Bu 


2. 


K*  - K (/d<p\* 

8rr 


C - CJ  — Cn  = 


-Kl)’ +®)+©' 

+ (&)  } cos »> 

''■'{ey+sy+ffi)1 

+ np-  (JO’} cos  (n’ *) 


8n- 


Ans  der  Form  dieser  Ausdrücke  geht  hervor,  dass  auch  die  auf 
die  „Grenzfläche  zweier  Dielektrica“  wirkende  Kraft  stets  senk- 
recht zu  dieser  Fläche  gerichtet  ist  und  zwar  in  einem  „normalen 
Druck“  gegen  das  Medium  mit  kleinerer  Dielektricitätsconstante 
besteht 


Die  soeben  näher  bestimmten,  auf  die  Oberfläche  eines 
dielektrischen  Körpers  im  elektrischen  Felde  wirkenden  Druckkräfte 
haben  nun,  sofern  ihnen  nicht  mechanische  Kräfte  entgegenwirken, 
eine  Deformation  des  Körpers  zur  Folge,  welche  aus  ihnen  (für 
feste  Dielektrica)  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Elasticitäts- 
theorie  zu  berechnen  ist.  „Ganz  verkehrt  ist  dagegen  die  nicht 
„selten1)  anzutreffende  Ansicht,  dass  im  Inneren  des  Dielektricums 
„an  jeder  Stelle  Deformationen  stattfinden  müssten,  wie  sie  sich  aus 
„den  dort  herrschenden  Maxwell’schen  Spannungen  As,  . . . B„  . . . 
„unmittelbar  nach  den  linearen  Grundgleichungen  der  Elasticitäts- 
,theorie  ergeben  würden,“  woraus  u.  A.  folgen  würde,  dass  in  flüs- 
sigen Körpern,  in  welchen  keine  anderen  als  allseitig  gleiche  Dila- 
tationen möglich  sind,  der  Maxwell’sche  Spannungszustand  überhaupt 
nicht  bestehen  könnte  *).  Veranlasst  ist  diese  irrtümliche  Auffassung 


1)  Z.  B.  sogar  io  Poincarl’s  Electricitl  et  optiqoe,  I,  p.  9o.  1890. 

S)  Dies  macht  noch  jftngst  P.  Dahem  in  seinen  „Le^ons  snr  l’electricit^ 
et  le  magnätisme“,  Tome  II.  (Paris  1891),  p.  457  als  besonders  gewichtigen 
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jedenfalls  dadurch,  dass  man  aus  der  Elasticitätstheorie  gewohnt 
ist,  Spannungen  und  Deformationen  als  untrennbar  mit  einander  ver- 
bunden zu  betrachten,  „Der  Zwangszustand  im  polarisirten  Dielek- 
„tricum  soll  aber  nach  Maxwell  gar  nicht  aus  der  Elasticitätstheorie 
„erklärt  werden,“  sondern  ist  als  von  einer  ganz  anderen,  ihrem 
Wesen  nach  völlig  unbekannten  Ursache  herrührend  anzusehen  *). 
Demnach  berührt  es  die  Maxwel lösche  Anschauung  nicht,  dass  die 
von  ihr  angenommene  Druckverteilung,  wie  sie  durch  die  Gleichungen 
1)  gegeben  ist,  als  Folge  der  Deformationen  eines  den  gewöhnlichen 
Gesetzen  der  Elasticitätstheorie  gehorchenden  Mediums  im  allgemei- 
nen nicht  auftreten  kann,  weil  diejenigen  6 Differentialgleichungen 
2tcr  Ordnung,  welchen  die  elastischen  Druckcomponenten  zufolge 
ihrer  linearen  Abhängigkeit  von  den  Differentialquotienten  der  Ver- 
rückungen genügen* 1 2),  nach  1)  auf  ebensoviele  Differentialgleichungen 
für  das  elektrische  Potential  cp  führen  würden,  die  von  diesem  nur 
in  ganz  speciclleu  Fällen  erfüllt  werden  können 3). 

Spannungszustand  in  ponderabelen  Dielektricis  nach  der 
Ferne w I rku  n gs-Thcorie. 

Nach  der  alten  Anschauung  von  der  Fernewirkung  würden  aus 
den  Maxwell’schen  Spannungen  1)  diejenigen  Bestandteile , welche 


Einwand  gegen  die  ganze  Maxwell’sche  Theorie  geltend.  Ina  Livre  XII,  Cap. 
III  dieses  Werkes  will  deseen  Verf.  zeigen,  dass  die  Maxweirsche  Theorie,  auch 
ubgesehen  von  jenem  Einwaud,  an  und  für  sieh  fehlerhaft  sei,  da  sich  die 
auf  diu  Oberfläche  cinc6  Diclektricums  wirkenden  Kräfte  nicht  in  der  Form 
Axc ob(»,  x) -f  A y cos  (n,  y)  -f  At  cos(n,  z) 

darstellen  Hessen.  Die  betreffende  Rcchuung  Du  he  ms  (1.  c.  p.  459  — 466) 
beruht  aber  auf  einem  schon  in  Cap  I des  Livre  XII,  p.  412,  began- 
genen Fehler,  darin  bestehend,  dass  bei  der  Berechnung  jener  Oberflächen- 

da> 

kräfte  die  Unstetigkeit  der  elektrischen  Kraft  ^ nicht  berücksichtigt  wird. 

„Infolge  dieses  Fehlers  wird  nicht  uur  die  Beweisführung  Duhems  gegen  die 
„MaxweU’sche  Theorie  hinfällig,  sondern  auch  seine  ganzen  die  Elektro-  ond 
„Magnetostriction  betreffenden  Entwickelungen  des  Livre  XII.“ 

1)  Maxwell  selbst  betont  dies  uusdr&eklich  in  Art.  110  seines 
„Trcatico  on  Electricity  and  Magnctism.“  p.  163  des  1.  Bandes  der  deutschen 
Uebcrsetzung. 

2)  Vergl  z.  B Kirchhoffs  Mechanik,  p,  399. 

3)  Vergl.  r.  B.  E.  Beltrnmi,  Memorio  della  R.  Accad.  delle  Scienze 
dcir  Istit.  di  Bologna,  ^4)  VII  p 1 — 40,  1886;  M.  Brillouin,  Ann.  de 
1’Eeole  Normale  soperieure.  (3),  t.  IV,  p.  201;  1887;  auch  E.  Mathieu, 
Theorie  du  potenticl,  II,  p.  110. 
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auch  im  freien  Aethcr  vorhanden  sind,  auszusondern  und  durch  dio 
ihnen  aequivalento  Fernewirkung  nach  dem  Coulomb’schen  Gesetze 
zu  ersetzen  sein;  die  übrig  bleibenden  Bestandteile,  nämlich 


1') 


- CE)  + <X)'+  CE) 


Ü(f 


'8cp~ 


2\ 

I 


K — 1 c<f  ctf 
Alt  8y  8z 


sind  also  auch  hier  noch  als  moleculare  Druck-  resp.  Zugkräfte, 
hervorgerufen  durch  die  elektrische  Polarisation,  aufzufasseu  und 
ergeben  die  Modification,  welche  die  nach  dem  Coulomb’schen  Ge- 
setze berechnete  Wirkung  durch  das  dielektrische  Zwischenmedium 
erleidet.  Entsprechend  dieser  Auffassung  zerfallen  auch  die  au  den 
Oberfläeheu  der  Dielektrica  auftretenden  Kräfte  A,  2f,  C in  zwei 
Teile:  ersteus  die  Fernewirkung  auf  die  infolge  der  Polarisation  an 
jenen  Grenzflächen  vorhaudene  scheinbare  elektrische  Belegung,  zwei- 
tens die  Resultirende  aus  den  molecularen  Spannungen  9(»,  ...  in 
den  zusammenstossenden  Medien,  welche  hier  aber  nicht  mehr  senk- 
recht zur  Grenzfläche  ist.  Auch  dio  Spannungen  1')  halten  sich  in 
jedem  inneren  Punkte  des  Dielektricums  das  Gleichgewicht,  kommen 
also  nur  in  jener  Resultireuden  an  dessen  Oberfläche  zur  Geltung; 
die  Deformationen,  welche  sie  hervorrufen,  dürfen  indessen  nicht  direct 
durch  Einsetzen  der  Ausdrücke  91*,  ...  in  die  Grundgleicliungen 
der  Elasticitätstheorie  — xx  = , Xx  -f-  s,  2 ( Yy  -f-  Zt)  . etc.  berechnet 

werden,  sondern  man  hat  wieder  lediglich  die  auf  die  Oberfläche 
wirkenden  Kräfte  als  gegeben  anzusehon.  Dabei  kommt  natürlich  dio 
Erwähnte  Zerlegung  derselben  gar  nicht  in  Betracht,  „so  dass  also 
die  alte  Anschauung  notwendig  zu  denselben  Resultaten  führt,  wie 
die  Maxwell’sche“. 


„Spannungen  zweiter  Art“  in  ponderabelen  isotropen  Dielektricis. 

Die  Ausdrücke  1)  bzhw.  1')  für  die  Spannungen  in  isotropen 
ponderabelen  Dielektricis  bedürfeu  noch  einer  Ergänzung  in  dem 
Falle,  dass  sich  die  Dielektricitätsconstante  in  Folge  von  Defor- 
mationen der  Körper  ändert.  Dies  hat  schon  1880  Körte  weg1) 
bei  der  Behandlung  einiger  specieller  Probleme  der  Eloktrostriction  ge- 
zeigt; 1881  wurde  die  allgemeine  Theorie  für  Flüssigkeiten,  bei  denen 
die  Dielektricitätsconstante  nur  von  der  Dichte  abhängt,  von 


1)  Kortewtg,  Wi«d.  Ann.  9,  p.  48—61,  1880. 
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Helmholtz1),  und  1884  für  feste  isotrope  Körper,  wo  Dilatationen 
parallel  den  Kraftlinien  einen  anderen  Einfluss  haben  können,  als 
solche  senkrecht  dazu,  fast  gleichzeitig  von  Kirchhoff*)  und  Lor- 
berg3)  gegeben. 

Alle  diese  theoretischen  Untersuchungen  beruhen  auf  der  Er- 
wägung, dass  der  Zuwachs,  den  die  gesamte  elektrische  Energie  4) 
eines  Systems  von  Conductoren  und  Isolatoren  in  Folge  irgendwelcher 
Verschiebungen  seiner  Volumelemente  erfährt,  gleich  sein  musB  der 
bei  diesen  Verschiebungen  zu  leistenden  äusseren  Arbeit,  aus  der 
sich  dann  die  auf  jeden  Punkt  des  Systems  wirkenden  ponderomo- 
torischen  Kräfte  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  be- 
stimmen. 

Da  die  Verteilung  des  Potentials  im  Gleichgewichtszustände  eine 
solche  ist,  dass  sie  die  elektrische  Energie  zu  einem  Minimum  macht, 
so  kann  man  bei  der  Berechnung  der  Energieänderung  durch  unend- 
lich kleine  Verschiebungen  an  Stelle  derjenigen  Variation,  die  das 
Potential  dabei  wirklich  erleiden  würde,  irgend  eine  andere  setzen, 
oder  man  kann  auch  das  Potential  dabei  als  constant  betrachten. 
Letzteres  tun  H elm  holtz,  Kirchhoff  und  Lorberg.  Die  Variation 
kommt  dann  dadurch  zu  Stande,  dass  in  dem  elektrischen  Felde  von 


1)  Helmholtz,  Wied.  Ann.  13,  1881.  Sitzber.  der  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu 
Berlin  1881.  p 191. 

2)  Kirchhoff,  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  1884,  p.  137 
und  Wied.  Ann.  24,  p.  52,  1885. 

3)  Lorberg,  Wied.  Ann.  31,  p.  300,  1884. 

4)  Die  gesamte  elektrische  (potentielle)  Energie  E ist  diejenige  Ar- 
beit, welche  zu  leisten  ist,  um  die  im  System  vorhandene  wahre  Elektrieit&t 
aus  einem  Reservoir  vom  Potential  null  an  ihren  Ort  zu  bringen;  bezeichnet  e 
die  r&umliche  Dichte,  e die  Obcrflächendicbte  jener  wahren,  d.  h.  von  aussen 
zugeleiteten  Elektricitit,  so  ist  also 


wo  das  erste  Integral  Ober  den  ganzen  Raum,  das  zweite  über  alle  Ober- 
flächen von  Conductoren  zu  erstrecken  ist.  Eine  andere  Form  von  E,  welche 
der  Maxweirachen  Vorstellung,  wonach  der  Sitz  der  Energie  die  Dielektrica 
allein  sind,  entspricht,  ist  diese: 


Weitere  Umformungen  dieses  Ausdruckes  giebt  Helmholtz  in  der  citirten 
Abhandlung;  die  von  ihm  benutzte  Form  ist  2 E — E ' . 
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constanster  räumlicher  Verteilung  der  elektrischen  Kraft  sich  dio 
Verteilung  der  Materio  und  somit  an  einer  festen  Stelle  des  Raumes 
der  Wert  der  wahren  elektrischen  Dichtigkeit  uud  der  Dielektrici- 
tätscoustante  in  Folge  der  Verrückungen  und  der  damit  verbundenen 
Deformationen  ändert.  — Während  bei  dieser  Ableitung  nur  die  ge- 
wöhnlichen Sätze  der  Elektrostatik  und  das  Euergicpriucip  voraus- 
gesetzt werden,  und  daher  auch  die  so  gefundenen  ponderomotorischen 
Kräfte  A,  B,  C erst  durch  eine  mathematische  Umgestaltung,  näm- 


molecularo  Drucke  oder  Spannungen  zurückgeführt  werden,  hat 
Hertz  neuerdings  eine  der  Anschauung  Maxwell’s  consequent  an- 
gepasste Ableitung  gegeben  *),  indem  er  von  vornherein  annimmt^ 
dass  dio  ponderomotorischen  Kräfte  nur  durch  Druckkräfte  zu  Staude 
kommen  können.  Diese  Druckkräfte  leitet  er  ebenfalls  aus  dem 
Energieprincip  ab;  dabei  berechnet  er  die  Acuderung  der  elektri- 
schen Energie  jedes  Volumelementes  so,  als  ob  das  Potential  in 
jedem  materiellen  Punkte  ungeändert  bliebe,  während  Hclmholtz 
uud  Kirchhoff  den  Potentialwert  in  jedem  Raumpunkte  boi- 
behielten. Beides  ist  'nach  dem  oben  . Gesagten  gleich  berechtigt, 
und  in  der  Tat  gelangt  Hertz  (für  isotrope  Körper)  zu  denselben 
Resultaten. 

Die  von  der  Veränderlichkeit  der  Diclektricitätscoustante  her- 
rührenden  Glieder,  welche  in  den  Ausdrücken  für  die  ponderomoto- 
rischen Kräfte  neu  hinzukommen,  ergeben  sich  bei  beiden  Arten  der 
Ableitung  unmittelbar  in  der  Form  von  Druckkräften;  sie  mögen  zum 
Unterschied  von  den  MaxwelPschen  Spanuuugcn  als  „Spannuugeu 
zweiter  Art“  bezeichnet  werden.  Die  einfachste  Ableitung  derselben 
ist  wol  folgende.  Die  elektrische  Energie  eines  Systems  von  Gon- 
ductoren und  Dielektricis  ist  darstellbar  in  der  Form  (vcrgl.  S.  l>4) 


worin  die  beiden  ersten  Teile  constant  bleiben,  soweit  nur  in 
den  Dielektricis  Verschiebungen  und  Deformationen  stattfinden.  Man 
kann  es  demnach  so  autlässen,  als  ob  die  Volumeiuheit  des  gerade 
betrachteten  homogenen  Dielektricums  zur  elektrischen  Energie  den 

Beitrag  — Jl1 2  lieferte.  Erleidet  dasselbe  nun  Deformationen 

. . . y*,  . . . , so  kommt  erstens  hinzu  das  elastische  Potential 

1)  Hertz,  Grumlglcichungen  der  Elektrodynamik  für  bewegte  Körper; 
Wied.  An».  4 1,  p.  389  fl'.,  1890. 

Arcb.  d.  Math.  u.  Plij8.  2.  Reihe,  TI.  XII.  5 
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® • • • ~h  • • • 4-  • • • + • • • ) ~f- 

-f  j(r*+yy+**)* 

sodann  aber  ändert  sich  die  elektrische  Energie  in  Folge  der  Aen- 
derung  von  K durch  die  Deformationen.  Für  die  letztere  wird  nun 
der  Ausatz  gemacht: 


K ' — A»  — in  a Aj  — 4 7tß  (<J  — A, ) 

wo  A,  die  Dilatation  in  der  Richtung  der  Kraftlinien,  <5  die  kubische 
Dilatation  bezeichnet,  und  somit  die  Grössen  4?r«,  welche  in 

erster  Annäherung  als  Constantcn  zu  betrachten  sind,  die  Aenderung 
der  Diolektricitätsconstante  durch  die  lineare  Contraction  1 parallel 
bzhw.  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  bedeuten  *).  Da 


ist,  wo 


A,  y,,  m* zxn1 2 -J- yt  m n-\-zxnl-\-xy  Im 


l 


— ^ if 
1,1  ~~  8y  ‘ R' 


11  *= 


R 


die  Ricbtungscosiuus  der  Kraftlinien  sind,  so  ergiebt  sich  gemäss 
dem  obigen  Ansatz  für  die  potentielle  Energie  der  Volumeinheit  des 
deformirten  Dielektricums  der  Ausdruck 


3)  V = d>  - R-  + 2 (^  + + '■' R-  + " ^ (Jf) 

i , i'fye'V  , d(p  cqp  dep  Bep  B(p  Bqp^ 

+ V»  + *'*  bJ  + *'  Ü fc  ’’’  **  ST  Sr  Bi  ByJ 


Nun  sind 


B V 8 V 

8*f  * • w * * 


1)  Es  ist  dies  die  von  Lorberg  cingcfQhitc  Bezeichnung;  Kirchhoff 
benutzt  die  Grössen 

k'  =*  ß , k"  = « — ß 

und  K orteweg 

Xi  ==  4 na,  a-j>  = 4 nß 

bei  Helmholtz  ist 

« = ß = & 

Ferner  steht  bei  letzterem  1 bei  Kirchhoff  1 -|- 4?rA-  an  Stelle  vou  Ä. 
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allgemein  die  im  betrachteten  Volumelement  herrschenden  moleculareu 
Drucke,  und 

dQ  d0 

dxj  ‘ * * ~dyr  * * 
die  gewöhnlichen  elastischen  Drucke 


folglich  sind  die  Drucke  elektrischen  Ursprungs,  d.  h.  eben  die 
„Spannungen  2tcr  Art“  gegeben  durch 


0V  3d> 

cxx  drx 


- < ä*  - " 


dV  .80  « — ß ctp  d*t> 

dys  "*  cyz  2 07  dz 


Dieselben  bestehen  also  in  einem  Zuge  parallel  den  Kraftlinien 
von  der  Grösse  \ctR1 2  und  in  einem  solchen  in  allen  dazu  senkrechten 
Richtungen  von  der  Grösse  $ßll2.  Demgemäss  lauten  die  vollstän- 
digen Spannungscomponenten: 


4 


*--Cc+'-iO  ÖD+Ce-D* 


Br 


/ Ä'  « — 0q£> 

V Irr  2 y dy  dz 


Diese  Spannungen  zweiter  Art  ergeben  im  Gegonsatz  zu  den 
Maxwelt’schen  Spannungen  „auf  die  inneren  Volumelemente  dos 
Dielektricums  wirkende  Kraftcomponenten“  auch  dann,  wenn  dort 
keine  wahre  Elektricität  vorhanden  ist,  ausgenommen  in  einem  homo- 
genen elektrischen  Felde.  Dieso  Kraftcomponenten  im  Innern  eines 
homogenen,  isotropen,  von  wahrer  Elektricität  freien  Dielektricums 
sind  2) : 


1)  Dass  obige  Ableitang  ans  dem  Potentinlnnsutz  3)  nur  die  Spannungen 
2 Art,  nicht  die  MaxwelPschen  Spannungen  liefert , ist  die  natürliche  Folge 
davon,  dass  er  für  das  Innere  eines  homogenen  Mediums  gilt  und  somit  nur 
die  im  Innern,  nicht  die  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Drucke  ergeben  kann. 

2)  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  in  Folge  der  Elektrostriction  selbst 
cintretenden  Acndorungcn  der  Dielektricitätsconstantcn  und  somit  der  elektri- 
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3 Ar 

dA,, 

dAr 

« 40 

d(R*) 

dx 

h 

dz 

4 

dx 

cBj. 

Bßy 

cBt 

«40 

dx 

By 

~r\ 

CS 

4 

n 

cy 

BCy 

SC, 

«40 

d(R *) 

r\ 

cx 

By 

dz 

4 

dz 

sie  verschwinden  also  in  der  Tat  nur,  wenn  die  elektrische  Kraft  R 
constant  ist.  Mau  kann  sie  hervorgebracht  denken  durch  einen  an 
jeder  Stelle  des  Mediums  auftretenden  allseitig  gleichen  Druck 
a -\-ß 

a ^2-  uun  das  Dielektricum  eine  Flüssigkeit , so  dass 


sich  seine  Teilchen  beliebig  gegeneinander  verschieben  können,  so 
wird  an  jeder  Stelle  eine  entsprechende  kubische  Contraction  oder 
Dilatation  eiutreten,  d.  h.  eine  solche,  dass  der  durch  sie  erweckte 

€C  — I — 

Druck  gerade  jenen  elektrischen j—  R 2 compensirt.  Da  dann 


an  jeder  Stelle  des  Dielektricums  die  mit  o proportionalen  Glieder 
der  elektrischen  Drucke  Ax  . . . (—  es  ist  für  Flüssigkeiten 
also  treten  solche  Glieder  nur  in  A,,  By,  Ct  auf  — ) durch  ent- 
sprechende Drucke  elastischen  Ursprungs  aufgehoben  sind,  so  treten 
an  der  Oberfläche  gar  keine  von  «(-==  ß)  abhangenden  Kräfte  auf; 
man  hat  also  das  Resultat,  „dass  die  auf  die  Grenzflächen  eines 
„flüssigeu  Dielektricums  wirkenden  Kräfte  unabhängig  sind  von  der 
„Veränderlichkeit  seiner  Dielektricitätsconstante  mit  der  Dichtig- 
keit“* 1). Daraus  folgt  insbesondere,  dass  auf  Conductoren,  welche  in 
eine  dielektrische  Flüssigkeit  eingetaucht  sind,  sowie  auf  die  Tren- 
nungsfläche von  zwei  verschiedenen  dielektrischen  Flüssigkeiten  keine 
anderen  Kräfte  wirken,  als  die  aus  den  MaxwelTschen  Spannungen 
resultirenden,  was  für  die  Deutung  gewisser  später  zu  besprechenden 
Beobachtungen  von  Wichtigkeit  ist. 


Bei  festen  Dielektricis  gestalten  sich  die  Verhältnisse  wesent- 
lich complicirter,  weil  sich  hier  diejenigen  Deformationen,  welche  an 
jeder  Stelle  die  den  elektrischen  Drucken  Ax,  • . • Bt, . . . ent- 
gegengesetzten elastischen  Drucke  hervorrufen  würden,  nicht  frei 


sehen  Kraftverteilung  unendlich  klein  Bind,  was  nach  den  vorliegenden  Er- 
fahrungen stets  zulässig  ist.  Anders  ist  es  im  analogen  Falle  der  stark  magne- 
tischen Metalle,  worauf  wir  später  zurückkommen. 

1)  Vorausgesetzt  ist  dabei  nur,  dass  die  Dilatation  oder  Contraction  der 

Flüssigkeit  nicht  etwa  durch  Beschränkung  ihres  Gcsnmtvolums  behindert  wird. 
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entwickeln  können.  Mau  hat  also  die  eintretondou  Vorrückungen 
m,  r,  w zu  berechnen  aus  den  für  das  Innere  geltenden  Differential- 
gleichungen: 


5. 


0x,  0x,  , 0X,  . H-0  0(/e*) 

0jc  ' dy  ' dz  = 4 0x 


und  aus  den  Oberflächonbodingungen : 


6. 


1 Xjcos'»,  ac)  — {—  X/COS  (n,  Xg  cos  (n,  z)  » A — vi,/  -4« 

\(K-K'  M ß-ß'  „„  , f(K-K')*  , K*-K‘*ß' 

iV"^-  2 n'  +\  8ijf7-+ ~jr~'2 


AT(A*—  _0'\  /3j»V( 

+ A"“  2 j U»/  1 ' 

/ « — /?  <r'  — A"  \ Sqp  C(p 

’’  \ 2 2 K'J  0/t  0a-  ’ 


COS'»,  .r)J 


worin 


ist,  wenn  cn,  c,a  die  Elastcitätsconstanteu  bezeichnen. 


Die  Grenzbediuguugen,  deren  erste  in  6)  hingeschriebeu  ist, 
gelten  für  die  Grenzflächen  gegen  eiu  auderes  Dielektrieum,  welchem 
die  Constanten  Ä',  ß'  zukomracn-,  ist  dasselbe  eine  Flüssigkeit, 
so  ist  ß‘  — «' 

und  ist  es  der  leere  Raum,  so  ist 

K‘  — 1 und  «'  = ß‘  = 0 


zu  setzen.  Für  Grenzflächen  gegen  Conductoreu  gelten  an  Stelle 
von  6)  die  Bedingungen 


6'. 


XtCOS  (»,  x)  -{-  Xy COS  («,  y)  -J-  X COS  (»,  z)  «*=  — Am 

— 4-  Ri  cos  (»t  x)^ 
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Das  Diclcktricum  erleidet  dort  einfach  einen  normalen  Druck 


dass  bei  Berücksichtigung  der  Veränderlichkeit  der  Dielektricitäts- 
constaute  die  auf  Grenzflächen  fester  Dielektrica  gegen  andere  feste 
oder  flüssige  dielektrische  Medien  wirkenden  Druckkräfte  nicht 
mehr  senkrecht  zur  Grenzfläche  gerichtet  sind.  Ueberhaupt 
wird  das  elastische  Problem  der  Elektrostriction  durch  das  Hinzu- 
kommeu  der  mit  a und  ß proportionalen  Glieder  in  hohem  Grade 
erschwert,  um  so  mehr  als  es  keineswegs  statthaft  ist,  diese  Glieder 
von  vornherein  als  sehr  klein  gegen  die  übrigen  (also  4?ra,  4nß  als 
sehr  klein  gegen  K)  zu  behaudelu. 

Wir  wissen  über  die  Aenderungen  der  Dielektricitätsconstanten 
fester  und  flüssiger  Körper  durch  Deformationen  nichts  durch  directe 
Beobachtungen  *) ; aber  es  dürfte  wenigstens  für  solche  Dielektrica, 
bei  denen  die  von  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  geforderte 
Relation  zwischen  Dielektricitätsconstante  und  Brechuugsindex 


annähernd  zutrifft,  der  Schluss  berechtigt  sein,  dass  die  Grössenord- 
nung jener  Aenderungen  dieselbe  sei,  wie  diejenige  der  entsprechen- 
den Aenderungeu  von  n1 2,  letztere  sind  abertiu  den  untersuchten  Fällen 
keineswegs  ohne  weiteres  neben  » 2 zu  vernachlässigen.  Bei  einigen 
dielektrischen  Flüssigkeiten  hat  Cassio2)  die  Aenderung  von  Ä'mit 
der  Temperatur  bestimmt  und  annähernd  gleich  der  entsprechenden 
Aenderung  von  n2  gefunden,  woraus  wol  dieselbe  Uebereinstimmung 
für  die  Aenderungen  beider  Grössen  durch  Druck  zu  schliesseu  ist, 
weil  bei  jenen  Flüssigkeiten  erfahrungsmässig  der  Brechuugsindex 
durch  thermische  und  mechanische  Dilatation  in  gleicher  Weise  ge- 
ändert wird. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  unter  Umständen  noch  aus 
einer  im  Vorhergehenden  nicht  berücksichtigten  Ursacho  Defor- 


1)  Es  sei  jedoch  auf  die  interessanten  qualitativen  Beobachtungen  nn  ge- 
trockneter Gelatine  von  Ambronn  (Sitzungsbcr.  der  k.  sächs.  Ges  d.  Wiss. 
1891,  Heft  III)  hingewiesen,  welche  zeigten,  dass  bei  dieser  Substanz  eine 
dauernde  Dehnung  eine  Vergrüsserung  sowol  der  Diclektricitüts-  als  auch 
der  Diamflgnctisirungscoustante  in  der  Dehnungsrichtung  herrorbringt. 

2)  W.  Cassie,  Phil.  Trunsactions  1S90.  p.  1. 

Eine  Abnahme  der  Dielcktricitfitsconst.  durch  Erwärmung  hat  auch  Ne- 
grenno  für  Benzol,  Xylol  und  Toluol  nachgewiesen:  Ccmpt.  Rend.  CXIV» 
p.  345,  1892. 


Dagegen  zeigt  das  Zusatzglicd 
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mationen  bei  dielektrischer  bzhw  magnetischer  Polarisation  hervor- 
gehen können,  nämlich  aus  einer  Aenderung  der  Elasticitatscon- 
stanten  in  Folge  der  Polarisation.  Abgesehen  davon,  dass  eine  solche 
Aenderung  bisher  uur  für  die  Torsionscoefficienten  von  Glas  (und 
Glimmer)  nachgewiesen  zu  sein  scheint  *),  kommt  aber  diese  Art 
von  Deformationen  für  uns  deshalb  nicht  in  Betracht,  weil  sie  in 
merklichem  Grade  nur  bei  Körpern  auftreten  können,  welche  bereits 
einer  starken  Deformation  unterworfen  sind , bevor  sie  in  das  elek- 
trische oder  magnetische  Feld  gebracht  werden. 

Wir  wollen  nun  die  bisher  vorliegenden  Beobachtuugsresultate 
daraufhin  betrachten,  wie  weit  sie  die  besprochenen  theoretischen 
Folgerungen  bestätigen  und  insbesondere  gestatten,  Schlüsse  in  Be- 
treff der  Grössen  a uud  ß zu  ziehen. 


Beobachtungen  au  Flüssigkeiten. 

In  einer  Flüssigkeit  verursachen  die  Spannungen  zweiter  Art  au 

er 

jeder  Stelle  einen  hydrostatischen  Druck  ^ E2  und  eine  diesem  ent- 
sprechende kubische  Contraction,  vorausgesetzt,  dass  eine  Aenderung 
des  Gesamtvolums  nicht  durch  starre  Wandungen  verhindert  wird. 
Versuche,  bei  welchen  diese  Volumänderung  unmittelbar  zur  Wahr- 
nehmung gelangen  konnte,  sind  zuorst  von  Quincke2)  augestellt 
worden,  indem  er  ein  Glassgefäss,  au  welches  eine  Capillare  ange- 
schmolzen war,  und  iu  dem  sich  zwei  einander  parallel  gegenüber- 
stehende  Platinbleche  befanden,  mit  isolirenden  Flüssigkeiten  füllte 
und  an  deren  Stande  im  Capillarrohr  die  bei  elektrischer  Ladung  der 
Platinelektroden  eintretende  Volumänderung  der  Flüssigkeit  mass.  Bei 
dieser  Versuchsanordnung  besitzt  das  flüssige  Dielektricum  keine 
freien  Grenzflächen  in  Gebieten,  wo  die  elektrische  Kraft  merkliche 

a 

Iutensität  besitzt;  es  kommt  daher  der  Druck  -^11*  allein  zur  Wir- 
kung, und  man  würde  eine  Contraction  erwarten,  da  die  Dielektri- 
citätsconstante  der  Flüssigkeiten  durch  Compression  höchst  wahr- 
scheinlich zunimmt,  also  a positiv  ist.  Quincke  hat  aber  nur  bei 
einigon  fetten  Oelen  eine  Contraction  beobachtet,  dagegen  bei  allen 
anderen  von  ihm  untersuchten  Flüssigkeiten,  z.  B.  Schwefelkohlen- 
stoff, Petroleum,  Terpentinöl,  Wasser,  eine  mehr  oder  weniger  be- 
trächtliche Dilatation,  und  spätere  Beobachter,  nämlich  Röntgen 3), 

1)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  p.  412.  1880. 

2)  Quincke,) Wied.  Ann.  10,  521  u.  s.  f.,  1880. 

5)  Röntgen,  Wied.  Ann.  11,  p.  771,  1880. 
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Oddonc1)  und  Bos2 3),  Laben  auch  bei  jenen  Oelon  nur  eine  Aus- 
dehnung finden  können.  „Es  unterliegt  aber  keinem  Zweifel,  dass 
„bei  allen  diesen  Versuchen  die  vou  der  elektrischen  Polarisation 
„hcrrühreude  Volumänderung  durch  secuudäre  thermische  Wirkungen 
, verdeckt  wurde“.  Dass  eine  thermische  Dilatation  auftrat,  ist  ja 
sehr  plausibel,  da  die  untersuchten  Flüssigkeiten  nie  vollständig 
isolirten,  vielmehr  die  zur  Ladung  der  Platinbleche  dienende  Batterio 
sich  in  verhültnissmässig  kurzer  Zeit  völlig  durch  die  Flüssigkeit 
entlud.  Für  diesen  Ursprung  der  beobachteten  Dilatationen  sprüht 
auch  der  Umstand,  dass  dieselben  mit  der  Capacität  der  Batterie 
wuchsen,  während  doch  die  Elektrostrictiouswirkung  nur  vom  Ladungs- 
potential  abhaugen  kann;  ferner  das  Verhalten  des  Wassers, 
welches  bei  -f-80  eine  Dilatation,  bei  0°  aber  eine  Contraction  zeigte. 
Wenn  doch  noch  Zweifel  möglich  waren,  so  sind  dieselben  durch 
die  oben  citirte,  in  Groningen  ausgeführte  Untersuchung  von  Bos 
beseitigt  worden,  welcher  das  Auftreten  einer  Erwärmung  zwischen 
den  elcktrisirteu  Platinplatten  vermittelst  eines  Thermoelements 
direct  nachgewiesen  und  auch  dargetan  hat,  dass  diese  Erwärmung 
zur  Erklärung  der  gleichzeitig  beobachteten  Ausdehnung  ausreichto. 
Aber  auch  die  Contraction,  welche  Quincke  bei  Mandelöl,  Rüböl 
und  Olivenöl  beobachtete,  scheint  thermischen  Ursprungs  gewesen  zu 
sein,  da  Bos  in  dem  einzigen  Falle,  wo  er  sie  wahrnahm,  gleich- 
zeitig eine  Temperaturerniedrigung  im  Innern  der  Flüssigkeit,  wol 
in  Folge  von  Strömungen  gegen  die  etwas  kälteren  Gefässwände,  be- 
obachten konnte.  Somit  haben  alle  diese  Versuche  bisher  nur  ne- 
gativo  Resultate  ergeben,  und  eine  Wiederholung  derselben  könnte 
nur  daun  Erfolg  versprechen,  wenn  Temperaturschwankungeu  mit 
äusserster  Sorgfalt  vermieden  und  das  der  dielektrischen  Polarisation 
unterworfene  Flüssigkeitsvolum  gross  genug  gemacht  würde. 

Ebenso  negative  Resultate  ergaben  analoge  Versuche  mit  Gasen 
(Luft  und  C02),  welche  ebenfalls  von  Quincke8)  angcstellt  wurden. 
Das  Gas  war  in  den  Raum  zwischen  zwei  coucentrischeu  metallenen 
Hohlkugeln,  die  auf  eine  bestimmte  Poteutialdifferenz  geladen  werden 
konnteu,  eingcschlossen,  somit  die  elektrische  Kraft  R au  jeder 
Stelle  der  Gasmasse  bekauut;  mau  konnte  daher  mit  Hülfe  der  von 
Boltzmann  bestimmten  Dielektricitätsconstautcn  die  nach  der  Theorie 
zu  erwartende  gesamte  Volumändeiuug  berechnen.  Da  nämlich  bei 


1)  Oddonc,  Rcndiconti  dclla  R.  Acend.  dei  Lincei  VI,  p.  452,  1890. 

2)  Bos,  VolumJlndcrnngcn  von  Diclcktricis.  Dissertation,  Groningen 
1888.  (Bleiblattcr  1890,  p.  1120.) 

3)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  529.  1880. 
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Gasen  K — 1 proportional  der  Dichtigkeit  ist,  so  ergiebt  sich  für 
dcu  Aenderungscocfßcienten  Ana  selbst  der  Wert  K — 1 , und  cs  ge- 
nügt dio  Kenntniss  von  A1).  Die  Berechnung2)  zeigt,  dass  bei 
Quiucke’s  Versuchsanordnung,  wobei  noch  eine  Volumänderung 

von  g — ^9  nachweisbar  war,  eine  merkliche  Yolumänderung  hätte 

eintreten  müssen,  während  nur  bei  Kohlensäure  eine  Spur  einer 
solchen  beobachtet  wurde;  es  müssen  also  wol  Nebenumstände  die 
Contraction  compensirt  haben.  Ein  Phaenomen,  in  welchem  sich  dio 
Yolumänderung  der  Luft  im  elektrischen  Felde  indirect  äussert, 
ist  aber  wahrscheinlich  das  von  Thomson  beobachtete  Tönen  eines 
Luftcondensators,  der  in  sehr  rascher  Aufeinanderfolge  mittelst  800 
Daniels  geladen  uud  wieder  entladen  wurde. 

Beobachtungen  über  die  Yolumänderung  magnetischer  oder  dia- 
magnetischer  Flüssigkeiten  im  magnetischen  Felde,  dio  eintreten 
würde,  wenn  sich  die  Maguetisirungsconstaute  mit  der  Dichte  änderte, 
sind  meines  Wissens  noch  nicht  vorhanden,  wären  aber  vielleicht 
(wenigstens  bei  Eiseuchloridlösung)  nicht  aussichtslos,  da  man 
magnetische  Felder  von  weit  grösserer  Intensität  herstellen  kann^ 
als  bei  elektrischen  Feldern  erreichbar  ist,  und  da  die  störenden 
Wärmewirkungen  in  Fortfall  kämen. 

Wir  kommen  nun  zu  denjenigen  Beobachtungen,  welcho  dio  auf 
Grenzflächen  dielektrischer  oder  magnetisirbarer  Flüssigkeiten  wir- 
kenden Kräfte  betreffen,  bei  welchen  also,  wie  schon  oben  erörtert 
wurde,  nur  die  Maxwell ’schen  Spannungen,  uicht  der  hydrosta- 
tische Druckt  R2  zur  Geltung  kommt.  In  Bezug  auf  alle  diese  Be- 
obachtungen sei  gleich  bemerkt,  dass  die  von  der  Theorie  geforderte 
Proportionalität  der  Wirkungen  mit  dem  Quadrate  des  Potcntial- 
gefälles  sich  fast  immer  gut  bestätigt  fand. 

Zunächst  ist  hier  zu  erwähnen,  dass  das  theoretische  Ergebniss, 
wonach  auf  „Grenzflächen  gegen  Conductoren‘  ein  Zug  von  der 

jr 

Slärke  77-  R2  wirkt,  durch  Messungen  von  Silow  3 4)  und  in  weiterem 

07C 

Umfango  durch  solche  von  Quincke1)  (—  welcher  mittelst  einer 


1)  Vergl.  Körte  weg,  Wied.  Arm.  9,  p.  59;  1880. 

2)  Eine  directc  Behandlung  des  Problems  mit  Hülfe  des  Kncrgieprincips 
giebt  Lipprnann,  Ann.  de  chim.  et  phys.  (5)  XXIV  p.  144;  1881. 

3)  Silow,  Pogg.  Ann.  156,  p.  389,  1875. 

4)  Qnincke,  Wied.  Ann.  19,  p.  705,  1883;  28,  p.  529,  1888. 
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Waage  die  Anziehung  zweier  durch  eine  isolirende  Flüssigkeit  ge- 
trennten, auf  bekannte  Potentialdifferenz  geladenen  Mctallplatten  be- 
stimmte — ) vollkommen  bestätigt  worden  ist.  — Mehr  Interesse 
haben  aber  von  unserem  Standpunkt  die  Erscheinungen,  welche  von 
der  durch  die  Gleichungen  2)  gegebenen  Druckdifferenz  an  Grenz- 
flächen zweier  verschiedenen  dielektrischen  Flüssigkeiten  oder  an  der 
freien  Oberfläche  einer  solchen  herrühren.  Wird  nämlich  eine  solche 
Grenzfläche  in  ein  inhomogenes  elektrisches  Feld  gebracht,  so  er- 
leidet sie  Gestaltsänderungen,  die  soweit  gehen,  bis  die  Schwere 
oder  die  Oberflächenspannung  der  elektrischen  Druckdifferenz  das 
Gleichgewicht  hält.  Eine  solche  Deformation  der  freien  Oberfläche 
kann  man  z B.  sehr  bequem  beobachten,  indem  man  einen  schmalen 
Glastrog,  der  zum  Teil  mit  einer  isolireuden  Flüssigkeit  gefüllt  ist, 
zwischen  zwei  auf  hoho  Potcntialdiffereuz  geladene  Conductorcn 
(etwa  kleiuo  Kugeln)  bringt.  Ein  anderes  Beispiel  ist  die  von 
Quincke  beobachtete  Erscheinung,  dass  sich  eine  Luftblase  inner- 
halb einer  dielektrisch  polarisirtcn  Flüssigkeit  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  streckt.  Die  ersten  Messungen  dieser  Oberflächendruckc 
hat  Quincke1 2)  in  der  Weise  angestellt,  dass  er  zwischen  den  durch 
die  Flüssigkeit  getrennten  Platteu  eines  Condensators  eine  beide 
Platten  berührende  grosso  Luftblase  horstellte  und  mittelst  eines 
empfindlichen  Manometers  die  beim  Laden  des  Condensators  ein- 
tretende Druekzunahme  in  dieser  Luftblase  beobachtete.  Kirch- 
li  o f f *)  hat  gezeigt,  dass  mau  bei  dieser  Versuchsauordnung  die 
Grenzfläche  zwischen  Luftblase  und  Flüssigkeit  als  eine  zu  den 
Condeusatorplatteu  senkrechte  Cyliuderflächc  betrachten  darf;  daun 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Flüssigkeit  innerhalb  des  elektrischen 
Feldes  von  merklicher  Intensität  (d.  h.  zwischen  den  Coudeusator- 
platteu  oder  in  deren  Nähe)  nicht  noch  andere  freie  Oberflächen- 
teile besitzt,  die  Druekzunahme  in  der  Luftblase  direct  gleich  der 
Differenz  der  Drucke  senkrecht  zu  den  Kraftlinien  in  Flüssigkeit 
und  Luft,  also,  da  die  elektrische  Kraft  R beiderseits  gleich  ist, 
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Quincke  hat  hiernach  aus  seinen  Beobachtungen  K berechnet  uud 
dabei,  ausser  für  Rapsöl,  gute  Ucbereinstimmung  mit  den  Werten 
gefunden,  welche  er  aus  den  oben  erwähuten  Messungen  der  An- 
ziehung von  Metallplatten  in  der  betreffenden  Flüssigkeit,  sowie  aus 


1)  Quincke,  Wied.  Ann  19.  718;  1883. 

2)  Kirchhoff,  Sitzungsbcr.  d.  Acad.  d.  Wiss.  xu  Berlin  1884,  p.  1159; 
Wied.  Ann.  25,  p.  606,  1886. 
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Capacitätsbcstimm  ungen  abgeleitet  hatte.  Aus  dieser  Uebereiu- 
stimmung  ist  von  Bos  (a.  a.  0.)  der  Schluss  gezogen  worden,  dass 
dio  Constanten  a und  ß ( — welche  übrigens  bei  Flüssigkeiten  iden- 
tisch werden  müssten  — ) sehr  kleine  Werte  hätten.  Diese  Fol- 
gerung ist  aber  falsch,  da  diese  Grössen,  wie  schon  hervorgehoben 
wurde,  bei  allen  jenen  Messungen  „gar  keinen  Einfluss  haben“. 

Dio  Messung  des  Druckes  in  einer  Luftblase  hat  Quincke1) 
in  ganz  analoger  Weise  zur  Bestimmung  der  Maguetisirungs- 
bzhw.  Diamagnetisirungsconstante  von  Flüssigkeiten  benutzt. 
Für  diesen  Zweck  hat  er  daun  die  Vcrsuchsanorduuug  noch  in  der 
Weise  modificirt,  dass  zwischen  die  verticaleu  Polflächen  eines 
starkeu  Elektroraagnets  der  eine  Schenkel  einer  mit  der  zu  unter- 
suchenden Flüssigkeit  gefüllten  U-förmigen  Röliro  gebracht  wurde, 
deren  anderer  Schenkel  sich  ausserhalb  des  Magnetfeldes  befand. 
Auch  in  diesem  Falle  besitzt  die  Flüssigkeit  im  Magnetfelde  eine 
( - sofern  man  von  ihrer  Krümmung,  wie  im  obigen  Fall  der  Luft- 
blase, abseheu  kann  — ) den  Kraftlinien  parallele  Oberfläche;  bei 
Erregung  des  Elektromagnets  wird  daher  die  Flüssigkeit  in  dem 
zwischen  den  Polflächen  befindlichen  Schenkel , wenn  sie  magne- 
tisch ist,  steigen,  oder  wenn  sie  diamagnetisch  ist,  sinken,  bis  die 
dadurch  entstandene  hydrostatische  Druckdifferenz  der  Differenz  der 

magnetischen  Querdrucke  ^ R 2 in  der  Flüssigkeit  und  im  angren- 
zenden Gase  das  Gleichgewicht  hält.  Die  Messung  der  eintretenden 
Niveaudifferenz  gestattet  demnach,  die  Differenz  der  Magnetisirungs- 
constanten  ft  der  Flüssigkeit  und  des  angrenzenden  Gases , sowie 
auch,  wenn  letzteres  in  verschiedener  Dichtigkeit  angewandt  wird 
dio  absoluten  Werte  jener  Maguetisiruugsconstautcn  zu  bestimmen, 
wie  das  von  Quincke  in  zahlreichen  Fällen  geschehen  ist. 

Der  letztere  beobachtete  dieselben  Niveaudifferenzen,  wie  bei  der 
beschriebenen  Versuchsauorduuug,  auch  dann,  wenn  die  Flüssigkeits- 
oberfläche im  U-Rohr  senkrecht  zu  den  (jetzt  vertical  ver- 
laufenden) Kraftlinien  war,  was  zunächst  auffallend  erscheint,  weil 
die  Druckdifferenz  in  diesem  Falle  zufolge  2)  gegeben  ist  durch 

— ~ — - . -7  R 2 statt  durch  ~ — - R2 
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Bedenkt  man  aber,  dass  ft  und  ft'  für  alle  Flüssigkeiten  und  Gase 
sehr  wenig  von  1 verschieden  sind,  uud  somit  auch  R in  beiden 


1)  Quincke,  Wied.  Ann.  24,  p.  347  — 416,  1884. 
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Fällen  sehr  nahe  gleich  derjenigen  magnetischen  Kraft , welche  in 
dem  Magnetfelde  vor  dem  Hineinbringeu  der  Flüssigkeit  herrschen 
würde,  so  ergiebt  sich  in  der  Tat,  dass  obige  Druckdifferenzen  sich 
nicht  merklich  unterscheiden  können. 


Beobachtungen  der  Elektrostriction  fester  isotroper  Körper. 

Bei  festeu  Körpern  sind  die  Deformationen  durch  dielek- 
trische Polarisation  bisher  nur  durch  solche  Versuchsanordnungen 
nachgc wiesen  worden,  bei  welchen  dieselben  die  isolirende  Zwischen- 
schicht eines  Coudensators  bildeten  und  somit  sehr  starken  elek- 
trischen Kräfteu  unterworfen  werden  konnten. 

Die  von  Govi  wieder  aufgefuudeue  Erscheinung  der  Dilatation 
einer  Leydener  Flasche  gab  ja  directe  Veranlassung  zu  solchen  Ver- 
suchen. Um  dieses  Phaeuomeu  genauer  studiren  zu  können,  gab 
Duter1 2)  der  Leydener  Flasche  die  Gestalt  einer  dünnwandigen 
Glaskugel  mit  angeschmolzeuer  Capillare,  welche  mit  eiuer  leitenden 
Flüssigkeit  gefüllt  wurde,  deren  Stand  im  Capillarrohr  zugleich  die 
Volumänderuugen  anzeigte ; als  äussere  Belegung  diente  ebenfalls 
eine  in  eiu  das  erste  umgebendes  Gefass  mit  Capillarrohr  eingc- 
schlosseue  Flüssigkeit.  Durch  diese  Versuchsanordnung  wies  Duter 
nach,  dass  die  äussere  und  innere  Oberfläche  der  Glaskugel  eine 
nahezu  gleiche  Ausdehnung  erleiden,  dass  also  in  erster  Linie  nicht 
eine  Compression  der  Glaswand,  oder,  wie  Govi  meinte,  eine  solche 
der  inneren  Flüssigkeit  die  Ursache  der  Erscheinung  ist.  Obgleich 
hiernach  die  richtige  Deutung  der  letzteren  uahe  lag,  wurde  dieselbe 
nicht  von  Luter  selbst,  sondern  zuerst  von  Körte  weg*)  gefun- 
den, welcher  bewies , dass  die  ,, Anziehung  der  beiden  Belegungen* 
des  Condcnsators  eine  der  von  Duter  beobachteten  ungefähr 
gleiche  Ausdehnung  hervorbringen  musste.  Dies  ergiebt  sich  daraus. 

dass  zufolge  der  Poteutialtheorie  die  elektrischen  Drucke  Q~Ä*,wel- 

che  auf  die  iunere  und  äussere  Glasoberfläche  ausgeübt  werden,  um- 
gekehrt proportional  der  4 ten  Poteuz  der  Kugelradien  sind,  so  dass 
die  innere  Kugeloberfläche  eineu  grösseren  Gesamtdruck  erleidet 
als  die  äussere,  uud  ausser  einer  Compression  der  Glaswand,  die 
bei  deren  geringer  Dicke  sich  der  Wahrnehmung  entzieht,  eine  gleich 
grosse  Zunahme  des  inneren  und  äusseren  Radius  statttindet.  Bei 
einer  exacten  Berechnung  der  Volumänderung  müssen  aber  ausser 


1)  Vergleiche  die  früher  citirtcn  Stellen. 

2)  Körte  weg,  Compt.  rend.  LXXXVÜI,  p.  338,  1879. 
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den  Maxwell’schen  Spannungen  parallel  den  Kraftlinien,  welche  sich 
in  jenen  Drucken  auf  die  Oberflächen  äussern,  auch  die  Spannungen 
2ter  Art  berücksichtigt  werden,  welche  radial  gerichteto  Kräfte  auf 
die  inneren  Punkte  der  Glaswand  zur  Folge  haben;  d.  h.  man  hat 
die  Gleichungen  5)  mit  den  Grenzbedinguugen  6')  für  den  Fall  zu 
lösen,  dass  die  elektrische  Kraft 


p d?  1 fo_ 

— dr  rl 2 3  * 1 __  1 

r,  rt 

ist,  wo  <f0  die  Potentialdifferenz,  rt  und  rs  die  Radien  der 
beiden  Belegungen  des  Kugelcondensators  bezeichnen.  In  dieser 
Meise  haben  Kirchhoff1)  und  Lorbcrg  das  Problem  gelöst  und 
sind  zu  einem  Resultate  gelangt,  welches  schon  früher  Korteweg 
durch  eine  etwas  abweichende,  speeiellere  Behaudlungsweise  abge- 
leitet hatte;  cs  ergab  sich  unter  Voraussetzung  einer  im  Verhältniss 
zum  Radius  sehr  geringen  Wanddicke  für  die  Volumzunahme  des 
lnuenranmes , ausgedrückt  in  Teilen  des  Gesamtvolums,  der  Aus- 
druck: 


7) 


iE.  (r,  — r,)1  I4n^ 


worin  E den  Elasticitätsmodul,  v das  Verhältniss  der  Quercontraction 
zur  Längsdilatation  für  die  Substanz  der  Kugelschale  ist.  Abweichende 
Formeln,  welche  1882  von  Boltzmann*)  und  neuerdings  von 
Kopp  8)  abgeleitet  worden  sind,  beruhen  anf  Irrtümeru  in  den  theore- 
tischen Grundlagen,  wozu  bei  letzterem  noch  Rechenfehler  kommen. 

Eine  grosse  Reihe  sorgfältiger  Messungen  der  Dilatation  von 
gläsernen  Kugelcoudensatoren  hat  Quincke4)  1880  -83  ausgeführt, 
der  dabei  auch,  wie  es  für  die  Anwendbarkeit  der  obigen  Formel 


1)  Kirchhoff,  Wied.  Ann.  24,  p.  70;  1885. 

2)  Boltzmann,  Sitzungsber.  der  Wiener  Acad.  d.  Wiss.  82  (2)  p.  826 
u.  1157;  1880.  Das  Fehlerhafte  seiner  Entwicklungen  ist  bereits  vou  K i rch- 
hoff  a.  a.  O.  dargelcgt. 

3)  Kopp,  Theorie  der  Elektrostriction  kugelförmiger  Condensatoren.  Dis- 
sertation, Leipzig  1890. — Der  Vcrf.  setzt  die  elektrischen  Drucke  an  den  Be- 
legungen proportional  mit  Ä*  stutt  A,  erhält  durch  falsche  Differentiation 
Kraftcompouenten  für  dus  Innere  des  Dielektricums  und  macht  ferner  den 
Fehlschluss,  die  Glieder  mit  a und  ß als  klein  zu  vernachlässigen,  weil  sie  nur 
von  den  Aenderungcn  herrührten,  welche  die  Dielektricit&tsconstante  durch 
die  Elektrostriction  selbst  erlitte. 

4)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  p.  165,  1880,  19,  p.  573,  1883. 
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durchaus  notwendig  ist,  die  Elasticitätsconstanten  nnd  Dielektrici- 
tätsconstante  der  eiuzelnen  Apparate  direct  bestimmte.  Allein  seine 
Beobachtungsresultate  stimmen  doch  zu  wenig  unter  einander  über- 
ein und  scheinen  zu  sehr  durch  mancherlei  unvermeidliche  Fehler- 
quellen, wie  die  Leitungsfähigkeit  des  Glases,  gestört  zu  sein,  als 
dass  man  sie  zu  einer  exacten  Vergleichung  mit  der  Theorie  resp. 
zu  Schlüssen  über  die  Grössen  « und  ß verwenden  könnte. 

Man  hat  die  Elektrostrictiou  ferner  an  cy  linderförmigen 
Condensatoren  beobachtet,  bestehend  aus  Glasröhren,  deren  Be- 
legungen entweder  von  einem  dünnen  Silberüberzuge,  oder  wiederum 
von  leitender  Flüssigkeit  gebildet  wurden.  Messungen  der  Längen- 
änderung solcher  Cyliudercondensatoren  hat  schon  1879  Righi1) 
mit  Hülfe  eines  Fühlhebels  ausgeführt,  und  später  in  grösserem 
Umfange  Quincke2),  welcher  zugleich  die  „Zunahme  des  inneren 
Volumens“  der  Röhren  bestimmte;  noch  genauer  sind  vielleicht  die 
1887  von  Canto  ne3)  in  Palermo  angestellten  Beobachtungen,  wobei 
die  Verlängerung  durch  die  Verschiebung  Ncwton’scher  Interferenz- 
streifen gemessen  wurde.  - Die  Integration  der  Gleichungen  5)  mit 
den  Grenzbedinguugen  6')  für  den  Fall  eines  unendlich  langen  Cy- 
liudercondeusators , wo  nur  radial  gerichtete  elektrische  Kräfte 
wirken,  ergiebt,  dass  die  bei  der  Ladung  cintrctende  Deformation 
im  Falle  sehr  geringer  Wanddicke  bestehen  würde  in  einer  Er- 
weiterung des  Cyliuders,  die  gegeben  ist  durch 


Das  vorstehende  Resultat  würde  auch  noch  für  einen  begrenzten 
Cylinder  bestehen  bleiben,  wenn  dessen  Belegungen  unveränderliche 
Länge  hätten. 

Sobald  aber  eine  Längenänderung  des  Glases  auch  mit  einer 
gleich  grossen  der  Belegung  verbunden  ist,  wie  es  eintritt,  wenn 
die  Belegungen  auch  für  tangentiale  Kräfte  fest  am  Glase  haften, 


1)  Kighi,  Compt.  rend.  LXXXVIII,  p.  1263,  1879;  Journ.  de  phys.  (I) 
IX  p.  203. 

2)  Quincke,  Wied.  Ann.  10  p.  374,  515;  1880  ; 19  p.  5G9,  1883. 

3)  Cantonc,  Rcnd.  dclln  Ii.  Acc.  dei  Lincei  IV,  p.  344,  471,  1888. 
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oder  wenn  der  Cylinder  nuten  geschlossen  ist,  und  eine  leitende 
Flüssigkeit  als  innere  Belegung  dient,  so  kommt  noch  eine  Längs  - 
dilatation 

*?_  V (K 

l l2d*  E \4ti  V 

und  eine  entsprechende  Quercoutraction 

ör  _ Vo2v_  (K  o\ 

r '2d*E  P) 

hinzu,  so  dass  dann  die  genannten  relativen  Aenderungen  der  Länge, 
des  Radius  und  des  Volumens  gegeben  sind  durch 


Somit  ist 

öl  ör  1 öv 

l r «3  v 

Öv 

und  der  Ausdruck  für  — stimmt  völlig  mit  demjenigen  7)  überein, 

welcher  für  einen  dünnwandigen  Kugelcondensator  gilt.  Dieses  Re- 
sultat hat  schon  Korteweg  1)  lediglich  mit  Hülfe  des  Energieprin- 
cips  abgeleitet. 

Die  oben  ausgesprochene  Voraussetzung,  unter  welcher  dasselbe 
gilt,  war  nun  ohne  Zweifel  bei  allen  Beobachtungen  erfüllt,  und  in 
der  Tat  hat  sich  die  Relation 

öl  1 öv 

y*  l “37 


dabei  immer  ziemlich  gut  bestätigt,  wodurch  Quincke2)  anfangs 
zu  dem  falschen  Schlüsse  veranlasst  wurde,'  dass  sich  das  Glas 
in  Folge  der  dielektrischen  Polarisation  allseitig  gleichmässig  aus- 
dehne,  wie  durch  Erwärmung.  Die  Längsdehnung  eines  unten  ge- 


1)  Korteweg,  Wied.  Ann.  12,  p.  647,  1881. 

2)  Quincke,  Wied.  Ann.  10.  p.  515;  1880.  Die  Unrichtigkeit  dieses 
Schlusses  wurde  zuerst  dargetan  von  Röntgen.  Wied.  Ann.  11,  p.  771,  1880. 
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schlossenen  Cylindereondensators  mit  Flüssigkoitsbelogungen  hat 
Lorbcrg  *)  auf  Gruud  der  allgemeinen  Theorie  der  Elektrostrictiou 
in  Strenge  zu  berechnen  versucht,  indem  er  verschiedene  speciello 
Annahmen  über  die  Form  der  den  Cylindcr  schliesseudeu  Calotto 
einführte;  bei  dieser  Rechnung  ist  er  jedoch  in  Irrtümer  geraten,  in 
Folge  deren  das  Resultat  von  dem  unter  8)  angegebenen  abweicht. 
Das  letztere  ist  (im  Gegensatz  zu  dem  von  Lorberg)  unabhängig 
von  der  besonderen  Form  der  erwähnten  Calottc,  wenn  mau  auch, 
um  es  aus  den  Gleichungen  6)  und  G')  abzuleiteu,  eine  solche  be- 
sondere Form,  z.  B.  die  einor  Kugelschale,  annehmen  muss ; in  der 
Tat  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Form  der  Calotte  nur  Einfluss 
haben  kaun  auf  ihro  eigenen  Deformationen,  welche  das  Gesamt- 
resultat  nur  unmerklich  modificiren  können  und  in  den  Formeln  8) 
auch  tatsächlich  vernachlässigt  sind.  — Die  falschen  Lorberg’schen 
Formeln  hat  Canto  ne  in  der  schon  citirten  Arbeit  übernommen 
und  benutzt,  um  aus  seinen  Beobachtungen,  welche  au  halbkugel- 
förmig  geschlossenen  Glasröhren  angestellt  wurden,  die  Grössen  « 
und  ß zu  berechnen.  Die  hierfür  von  ihm  angegebenen  Werte  sind 
also  ebenfalls  unrichtig;  in  Wahrheit  kaun  mau,  wie  die  richtigen 


haupt  gar  nicht  « und  ß getrennt  berechnen,  sondern  nur  die  Coni- 
biuation  va  — (1  — v)/3.  Aber  auch  die  hierfür  aus  Cantone's  Be- 
obachtungen sich  ergebenden  Werte,  welche  \ bis  ^ betragen  würden, 
können  wegen  der  unsicheren  Kenntuiss  der  Dielektricitätsconstantc, 
der  von  Cantono  erwähnten  Abhängigkeit  der  Dilatationen  von  der 
Laduugsdauer  u.  s.  w.  noch  nicht  als  zuverlässig  betrachtet  werden. 
Eine  Wiederholung  der  Versuche  nach  der  von  Cantono  angewandten 
Methode  mit  recht  gut  isolireudeu  Glassorten  wäre  wünschenswert. 

Die  Beobachtungen,  welche  von  Quincke,  sowie  von  Kör- 
le weg  und  Julius  au  Kautschuk  und  von  ersterem  an  Glimmer 
augestellt  worden  siud,  mögen  hier  übergangen  werden,  da  sie  eine 
Vergleichung  mit  der  Theorie  nicht  gestatten.  Wir  wenden  uns 
vielmehr  zu  den  Deformationen  magnetisirbarer  fester  Körper  im 
magnetischen  Felde.' 


Schon  seit  Joule  war  die  Tatsache  bekannt,  dass  sich  ein 
Eisenstab  durch  longitudinale  Maguetisirung  verlängert,  und  1879 


I)  Lorberg,  Wied.  Anti.  21,  j>.  300;  1884. 


Formeln  8)  zeigen,  aus  jenen  Beobachtungen 
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führte  Righi  *)  Messungen  dieser  Verlängerung  aus,  welche  ergaben, 
dass  letztere  proportional  dem  Quadrate  der  Intensität  des  (durch 
einen  galvanischen  Strom  erzeugten)  magnetischen  Feldes  war.  Die 
Berechnung  der  Deformation  eines  den  Kraftlinien  parallelen  cylin- 
drischen  Stabes  würde  sich  nicht  streng  durchführen  lassen,  sondern 
höchstens  in  gewisser  Annäherung  für  den  Fall  sehr  kleiner  Quer- 
dimensionen, wo  man  die  Selbstinduetion  vernachlässigen,  d.  h.  an- 
nehmen könnte,  dass  das  magnetische  Feld  durch  das  Hineinbringen 
des  Stabes  nicht  merklich  geändert  würde 1  2).  Daher  hat  Ca n t on  c3) 
dem  Metallkörper  die  Form  eines  sehr  gestreckten  Rotation  seil ip- 
soides  gegeben,  für  welches  das  Problem  streng  lösbar  ist.  Das 
homogene  Magnetfeld  wurde  durch  einen  Strom,  welcher  eine  das 
Ellipsoid  umgebende  Drahtspirale  durchfloss,  erzeugt,  die  Längen- 
änderung des  Ellipsoids  mittelst  der  Verschiebung  von  Interferenz- 
Streifen  , und  seine  Volumänderung  mittelst  eines  mit  Flüssigkeit 
gefüllten  Dilatometers  gomessen,  in  welches  das  Ellipsoid  hineinge- 
stellt wurde.  Aus  diesen  beiden  Messungen  kann  man,  nachdem  noch 
die  Magnetisirungsconstanto  besonders  bestimmt  worden  ist,  die 
Grössen  berechnen,  welche  den  früher  mit  a uud  ß bozeichnetcn 
analog  sind  und  also  die  Aeuderung  der  Maguetisiruugsconstauto 
durch  Deformationen  bestimmen.  Can  t o n e findet  für  dieselben  bei 
Eisen  und  Nickel  Werte,  welche  im  Verhältniss  zur  Maguetisirungs- 
coustante  selbst  so  ausserordentlich  gross  siud,  dass  sie  den  Sinn 
der  Deformationen  allein  bestimmen.  (Die  Zahleuwerte,  welche 
überdies  je  nach  der  Feldstärke  sehr  variirten,  siud  wol  noch  wenig 
zuverlässig).  Bei  Eisen  ist  « negativ,  ß positiv,  bei  Nickel  umge- 
kehrt a positiv,  ß negativ,  da  sich  Eisen  in  der  Magnetisiruugs- 
richtung  ausdehnt,  Nickel  aber  zusammcnzicht.  Die  hohen  Werte 


1)  Righi,  Memoric  dell’  Acead.  delle  Scicnzc  doll*  Istit.  di  Bologna» 
(4)  I,  1879. 

2)  Bei  dieser  Annäherung  ergeben  die  Maxwell 'sehen  Spannungen  allein 
eine  allseitig  gleiche  Dilatation,  und  nicht  etwa,  wie  man  zunächst 
erwarten  könnte,  eine  Contraction  parallel  den  Kraftlinien,  da  das  Zusntnmen- 
xiehnngsbestreben  in  dieser  Richtung  durch  die  auf  die  scheinbaren  magneti- 
schen Belegungen  der  Endflächen  wirkenden  Kräfte  überwogen  wird.  Die  an 
dünnen  Eisenstäben  von  Joule  und  Righi  beobachtete  Längsdehnung  ist  aber 
nicht  in  dieser  Weise  zu  erklären,  sondern  hängt  wesentlich  von  den  Span- 
nungen 2 tcr  Art  ab  (siehe  unten). 

3)  Can  tone,  Memoric  della  lt.  Acead.  dei  Lincei  VI,  1690;  Beiblätter 
15,  p.  49  1891.  Die  theoretische  Behandlung  schliesst  sich  derjenigen  an, 
welche  Kirch  ho  ff  bereits  in  Wied.  Ann.  25,  p.  702,  1885  für  eine  magnetisir- 
barc  Kugel  gegeben  hatte.  Uebrigens  war  mir  das  Original  nicht  zugänglich. 


Arch.  d.  Math.  u.  Phyu.  2.  Ueilio,  T,  XII. 
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von  tx  und  ß bringen  es  mit  sich,  dass  die  Deformationen  in  Folge 
der  Magnetisirung  relativ  gross  sind  und  selbst  schon  merkliche 
Aenderungen  der  Magnetisirungsconstantou  bewirken.  Hieraus  er- 
giebt  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  bestimmte  „Abhängigkeit  der 
„Magnctisirungsconstantc“  von  der  Feldstärke“,  welche  aber  nicht 
mit  der  beobachteten  im  Einklang  steht,  falls  man  a und  ß als  Con- 
stanten  betrachtet.  Ebensowenig  würde  sich  bei  letzterer  Annahme 
die  Tatsache  erklären  lassen,  dass  bei  einer  bestimmten  Feldstärke 
die  anfängliche  Dehnung  eines  longitudinal  maguetisirten  Eisendrahtes 
in  eine  Zusammenziehung  übergeht.  Es  ist  also  bei  den  stark  magne- 
tischen Metallen  die  Kir  ch  hoff  sehe  Theorie  jedenfalls  nur  für 
schwache  maguetische  Kräfte  anwendbar;  hierfür  hat  sic  aber  inso- 
fern eine  Bestätigung  gefunden,  als  directo  Beobachtungen  über  den 
Einfluss  mechanischer  Dehnung  auf  die  Magnetisirungsconstante  für 
die  Dehnungsrichtung  gezeigt  haben,  dass  dieser  Einfluss  bei  Eisen 
anfangs  in  einer  Zunahme,  bei  Nickel  in  einer  Abnahme  besteht, 
wie  es  nach  der  Theorio  aus  dem  Sinn  der  durch  lougitudinale 
Magnetisirung  bewirkten  Deformation  folgt.  — Auch  die  auf  einer 
allgemeineren  Grundlage  beruhende  Theorie,  welche  J J Thomson 
für  die  Wechselbeziehungen  zwischen  Maguetisirung  und  elastischen 
Deformationen  in  seinem  Buche  „Anwendungen  der  Dynamik  auf 
Physik  und  Chemie“  entwickelt  hat,  vermag  noch  nicht  alle  die 
merkwürdigen  Erscheinungen  zu  erklären,  welche  auf  diesem,  noch 
weiterer  Bearbeitung  bedürfenden  Gebiete  namentlich  durch  engli- 
sche Forscher,  wie  Bidwell  und  Tomlinson1 2),  aufgefunden  worden 
sind. 


Elektrische  Doppelbrechung. 

Es  möge  schliesslich  noch  einer  interessanten  Erscheinung  Er- 
wähnung geschehen,  welche  mau  mit  der  Elektrostriction  in  Zu- 
sammenhang gebracht  hat:  es  ist  die  von  Kerr*)  entdeckte 
Doppelbrechung  gewisser  isotroper  Körper  im  elektrischen  .Felde. 
Feste  isotrope  Körper  müssen  ja  durch  dielektrische  Polarisation  in 
Folge  der  Deformationen,  welche  den  Gegenstand  unserer  Betrachtung 
bildeten,  doppelbrechend  werden;  allein  es  lässt  sich  berechnen, 
dass  in  Glas,  welches  für  Versuche  dieser  Art  wol  allein  iu  Betracht 
käme,  diese  Doppelbrechung  nur  unter  sehr  günstigen  Umständen, 


1)  Vergl.  die  Referate  über  deren  Arbeiten  in  Bd.  9,  10,  11,  14  der 
„Beiblätter“  ; ferner  z.  B.  Zehnder,  Wied.  Ann.  41,  p.  218,  1891. 

2)  Kerr,  Phil.  Magazine  (4)  L p.  337  und  446,  1875;  Phil.  Mag.  (5) 
VIII,  185  und  229,  1879,  (5)  IX,  114,  1880. 
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etwa  bei  einer  sehr  laugeu  und  sehr  stark  geladenen  Franklin’schen 
Tafel,  wahrnehmbar  werden  kann.  In  der  Tat  ist  es  aueh  noch 
fraglich,  ob  die  von  Kerr  und  Brongserma1 2 *)  iu  Glas  beobachtete 
Doppelbrechung  wirklich  auf  den  elektrischen  Deformationen,  oder 
auf  secundären  Wirkungen  beruhte,  um  so  mehr,  als  sie  von  anderen 
Beobachtern  *)  bei  allem  Anschein  nach  günstigeren  Versuchsbedin- 
gungen nicht  aufgefunden  werden  konnte.  Dagegen  ist  es  ganz  un- 
möglich, die  bei  isolirenden  Flüssigkeiten  zuerst  von  Kerr, 
dann  von  Quincke  8)  und  Röntgen  4 5 * *)  beobachtete  und  gemessene 
elektrische  Doppelbrechung  durch  Deformationen  zu  erklären,  da 
in  Flüssigkeiten,  und  besonders  in  so  leicht  beweglichen  wie  der 
jenes  Phaenomen  sehr  stark  zeigende  Schwefelkohlenstoff,  nur  allseitig 
gleiche  Dilatation  oder  Contractiou  möglich  ist,  welche  wol  eine 
Aenderung  des  Brechungsindex,  aber  keine  Doppelbrechung  ver- 
ursachen kann  ö).  „Es  handelt  sich  hier  demnach  offenbar  um  eine 
„directe  Einwirkung  der  dielektrischen  Polarisation  auf  die  Licht- 
Bewegung“  und  dadurch  erlangt  das  Phaenomen  gewiss  eine  hoho 
Bedeutung.  Dasselbe  aber  als  einen  Beweis  für  das  wirkliche  Vor- 
handensein der  von  Maxwell  supponirten  Spannungen  auzuselien.wäre 
nur  dann  richtig,  wenn  auch  das  Vacuum  im  elektrischen  Felde 
doppelbrecheiid  würde;  denn  iu  ponderabelen  Dielektricis  ist  der  mit 
(A— 1)  proportionale  Teil  jener  Spannungen,  wie  wir  sahen,  auch 
nach  der  alten  Anschauung  vorhanden. 


Elektrostriction  krystallinischer  Körper. 

Wir  wollen  nun  noch  den  Erscheinungen  der  Elektrostriction, 
welche  bei  krystallinischeu  Körperu  auftreteu  können,  eine  kurze 
Betrachtung  widmen;  es  werden  dabei  einige  wesentliche  Verschie- 
denheiten gegenüber  der  Elektrostriction  isotroper  Körper  zu  be- 
achten sein. 


1)  Brongserma,  Wied.  Ami.  16,  p.  422;  1882. 

2)  Gordon,  Phil.  Mag.  (5)  .II  p.  203,  1876;  Mackenzie,  Wied. 
Ann.  2,  p.  336,  1877;  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  p.  .r>33,  1880. 

8)  Quincke,  Wied.  Ann.  10,  p.  533,  1880;  19,  p.  705,  1883;  32, 
p.  529,  1887. 

4)  Büntgen,  Wied.  Ann.  10,  p.  77.  1880. 

5)  Bemerkenswert  ist  die  Tatsache,  dass  der  Charakter  der  elektrischen 

Doppelbrechung  bei  einigen  Flüssigkeiten  positiT,  bei  den  übrigen  negativ  ist. 

Di«  Versuche  Quincke’«,  diesen  Unterschied  aus  dem  verschiedenen  Sinne 

der  Aenderung  des  Brechungsindex  durch  thermische  Dilatation  und  der 
Volumänderung  im  elektrischen  Felde  zu  erklären,  sind  nicht  stichhaltig. 

6* 
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Zunächst  nehmen  hier  diejenigen  Krystalle  eine  besondere  Stel- 
lung ein,  „welche  kein  Centrum  der  Symmetrie  besitzen“,  d.  h.  in 
welchen  entgegengesetzte  Richtungen  physikalisch  ungleichwertig 
sind  (piezoelektrische  Krystalle).  Denn  in  diesen  Krystallen  sind 
Deformationen  möglich,  welche  ihr  Vorzeichen  mit  demjenigen  der 
dielektrischen  Polarisation  umkehren  und  somit  nach  der  einfach- 
sten Annahme,  die  übrigens  auch  experimentell  bestätigt  worden  ist, 
„linearo  Functionen  der  elektrischen  Kraftcomponenten  oder  Momente“ 
(Polarisationen)  sind.  Dieselben  verhalten  sich  zu  den  gewöhn- 
lichen, dem  Quadrat  der  Kraftintensität  proportionalen  Deformationen 
gleichsam  wie  Grössen  lter  Orduung  zu  solchen  2ter  Ordnung  und 
scheinen  auch  nach  den  bisher  vorliegenden  Beobachtungen  (an 
Quarz)  jene  bei  weitem  an  Grösse  zu  übertreffen.  Um  diese  Defor- 
mationen zu  berechnen,  kann  man  ganz  analog  verfahren,  wie  früher 
hoi  den  von  den  „Spannungen  2ter  Art“  herrührenden  Deformatio- 
nen, indem  man  jetzt  in  dem  Ausdrucke  3)  für  die  potentielle  Energie 
der  Volumeinheit  noch  hinzufügt: 


wo  die  Uk  neue  Constanten  des  Krystalls  sind.  Die  negativen  Ab- 
leitungen dieses  Ausdruckes  nach  xx,  . . . xy  liefern  dann  die  neu 
hinzukommeuden  Druckcomponenton 


welche  in  die  Differentialgleichungen  5)  und  Grenzbedingungen  6) 
bzlnv.  6')  neben  don  frühoreu  einzusetzen  sind.  Betrachtet  man  nur 
die  Deformationen  erster  Ordnung  unter  Vernachlässigung  der 
dem  Quadrate  der  elektrischen  Kraft  proportionalen,  so  hat  man 
also  zu  deren  Bestimmung  die  Differentialgleichungen 


10) 


cXj  dJCy  dXt 
8-r  ‘ 8g  ' c.z 


_ av 

8x  8u 


ry 


89V' 

8z 


und  die  Grenzbedinguugeu 
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Xx  cos (n,  ;r)  -}- A#  COS(u,  y)  -f-  Xg  COS («,  z)  — — C08(n,  x) 

— $fyMCOS(n,  y)  — s)(/'C0S(7t,  z) 


letztere  gültig  für  den  Fall,  dass  die  Oberfläche  an  ein  nicht  piezo- 
elektrisches, gleichviel  ob  isolirendes  oder  leitendes  Medium  grenzt 
und  keinen  äusseren  Druckkräften  ausgesetzt  ist;  dabei  ist  allgemein 
zufolge  der  Elasticitätstheorie : 


11) 


— Xx  = <*n  arj-j-  • • 

• “f  cu>rv 

Ay  = ctiix  jr  -{—  • • 

• ~f  <’(J0  J'u 

('l>k  “ Ckk 


Es  sei  hier  noch  einmal  daran  erinnert,  dass  die  obigen  Glei- 
chungen nur  bei  gauz  speciellen  Vcrtcilungeu  der  elektrischen  Kraft, 
z.  B.  im  Falle  eines  (auch  noch  nach  Einführung  des  Krystalles) 
homogenen  elektrischen  Feldes,  die  einfache  Lösung 


d.  h.  die  Berechnung  der  an  einer  bestimmten  Stelle  eintretenden 
Deformationen  unmittelbar  aus  den  ebendort  herrschenden  Drucken 
gestatten. 

Da  die  negativen  Ableitungen  der  potentiellen  Energie  nach  den 

dep 

elektrischen  Kräften  — gj-,  . . . allgemein  die  iuducirten  elektrischen 

Momente  (a,  6,  c)  darstellen,  so  zeigt  der  Ausdruck  9),  dass  auch 
beim  Fehlen  äusserer  elektrischer  Kräfte,  d.  h.  für  <p  = Const., 
in  Krystallen  ohne  Centrum  der  Symmetrio  elektrische  Momente 
auftreten,  wenn  sie  deformirt  werden.  Es  ergiebt  sich  so  für  diese 
„piezoelektrische  Erregung“  der  allgemeine  Ansatz: 

a ” f 1 1 T*  • * • H-€i6a> 

b — 

c fai  **  ~f*  • • • + hc>xn 


welcher  1890  von  W.  Voigt1)  aufgestellt  und  für  die  einzelnen 


])  W.  Voigt.  Allgemeine  Theorie  der  piözo-  und  pyroelcktr.  Erschei- 
nungen nn  Krystallen;  Abhandl.  der  k.  Ges.  d.  Wies,  zu  Güttingen,  36;  1890. 


80 


Pockels : {Jeher  Klektrostriction  und  Magnetostriction . 


Krystallgruppen  gemäss  ihren  Symmetrieeigenschaften  specialisirt 
worden  ist.  Hiernach  ist  ersichtlich,  dass  sich  die  „Deformationen 
erster  Ordnung“  berechnen  lassen,  sobald  das  piezoelektrische  Ver- 
halten des  betreffenden  Krystalles  vollständig  bekannt  ist1 2)*»  dies 
ist  bereits  für  einen  einfachen  Fall  an  Quarz  von  J.  und  P.  Curie*) 
experimentell  bestätigt  worden. 

Wie  E.  Riccke3)  gezeigt  hat,  lassen  sich  die  piezoelektrischen 
Erscheinungen  auch  rnolecu lartheoretisch  vollständig  erklären, 
wenn  man  die  Moleküle  piezoelektrischer  Krystallo  mit  gewissen 
permanent  elektrischen  Polsystemen  behaftet  annimmt.  Auf  Grund 
dieser  Vorstellung  kann  mau  nun  auch  die  in  dom  obigen  Ansätze 
enthaltenen  Gesetze  für  das  reciproke  Phaenomen,  d.  b.  die  „De- 
formationen erster  Ordnung“,  ableiten,  indem  man  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  jenen  elektrischen  Polsystemen  und  den  durch 
die  äussere  elektrische  Kraft  inducirten  Momenten  der  einzelnen 
Moleküle  berechnet.  Dies  scheint  mir  deshalb  bemerkenswert,  weil 
sich  dio  Spannungen  „zweiter  Ordnung“,  welche  in  isotropen 
Medien  allein  vorhanden  sind,  nicht  in  analoger  Weise  durch  Be- 
rechnung der  Wechselwirkung  polarisirter  Moleküle,  wie  es  der 
Clausius-Mosotti’schen  Vorstellung  von  den  Dielektricis  entsprechen 
würde,  ableiten  lassen4). 


1)  Dieser  Zusammenhang  ist  zuerst  von  Li  pp  mann  (Journ.  de  phys. 

(1)  X p.  391  und  Ann.  de  chim.  et  phys.  (5)  XXIV  p.  164;  1881)  für  einen 
speciellen  Fall,  sodann  allgemein  vom  Verf.  (F.  Pockels,  N.  Jahrb.  f.  Mine- 
ralogie. Beilagebd.  VII  p.  201,  1890)  bewiesen  worden.  P.  Du  harn  (Ann. 
de  l’Ecolc  Normale  Supericurc  (3)  IX  p.  167;  1892)  gelangte  neuerdings  in- 
folge eines  Irrtums  zu  entgegengesetzten  Resultaten;  vcrgl.  darüber  F.  Pockels, 
N.  Jahrb.  f.  Mineralogie,  Beilagebd.  VIII,  p.  407;  1892. 

2)  J.  und  P.  Curie,  Compt.  rend,  XCV.  p.  914,  1882;  Journ.  de  phys. 

(2)  VIII,  p.  149;  1889. 

3)  E.  Riccke,  Göttinger  Nachrichten  1891,  p.  191. 

4)  Berechnet  man  nämlich  die  Moleculardrucke,  welche  aus  der  Wechsel- 
wirkung elektrisch  polarisirter  Moleküle  resultiren  würden,  so  findet  man 


wo  k eine  mit  A' — 1 proportionale  Constante  bezeichnet.  Diese  Ausdrücke 
würden  mit  den  frühsr  angegebenen  für 
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Die  bei  allen  Krystallon  notwendigerweise  ebenfalls  auftreteu- 
den , wenn  auch  bisher  noch  nicht  experimentell  nachgewiesenen 
Spannungen,  welche  dem  Quadrate  der  elektrischen  Kraft  proportional 
sind  und  denjenigen  entsprechen,  welche  wir  bei  isotropen  Körpern 
zuvor  betrachtet  haben,  lassen  sich  in  ganz  analoger  Weise  berech- 
nen, wie  es  für  letztere  von  Kirchhoff  und  Lorberg  geschehen 
ist.  Man  hat  nur  zu  berücksichtigen , dass  an  Stelle  von 

in  der  Formel^  für  .die  potentielle 

Energie  eines  dielektrisch  polarisirten  Krystalles  dorAusdruck  tritt: 


&r  / •"  \dy  ) ' Vfo 


L jA'"  (ap  + A'«  (ap  + K- 


\dsj  ' Ä« 


dtp  dtp 
dy  dz 
dtp  dtp 


+2K*'dz  dx~i~2Ku~cxd~} 

y’ 


wo  AT,,,  . . . Kn  sechs  von  der  Natur  des  Krystalls  und  der  Orien- 
tirung  des  Coordinatensystems  abhängige  Coustauteu  sind,  die  sich 
durch  die  3 Hauptdielektricitätsconstanten  Arä,  und  die  Rieh- 
tuugscosinus  c^, . . . y3  der  Hauptaxon  des  Inductiousellipsoides 
folgendormassen  ausdrücken: 


12) 


Kx , = kt  2 -f  A-*  er.,2 -f-  F,  «82 

Ajfj  = ki  0jj5 -f-  A*3 2 


A |3  — A,’j  tt,  ßi  — | rtg  d.j  ~f-A*3  «a  ß;i 


. . 

(das  sind  die  von  der  ponderabelen  Materie  her»  Öhrenden  Spannungen)  übor- 
cinstimmcn,  wenn  man  die  nus  der  Mosotti-Clausius’sehan  Theorie,  nach  wcleher 


A— I 
A-f-2 


proportional  der  Dichtigkeit  ist,  folgende  Kclntion  cinföhrt: 


. « _ (Ar.1)  (g+2> 

tt  ^ 12  T 

man  erhält  dann  aber 


Sx-Ml*' 


A — 1 /dtp  2 _ (A-l)2 
4t  \3x  / 24t 


-f 


K—  1 dcp  dcp 
4t  dy  dz 


also  von  Ax,  . . . #»,  . . . ganz  abweichende  Ausdrücke. 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  sich  IT,,,  . - . Kyi  auch  durch  blosse 
Drehungen  der  Volumelemente  (oder  des  ganzen  Krystalls)  än- 
dern, uud  zwar  ergiebt  sich , wenn  A,  ft,  v jene  Drehungen  um  dio 
X -,  F-,  und  Z- Axe  bedeuten, 


a/r„ 

dk 


2/1^23, 


dk  —-f- 


0^23  jjr  r- 

dl  ~ 22  “ Ä33>  "0A 


Bk 


woraus  dio  Differentialquotienten  nach  ft  und  v leicht  durch  cykli- 
sclio  Permutatiou  ableitbar  sind.  Dies  ist  zu  berücksichtigen,  wenn 
mau  nach  dem  Vorgänge  Kirchhoff’s  die  Variation  berechnen 
will,  welche  das  Raumintegral 


dadurch  erleidet,  dass  (boi  unverändertem  q.)  iu  dem  krystallinischen 
Dielektricum  ein  beliebiges  System  von  Verschiebungen  17,  f her- 
vorgebracht wird;  denn  ein  solches  ist  mit  Drehungen  der  Volura- 
elemcnte  verbunden,  deren  Componenten  A,  ft,  v durch 

1 /3£  _ B?\  1 (ft  _ B£\  1 (dtj  __  BJ\ 

2\cy  Bz /’  2\0s  Bx)'  2 \ox  By) 

gegeben  sind.  Setzt  man  die  so  berechnete  Variation  des  obigen 
Integrals,  d.  i.  die  Variation  der  Energie  bei  Vernachlässigung  des 
Einflusses  der  Deformationen  auf  Kn  . . . A'12,  nachdem  mau 
noch  die  von  den  Drehungen  lierrühreuden  Glieder  durch  partielle 
Integration  so  umgeformt  hat,  dass  sie  ebenfalls  die  Factoren  £,  77, 
£ erhalten,  gleich  der  negativen  Arbeit  der  ponderomotorischen 
Kräfte:  — -}- Br] -f- C£),  und  bringt  die  so  gefundenen  Aus- 

drüke  Ay  B , C unter  Benutzung  der  Differentialgleichung 


B ( r ö<p  . Bcp  Bq\ 

~dx\A";dz~rhl*  By^  k'3Bz) 


welcher  q>  genügt,  auf  die  Form 


cAx  _ BAy  _ BA,  _ BBX  _ BC* 

Bx  By  Bz  ’ Bx  ’ ' ' ’ ex 
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so  erhält  man  diejenigen  Spannungscomponenten,  welche  im  kry- 
stallinischen  Dielektricum  an  Stelle  der  durch  die  Gleichungen  (1) 
dargestellten  MaxwelPschen  Spannungen  treten. 

Das  Resultat  ist: 


Bi 


A» L |A»  [(Ir ) + (sf)  J +<A'n+A^)ä! 

Scp  ctp  , St 

' A|sSv  E +A“8Y  Sil 


<[.  OCf) 
X dy 


Natürlich  ergeben  auch  diese  Spannungen  keine  Kraftcomponcnten 
für  das  Innere  eines  homogenen,  keine  wahre  Elektricität  enthal- 


tenden 


Dielektricums,  d.  h.  es  ist 


ba x ba,,  . BAjs  , , , . 

~Bx  ~By  ‘ ~Bz  nc‘jst  ^cn  t)C1" 


den  analogen  Ausdrücken  null  zufolge  der  Differentialgleichung 


welcher  das  elektrische  Potential  <p  daselbst  genügt. 


DO  Po  ekelt : Ueber  Elek  tro&triction  und  Maynetostriction. 


Die  Deformation  des  dielektrischen  Krystalls  ist  also  zu  be- 
rechnen ans  den  für  das  Innere  geltenden  Differentialgleichungen 

dxx  ?x„  dxs 

dx  + dy  T"  dz  “ U 
und  den  Oberflächenbedingungen 

Xx  cos (»,  a*)  -f-  Xy  cos(n,  y ) -|-  Xt  cos(»,  z)  = ( — Ax  -j-  Ax‘)  eos(>i,  *) 


worin  Xx,  . . . Xy  die  durch  11)  gegebenen  linearen  Functionen  der 
Deformationen  und  Ax\  . . . Av‘  die  MaxweH’schcu  Spannungen  in 
dem  angrenzenden  Medium  sind.  Dabei  ist  zu  berücksichtigen,  dass 
in  den  Grenzbedingungen  für  im  krystalliuischen  Medium  an  Stelle 


Die  vorstehenden  Resultate,  bzhw.  die  entsprechenden  für  magne- 
tisch polarisirte  Krystalle,  sind  in  etwas  anderer  Form  von 
Hertz  in  soiner  p.  65  citirten  Abhandlung  (p.  389  ff.)  abgeleitet 
worden;  dagegen  stehen  sie  im  Widerspruch  zu  denen,  welche  Max- 
well in  seinem  „Treatiso  on  electr.  and  magn.“,  Art  641  — 643, 
angiebt.  Nach  letzterem  wirken  nämlich  auf  die  Volumelemente 
des  magnetisch  oder  dielektrisch  polarisirten  Krystalles  auch  Dre- 
hungsmomente, während  nach  Hertz  nur  Druckkräfte  von 
der  Natur  der  elastischen,  charakterisirt  durch  die  Relationen 


auftreten.  Nun  würde  man  in  der  Tat  nach  der  mol  ecularcn  Vorstel- 
lung von  der  Natur  eines  Dielektricums,  also  etwa  nach  derMosotti- 
Clausi us’schen  Hypothese,  das  Auftreten  von  Drehungsmomenten 
im  Falle  auisotroper  Structur  erwarten,  weil  dann  die  Axen  der  polari- 
sirten Moleküle  nicht  den  Kraftlinien  parallel  sind,  und  somit  das 
Bestreben  vorhanden  sein  muss,  die  ersteren  in  dio  Richtung  der 
letzteren  zu  drehen.  Dementsprechend  zeigt  auch  dio  nähere  Unter- 


-f-  ( — A,J- j-  A/)COS(n,  y)-f-  (— A2')C0S  (»,  z) 


Ay  = H. r,  Bt  — Cy,  Cx  At 
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sucbung,  dass  man  zu  dem  Maxwell’schen  „unsymmetrischen“ 
Spannungssy8teme,  bei  welchem  nicht  Av  = Bx  etc.  ist,  und  wel- 
ches daher  Drehungsmomente  ergiebt,  gelangt,  wenn  man  selbst- 
ständige Drehungen  der  einzelnen  Volumelemente  als  möglich 
annimmt  Dann  kann  man  nämlich  die  Variation  der  potentiellen 
Energie  für  ein  beliebiges  Verschiebungssystem  £,  77,  £ berechnen, 

ohne  auf  die  Drehungen  der  Volumelemente  ^ etc.  Rück- 

sicht zu  nehmen;  denn  man  kann  sich  diese  Drehungen  einzeln 
rückgängig  gemacht  denken.  Tut  man  dies,  so  findet  man  für  A„ 
Byi  CM  die  früheren  Ausdrücke,  statt  der  in  14)  angegebenen  Werte 
der  übrigen  DruckSomponenteu  aber  die  folgenden: 


14') 


Bt 

Cg 

Ar  “ 

Cx  - 

Alf  — 
Bx  = 


1 dtp  dtp 
4nr13dx  dg 


— 1 \v  dm  dm  . d<p  dtp  /ccpV 

An  ( 12  cs  ' 22  dg  dz  ' 23  \?5  / 


'd<p)s 

dep  dm 
dg  d: 

dtp  d<p 


P,  K fd<P\s  1 K d<P  M 
23\dg)  ~^K™dg  dz) 


1 i l'  1 r . dm  dm  3<p) 

An  r13  \aW  + 22  dx  dy^~  33  dx  dz  j 


1 ( dtp  dtp  dm  dtp 

An  [ 11  dx  dz 


_L_  v 
' *12  dg 


dz)  ) 


L irr  (fyY,  K d<P  d<p  dm  dtp\ 

~ An  \K'*\dx)  -r**dx  dy  ' "8  dx  dz) 

_ 1 L dy  dm  /dm  * , dm 

4t  X dx  d g 12  \dg  1 + dy  dz  I 


Hieraus  resultiren  dieselben  deformirenden  Kräfte  wie  früher,  weil 
^(jPi-f-Cy),  l(Cx-\-Az),  \{Af,-\-Bx)  noch  die  früheren  Werte  haben, 
aber  ausserdem  Dr eh ungsmo inente,  deren  Compoueuteu  ge- 
geben sind  durch 

L = Bz  — CJh  M—Cx  — Az,  N = A,J  — Bx 


Dieselben  Drehungsmoraente  findet  man,  wenn  man  die  durch 
willkürliche  Drehungen  A,  fi,  v der  einzelnen  Volumelemcnte,  die  ja 
nach  der  augenblicklich  von  uns  angenommenen  Vorstellung  möglich 
sind,  verursachte  Energieänderung  berechnet  und  gleich  — 
Mn~\-A/v)  setzt. 

Fragen  wir  nun  nach  den  Folgen  des  Unterschiedes  zwischen 
den  Formelsystemen  14)  und  14'),  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass 
sich  für  die  gesamten,  auf  einen  Krystall  im  elektrischen  Felde 


Digitized  by  Google 


02 


Po  c k e ls:  Lieber  Elektroslriction  und  Hagnetostriction. 


wirkenden  Kräfte  and  Drehungsmomente  aus  beiden  dieselben  Werte 
ergeben,  indem  die  Differenz  der  aus  14)  und  14')  folgenden,  auf 
die  Oberfläche  des  Krystalls  wirkenden  Kräfte  gerade  aufgehoben 
wird  durch  die  nach  14')  hinzukommenden  auf  dessen  innere  Ele- 
mente ausgeübten  Drehungsmomente.  Ein  Unterschied  kann  also 
höchstens  in  den  Deformationen  auftreten,  und  zwar  würde  dies 
dann  der  Fall  sein,  wenn  die  durch  A,  3/,  AT  hervorgerufeneu  Mole- 
kulardrehungen ihrerseits  Deformationen  zur  Folge  hätten.  Es  ist 
dies  ein  Puukt,  über  welchen  man  noch  keinerlei  Kenntniss  besitzt, 
weil  man  eben  kein  anderes  Mittel  als  elektrische  oder  maguetische 
Kräfte  besitzt,  um  Drchuugsmomente  auf  die  Moleküle  auszuüben. 
Die  im  Fallo  des  Vorhandenseins  solcher  Drehubgsmomonte  notwen- 
dige Erweiterung  der  Elasticitätstheoric  ist  von  W.  Voigt  gegeben 
worden  *).  — Dass  es  gelingen  werde , mit  unseren  jetzigen  Hilfs- 
mitteln jenen  etwaigen  Unterschied  in  den  Deformationen  nachzu- 
weisen uud  somit  experimentell  zwischen  den  Formeln  14  und  14') 
zu  entscheiden,  ist  leider  wol  völlig  ausgeschlossen,  da  die  elektri- 
schen (oder  gar  magnetischen)  Deformationen  „Ster  Ordnung“  bei 
Krystallen  überhaupt  kaum  messbar  sein  werden,  um  so  weniger 
aber  der  fragliche  Unterschied,  welcher  von  den  Differenzen  der 
Haupt-Dielektricitäts-  (bzhw.  Magnetisirungs)-Constanten  des  Kry- 
stalls abhängt. 

Aber  selbst,  weuu  es  gelänge,  auf  diesem  experimentellen  Wege 
dio  Unzulässigkeit  des  symmetrischen  Spaunungssystems  zu  erweisen 
(—  eine  das  unsymmetrische  ausschliessende  Entscheidung  wäre  nicht 
möglich  so  würde  mau  darum  noch  nicht  dio  Gruudvorstellung 
von  Maxwell  uud  Hertz  aufzugebeu  brauchen;  denn  die  Existenz 
der  fraglichen  Drehuugsmomeute  wird,  wie  Hertz  1 c.  p.  395  be- 
merkt, mit  derselben  vereinbar,  wenn  man  den  Aether  bei  den  Be- 
wegungen der  Materie  als  ruhend  annimmt,  in  welchem  Falle  aller- 
dings die  Hertz’sche  Theorie  einer  Modification  bedürfte. 

Wie  bei  isotropen  Körpern,  so  bedürfen  auch  in  Krystallen  die 
Spannungen  Ax,  . . . einer  Ergänzung  (—  bestehend  in  den  Span- 
nungen 2ter  Art  — ) wegen  der  Acnderuug  der  dielektrischen  Pola- 
risation durch  Deformation.  Mau  wird  bei  Krystallen  die  sechs,  das 
dielektrischo  Verhalten  bestimmenden  Grössen  KiU  . . *A'jÄ  als 
lineare  Functionen  der  Deformatiousgrösseu  xx,  . . . a>  einführen, 
also  den  Ansatz  machen: 


1)  W.  Voigt,  Theoretische  Studien  Ober  die  Elasticitätsvcrhültnissc  der 
Kry  stalle,  Abhandlungen  der  kgl.  Gc6.  d.  Wissensch.  zu  Göttingen,  34,  18ST. 
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15)  

K\o  ■»  K^  -j—  ^(j|  Xx  “f“  l(ja  J/if  *4“  ^flS  z*  “I-  ^64 1/*  ~l“  ^*G5  *Jf  ”}“  ^OGx* 


worin  im  allgemeinen  36  neue,  dem  Krystall  eigentümliche  Gonstanten 
km,n  Vorkommen  *).  Zufolge  diesem  Ansatz  erhält  man  ( — wenn 
man  den  Index  0 der  Grössen  K auf  der  rechten  Seite  wieder  fort- 
lässt — ) folgenden  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  der  Volum- 
einheit des  deformirtcn  und  dielektrisch  polarisirten  Krystalls: 


woraus  dann  in  analoger  Weise  wie  früher  folgende  Werte  für  die 
Spannungen  2ter  Art  ?tx"  . . . $1//  folgen: 


1)  Der  auf  die  elektrischen  Deformationen  2tcr  Ordnung  der  Krystullc 
bezügliche  Schlusssatz  meiner  Abhandlung  im  N.  Jahrb.  f.  Min.,  Beil.  - Bd. 
VII,  p.  231,  wo  ich  jene  Anzahl  zu  21  angab,  ist  unrichtig.  — Um  den  Ver- 
gleich mit  den  früheren  Entwicklungen  für  isotrope  Körper  zu  erleichtern, 
sei  bemerkt,  dass  für  letztere  zu  setzen  ist: 


17) 


Ä-‘i|  1 kg*  "==3  &3)  '==*  “““4  7TCC 

&12  = ^13  3=3  ^"21  =3  ^31  ~ ^r23  3=3  ^32  = ^ nß 

*44  = h'o  — ha  = — 2 7c(a  — ß) 
während  alle  übrigen  km,n  — 0 werden. 
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Man  hätte  V statt  als  Function  der  elektrischen  Kräfte  — , 

ca*’  cy 

d(p 

— auch  als  solche  der  elektrischen  Momente  oder  Polarisationen 
o,  £,  c,  welche  mit  letzteren  durch  die  Relationen 


a 


Of  d,f 

Ai,  — A isa.. 


1,1  dx 


dy 


dz 


verbunden  sind,  darstellen  können;  die  Form  bleibt  dabei  ganz  un- 
geändert,  nur  treten  an  Stelle  von  Ä'lt,  . . . KXi  andere  Constanten 
Ku\  . . . und  in  17)  an  Stelle  von  kn  . . . ebenfalls  neue 
Constanten  . . . kC6',  welche  definirt  werden  durch 


PA',,' 
Pt,  ’ ' 


' “ “ Ps, 


In  dieser  Form  hat  Hertz  a.  a.  0.  die  von  der  magnetischen 
Polarisation  herrührenden  Spann  ungen  dargestellt ; seine  Constanten 
<***',  Hn,n/  . • • Pn,ia'  • • • Pmt  entsprechen  genau  den  AV, 

].  • i.i  i.  f 

Rjl  , • • • '•J6  • • • “66  * 

Die  Constanten  Kx\  Ay,  Ka,  durch  welche  sich  Kn  \ . . . JTlt' 
nach  den  Formeln  12)  ausdrücken  würden,  sind  die  reciproken 
Werte  der  Uaupt-Dielektricitätsconstauten  des  Krystalls ; sie  würden 
nach  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  also  mit  den  Quadraten 
der  drei  Hauptlichtgeschwindigkeiten,  bezogen  auf  die  Lichtgeschwin- 
digkeit in  Luft  = 1,  übercinstimrren.  Daraus  folgt,  dass  dann  A’j/, 
. . . Klt‘  mit  den  6 das  „Fresncl’sche  Ovaloid“  bestimmenden 

Grössen  und  die  kmiH'  mit  den  von  mir  eingeführ- 

ten‘J,  die  Aenderung  des  optischen  Verhaltens  durch  elastische  De- 
formationen bestimmenden  Constanten  ü*-  identisch  werden,  und 

dass  insbesondere  die  Anzahl  der  verschiedenen  km,u  sich  für  die 
einzelnen  Krystallsysteme  in  genau  derselben  Weise  reducirt,  wie 
ich  es  für  die  am,n  durchgeführt  habe.  Wenn  nun  auch  jene  Ueber- 
einstimmung  keine  vollständige  sein  wird,  so  kann  man  doch  jeden- 
falls sagen,  dass  die  für  hinreichend  langsame  elektrische 

• ••  am.n 

Schwingungen  genau  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  — jr—  für 

V 


1)  F.  Pock«l»,  \Yi«d.  Ana,  37,  p.  151  ; 1889. 
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Lichtschwingnngen,  und  dass  daher  beide  Arten  von  Constanten 
voraussichtlich  von  derselben  Grösscuorduung  sein  werden. 

Diese  Grössen  km<n  und  Hm,n,  von  welchen  die  Aenderung  des 
dielektrischen  und  magnetischen  Verhaltens  in  Folge  elastischer  De- 
formationen abhängt,  zu  ermitteln,  würde  der  Hauptzweck  weiterer 
Beobachtungen  über  Elektrostrietion  und  Magnetostriction  sein.  Denn 
wir  haben  gesehen,  dass  aus  diesen  Erscheinungen  nicht,  wie  man 
oft  meinte,  eine  Entscheidung  für  oder  gegen  die  Maxwell'sche 
Theorie  von  der  Vermittelung  aller  elektrischen  und  magnetischen 
Wirkungen  durch  Spannungen  oder  Drucke  hergcleitet  werden  kann. 
— Wenn  aber  auch  andere  Gründe  voraussichtlich  zur  allgemeinen 
Annahme  der  Vorstellung  Maxwell’s  führen  werden,  so  darf  man 
doch  nicht  vergessen,  dass  diese  selbst,  um  völlig  befriedigend  zu 
werden,  nachMaxwell’s  eigenem  Zugestäuduiss  *)  noch  die  Lösung 
der  schwierigen  Aufgabe  erfordert:  „die  Spannungen  in  einem  dielek- 
trisch oder  magnetisch  polarisirten  Medium  aus  den  bekannten  Prin- 
zipien der  Mechanik,  genauer  gesagt,  der  Dynamik,  zu  erklären". 


1)  Maxwell,  Treatisc  on  Electricity  and  Magnctism  Art.  110,  p.  163 
der  Ucberietzung. 
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VI. 

Osculirende  Kugel  nebst  den  analogen 
Gebilden  für  n Dimensionen. 


Von 

R Hoppe. 


§.  1.  Die  osculirende  Kugel  einer  Raumcurve  ist  das  analoge 
Gebilde  des  Krümmungskreises  einor  ebenen  Curve.  Damit  ist  die 
Frage  nach  einem  allgemeinem  Gebilde  für  beliebig  vielfach  ge- 
krümmte Linien  an  die  Hand  gegeben,  welches  die  zwei  genannten 
als  besondere  in  sich  begreift.  Um  soviel  als  möglich  die  Rechnung 
durch  räumliche  Anschauung  zu  illustrireu,  lasso  ich  die  Herleitung 
der  osculirenden  Kugel  in  solcher  Weise  vorausgehen,  dass  jede  dazu 
verwandte  Operation  sich  sichtlich  sogleich  von  der  Dreizahl  auf  n 
erweitern  lässt. 


§.  1.  Osculirende  Kugel. 

Ein  Punkt  P einer  Curve  s sei  Anfang  der  xyz.  Drei  andre 
Punkte  derselben  P„  P8,  P3  haben  die  unabhängig  unendlich  kleinen 
Bogenabstäudc  Uj,  ?*3  von  P.  Dann  ist  (Stetigkeit  bis  auf  3.  Ord- 
nung vorausgesetzt): 


At=oo  dt*x  uhu 

n “ z uT1  ctc-  (h  = h 2>  3>  (1) 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel,  welche  durch  die  4 Puukte  geht,  ist 
der  Schnitt  der  Ebenen  Et  E3,  welche  die  Sehnen  PPl , PP2, 
PP$  normal  halbircn.  Ihre  Gleichungen  siud: 


den  analogen  Gebilden  für  n Dimensionen. 
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*1*  (*o  — + Vh  (yo  — \yh)  -f  (zo  — Ja*)  — 0 oder : 

^*a,o+^yo  + *»*o  — \rh2  (Ä  = 1,  2,  3) 

nach  deren  Auflösung  mau  erhält: 

4 x0  “ \4X 
wo 


*1 

xt  xs 

r 2 _ 2 r 2 
rl  r2  r3 

y\ 

Vs  l/s 

; dx  — 

'Ji  y%  Vs 

zi 

^2  ZS 

Zl  *2  «3 

r 

und  die  r die  Radienvectoren  bezeichnen. 


(2) 

(3) 


Seien  nun  §,  rj,  £ die  Ooordinaten  eines  der  Punkte  P,,  PÄ,  P3 
in  Bezug  anf  die  Tangente,  Haupt-  und  Binorm&lc  in  P,  und  a,  &,c,, 
aibiei,  a3b3cA  die  Richtungscosiuus  der  genannten  3 Fundamental- 
axen  der  Curve.  Dann  ist  nach  den  Formeln  (1)  bis  auf  3 Ordnung 


uh° 


rjh 


Uh* 

2p 


3p  s . ma3 

F uh3 ; £a  — ^ — 

bp^os  Qqtc 


(4) 


wo  p und  7t  den  Krümmungs-  und  Torsionsradius  bezeichnen , und 

Xh  = ö,  th  + Öj|  4"  as  £a  ] 
yh  =>  £/« 4~  »7A  4-^s^  V (5) 

zu  *=  c,^4“c2 ^*4-  es&  ) 
ist.  Hiernach  wird 


«1  «2  «s 
b%  b3 

cl  c2  c3 


*1  ^2  £3 
Vi  Vi  Vs 

£1  £2  Cs 


1 M,  M,2 

«I  W2  «3 
= V..  « ' ' 

1 U^2 

12  p“  7t 

1 Ug  W32 

(6) 


mit  Weglassung  der  Terme  höherer  Ordnung.  Ferner  ist  nach  Gl. 
(5)  (4) 

ru2  “*  Ca*  4“  »?/«a4-  £a2  ==  wa*  — 12  * * * 


y 2 2/3 

*2  *3 


«« 


% VS 
£2  £s 


4"  rt2 


£2  £3 
C2  ^3 


4"  rt3 


C2  Cs 
Vs  Vs 


etc.  (7) 


Da  nun  J 6.  Ordnnng,  r/,2  2.  Ordnung  ist,  so  sind  in  den  Aus- 
drücken (7)  nur  die  Terme  4.  Ordnung  beizubehalten.  Im  Ausdruck 
(3)  von  Jx  hebt  sich  der  erste  Term  von  rj  gegen  die  r*;  mau  hat 
also  nur  einzuführen: 

Arch.  <1.  Math.  n.  Phys*.  2 Reihe,  T.  XII. 
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ih  =*  Vh\  7/A 


Bg  ma3 
de  6 p*’  ^ 


«V5 


(8) 


daun  wird  im  Ausdruck  (7)  die  erste  Determinaute  mindestens 
7.  Ordnung,  fällt  also  weg,  die  beiden  übrigen  sind  4.  Ordnung,  und 
es  ergibt  sich: 


d r -T 


a * 


WA2  UAS  Uh  — 


«3  Sp 
60*  ds 


Uh2  Uh  WA8 


(A  - 1,  2,  3) 


Uy  U*  Uz 
Cp*7T 


1 2 ' /"  . ^ 

1 Uh  Ul,  ^«2  0 + «3* 

daher  nach  61.  (2)  (6): 

i 3p 

a*o  “ «20~rrt3,T  etc. 


(9) 


Für  einen  beliebigen  Anfangspunkt  ist  hierzu  noch  * zu  addiren, 
* + «*0  ist  die  Coordinato  des  Krümmungsmittelpunkts,  und  der 
Mittelpunkt  der  osculireuden  Kügel  erweist  sich  als  der  Coincidenz- 
punkt  der  Krümmungsaxe,  d.  h.  er  erzeugt  deren  Einhüllende.  Ist 
R der  Radius  der  Kugel,  so  hat  man: 


R2  = 


(10) 


§ 2.  Das  osculirende  der  Kugelfläche  analoge 

Gebilde. 

Das  der  Kugelfläche  analoge  Gebilde  in  «facher  Mannigfaltig- 
keit, welches  wir  kurz  ruude  (m—1)  dehnung  nennen,  ist  der  Ort 
des  Endpunkts  einer  constanton  Strecke  eines  von  festem  Centrum 
ausgehenden  Strahles.  Wird  die  n fache  Mannigfaltigkeit  ausser 
dieser  Bedingung  durch  n—  m lineare  Gleichungen  beschränkt,  so 
ergibt  sich  eine  runde  (m  — 1)  dehnung  als  linearer  Schnitt  der  runden 
(» — 1)  dehnung.  Man  kann  daher  bei  Darstellung  der  runden  (1, 
2.  3,  . . . n — l)delmungen  die  Zahl  n der  variabeln  Coordinateu 
eines  Punkts  unverändert  beibehalten. 

Die  n Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  in  Bezug  auf  n feste 
rechtwinklige  Axen,  deren  Anfang  ein  Punkt  P der  Curve  s sei, 

k 

seien  durch  ®(fc  = l,  2,*  . . »)  oder  kurz  durch  x bezeichnet. 

k 

Ferner  seien  öa  oder  öa(ä  = 1,  2, . . 71)  die  Richtungscosinus  der 

n Fundamentalaxen  Ah.  Deren  Theorie  habe  ich  in  dem  Aufsatz 
XXI.  5.  (TI.  XI.  S.  442)  entwickelt  und  verweise  hier  auf  denselben. 
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Wie  leicht  erhellt,  geht  jede  lineare  («— l)dehnung  durch  den 
Mittelpunkt  einer  runden  (m — l)dehuung,  weun  sie  irgend  eine  Sehne 
derselben  normal  halbirt.  Seien  nun  Pa(A  =»  1,  2, . . . m)  mit  den 
Coordinatea  xn  Curvenpunkte  in  unendlich  kleinen  Bogenabständen 
uh  von  P.  Dann  hat  ein  Punkt  *0  auf  der  linearen  (m  - 1)  dehuung, 
welche  die  Sehne 

n 

PPh  = r/i  =*  y'  £ xh* 

k-l 

normal  halbirt,  die  Gleichuug  zu  erfüllen: 


M 

£ ^xh{x0— ^xh)  = 0 oder  jr*2  (11) 

Um  aber  Mittelpunkt  der  runden  ( m -l)dehnung  zu  sein,  muss  er 
ausserdem  in  der  linearen  m dehuung  liegen,  welche  durch  die  m-f-1 
Punkte  P,  Pj,  . . . Pm  bestimmt  ist,  folglich  für  irgeud  welche 
Werte  der  Parameter  vh  die  Gleichung 

m 

x0  — £ XMVu  (1 -) 

^=1 

befriedigen.  Dieser  Wert  in  Gl.  (II)  eingeführt  gibt: 

t»  ti 

£ £ xkX/u  -=  (13) 

/i=l  *=i 

Gilt  diese  Gleichung  für  A = 1,2,.  . . 7»,  so  sind  die  rn  Parameter 
vM  und  durch  diese  nach  Gl.  (12)  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
x0  bestimmt. 

Zunächst  kanu  man  von  der  linearen  m dehuung  (12)  zur  oscu- 
lirenden  m dehuung  übergehen.  Nach  taylor’scher  Eutwickelung  ist 


A 

•»■“jui  XT“*** 

(14) 

Setzt  man  dann 

m 

w\  «=>  £ Vn  uJ- : X ! 

(15) 

fi=i 

so  wird 

m . 

Xq  — £ 

(16) 

;.=i 


wo  R für  endliche  w verschwindet.  Entwickelt  mau  ebenso  xh  und 
rA*,  so  erhält  man: 


7* 
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rh 


00  00 
«=  2?  £ 
;_l  /i=/+l 

® Ul u 
= £ 


u=2  fl 


I 


Uku 

X\  (#4  — X)\ 


£ x(.X)xi.u~fy 

k= 1 


WO 


II 


*2?  = 2? 
^=i  Jt=i 


{(a;2)bö  — 2z  :r(.“'} 


oder,  da  nach  Differentiation  x = 0 zu  setzen  ist, 


(17) 


#/4  = ^ (*2)^  (18) 

*=i 

Führt  man  dies  ein  und  setzt  zur  Abkürzung 


Aiu  = £ x^xXm) 
i=\ 

so  wird  Gl.  (11)  mit  Vernachlässigung  des  mit  uaw+i 
denden  Restes: 


(19) 

verschwin 


y u'“  my  a iv  _ 

£ - - £ w?.  Aip  = j£  -y-  Bu 


n=\  fi!  i= 


i 


/U=l  t1' 


Sie  wird  durch  willkürliche  wa,  also  für  jedes  A erfüllt, 
die  Coefficienten  der  mau  auf  beiden  Seiten  gleich  setzt. 


man: 


IM 

£^rlAifl  = (fi  = 1,  2,  . . . w) 


(20) 

wenn  man 
Dann  hat 

(21) 


und  nach  Auflösung  des  Systems: 

«V  | Aifl  | (A,  fi  = 1,  2,  . . . w)  = (22) 

£ | Alu  A 2ft  . . . Ar—  l,/i  /?u  .4rfl,/i  • . • Amu  | (fl  = 1,  . . , m) 

und  nach  Gl.  (12): 


ttl 


a-0  «=  $ £ v)  I . 

y=l 


• Ap-i^uB/t  Ap+i,'U  . . . Amu  | : | Aifi  | (23) 


mit  obigen  Werten  von  X und  fi  in  den  respectiven  Determinanten. 
Der  Radius  der  osculirenden  runden  (m  — l)dehnung  ist  dann: 

ro  = V 2 «o2 
*= 1 

und  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  in  Bezug  auf  einen  belie- 
bigen Anfangspunkt 

= *+«0 


Digitized  by  Google 


den  analogen  Gebilden  für  n Dimensionen. 


101 


Aus  der  resultircuden  Formel  (23)  würde  sich  nur  schwer  her- 
lciteu  lassen,  dass  der  Mittelpunkt,  wie  cs  die  Anschauung  fordert 
uud  durch  geometrische  Schlüsse  sich  ergicbt,  auf  der  noi  malen 
linearen  («  —1)  dehnung  liegt.  Doch  folgt  dies  auch  ganz  einfach 
aus  einigen  vorhergehenden  Formeln. 

Auf  der  Rechten  der  Gl.  (20)  fehlt  der  Term  p = 1.  Hieraus, 
wie  auch  aus  Gl.  (18)  erhellt,  dass  ff,  «=  0 ist  Gl.  (21)  ergibt  also: 

m n 

2 «UAAi  = 2 trA  2 x'xtä  = 0 
A=1  A=1  *=1 

Multiplicirt  man  Gl.  (16)  mit  x und  summirt  nach  A:,  so  erhält  man 
(mit  Vernachlässigung  von  11): 

» m H 

2 x‘x{)  = 2 icx  2 x *=»  0 (24) 

*=1  A=1  k= 1 

und  hiermit  den  Satz: 

„Die  Mittelpunkte  der  osculireuden  runden  (1,  2,  . . . » - 1)- 
„dehnungeu  liegen  sämtlich  auf  der  normalen  linearen  (»  — 1 )deh- 
„nung“ 

Zugleich  ergibt  sich  dio  Identität: 

n m 

2x2  «(*)  J A lju  . . . Ar-I.u  ß/iAy+  itM  . . . A,„u  | «—  0 (25) 

k—  1 v—l 

gültig  für  jede  Richtung  der  Abscissenaxe. 

§ 3.  Lage  dos  Mittelpunkts  der  osculireuden 
runden  (m — l)dehuung  in  Bezug  auf  das  Fundamental- 

axensystem. 

Sind  £JÖ,  • • • 4>no  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts 
P0  der  osculireuden  linearen  m dehnung  in  Bezug  auf  die  m ersten 
Fundamentalaxen.  so  ist 

in 

x0  =■  2 UfiSuo  (26) 

/u=2 

Hierdurch  ist  bereits  die  Bedingung  (12)  ersetzt,  uud  damit  i’0  Mittel- 
punkt der  osculireuden  runden  (ra  — 1)  delmuug  sei,  so  braucht  er 
nur  noch  die  Bedingung  (11)  für  h = 1,  2,  . . . m zu  erfüllen, 
welche  nach  Substitution  der  auf  x0  und  x /,  angewandten  Werte  (26) 
lautet: 

m m 

£ — Ja*  = ^^‘{4  = 1,2,.  . . m)  (27) 

(i=l  (i=l 
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Die  Auflösung  des  Gleichuugssystems  ergibt: 


^ ivo  “ \dr> 

(28) 

WO 

d = | Zpk  | (fl,  h — 1,  2,  . . . m) 

4V  — | £;a?2ä  . . . i.jkr^Sip+i'A  . . 

. | (h  — 1,  2 . . . m) 

Nach  taylor’scher  Entwickelung  hat  man: 

w»  / m \ 

Th  “ Ou  ^ £^  ~ 

m-1  ( m-l  n.X  ) 

= £ aJ  £ -±r  t^)+u^Rm-x\ 
fj=i  \ Ä=i  A i ) 


wo  £M(*>  den  Aten  Differentialquotienten  der  Coordiuate  des  laufen- 
den Curvenpunktes  in  Bezug  auf  die  als  fest  gedachte  fite 
Fundainentalaxe  des  Punktes  P,  also  für  constante  bezeichnet. 
Subtrahirt  man  die  zwei  gleichen  Ansdrücke,  so  kommt: 

o — «i«,  | 5 yr 

m— 1 iM.m  1 

+ £ dp  — R,n  - Uhm  Rm- 1 [ 

p=l  ' m - ) 


Alle  Terme  mit  Ausnahme  der  Terme  der  ersten  Summe  für  A ■=»  1, 
2,  . . . m — 1 haben  den  Factor  u/,m,  folglich  sind  die  Coefficienten 
der  letztem  sämtlich  null,  und  man  hat: 

£/,<*>  -0  für  A = 1,  2,  . . . ft  — 1 

daher: 

f 7! ^ 

Sm*  — £ Y\  (29) 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Determinante  .</  ein,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  von  jeder  Summe  (29)  nur  der  erste  Term  in  Rechnung 
kommt,  weil  jeder  folgende  Term  dem  ersten  Term  einer  folgenden 
Summe  proportionirt  ist.  Folglich  ist 


A = 


Uh 


u 


= Uh1 


TI  5*00  n 
U (Ä,  fl 


n=i  w! 


1,  2,  . . . m)  (30) 


Auch  /! r bestimmt  sich  durch  die  gleiche  Betrachtnngsweise,  wenn 
man  zuvor  r/,8  nach  Potenzen  von  uh  entwickelt.  Nach  Gl.  (27)  ist 

m in  ...X 

rh1  ~ £ - £ Cx  ~ (31) 

u=  1 2 A ! v 
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Cx-  £ (!„*)<*>  (32) 

jU=l 

Die  Determiuante  4V  zerfällt  iu  eine  Summe  von  Determinanten 
entsprechend  den  Termen  der  Summe  (31).  Jede  Teildeterminante 
besteht  wieder  aus  Determinanten  entsprechend  allen  Combiuationen 
derjenigen  Exponenten  von  ma,  welche  in  irgend  einer  Folge  die 
Werte  1,2,.  . . m haben.  Von  diesen  sind  die  Werte  v-j-l,  v-j-2, 
. . . m bereits  übereinstimmend  mit  4 festgelegt.  Für  A v geht 
die  Teildeterminante  vou  selbst  in  J,  nur  mit  anderm  Coefficienten 
über.  Für  A <1  v sind  die  Stellen  der  Exponenten  1,  2,  . . . A— 1 
unersetzlich,  bleiben  also  wio  in  4.  Dio  übrigen  Exponenten,  welche 
in  4 ihre  niedrigsten  Werte 

A,  A-f-1,  . . . v— 1 (33) 

hatten,  sind  durch  Erhöhung  in  beliebiger  Folge  auf 

A-f-1,  A-f— 2,  ...  v 

zu  bringen,  was  auf  2p— Weisen  möglich  ist.  Das  Vorzeichen  der  so 
erhaltenen  Determinanten  wechselt  natürlich  bei  Vertauschung  von 
je  2 Exponenten,  die  zur  Herstellung  der  ansteigenden  Reihe  der- 
selben nötig  ist.  Sei  « dio  Erhöhuugszahl  eines  beliebigen  Gliedes 
der  Reihe  (33),  und  beziehe  sich  das  Summenzeicheu  S auf  die  ver- 
schiedenen Reihen  der  a,  welche  einem  v — A zugehören';  dann  wird 


ma/4 


£p(p> 


V m t (7t)  r-1  * <n+a) 

£ ck  n «'•  rr 


x=2 


71=1  n 


s(-iy  ii 


7t=H 


und  nach  Division  durch  24  gemäss  Gl.  (28)  (30) 


£ 


ro 


1 

2 Uv) 


£ 


x=2 


v-\ 


cks(-iy  n 

7t  — X 


$7l(7l  + a) 


(34) 


Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst;  denu  $rA  bezeichnet  dio  Coor- 
dinate  des  Mittelpunkts  der  osculirenden  runden  (m  — 1)  dehnung  iu 
Bezug  auf  die  vte  Fundamentalaxc. 

Da  £ro  von  m unabhängig  ist,  so  ist  der  Wert  (34)  auf  jede 
mehr  als  (v  — 2)  fach  gekrümmte  Linie  anwendbar.  Zu  jeder  (m  — 1). 
fach  gekrümmten  Linie  in  einer  beliebig  mehr  als  (w  — 1)  fachen 
Mannigfaltigkeit  erhält  man  also  eine  Reihe  vou  Mittelpunkten  oseu- 
lirender  runden  (1,  2,  • • • v — l)dehuuugen,  indem  man  zu  den 
v — 1 Coordinaten  aller  vorangehenden  Mittelpunkte  noch  eine  v te 
Coordinate  in  der  hinzukommenden  vten  Richtung  nach  Gl.  (31) 
hinzufügt.  Demnach  bilden  der  vte  und  (v— -l)te  Mittelpunkt  mit 
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dem  laufenden  Punkte  der  Curve  stets  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
und  die  Mittelpunkte  sind  die  Ecken  einer  orthogonalen  gebrochenen 
Linie,  zu  deren  Bestimmung  man  bloss  die  Längen  der  geraden 
Strecken  i10,  £20,  . . . cmo  zu  kennen  braucht 


Zu  ihrer  Berechnung  aus  Gl.  (34)  bedarf  man  der  Werte  der 
nicht  vollständigen  Differentialquotienten  von  Nach  Definition 
hat  man: 

m 

*<*>  - Z ay&fp-) 

,u=i 

woraus: 

Z 

k=l 


Der  Wert  von  Cx  ergibt  sich  aus  dem  von  n*;  denn  nach 

Rciheuentwickelung  von  av,2  erhält  mau: 

n m m n.X 

- Z xh*  = Z 2 -f 

k— 1 k=  1 


Dies  verglichen  mit  Gl.  (31)  gibt: 

o - n "s  (**)<a> 

*■  ! k=l 

Es  wird  sich  wol  empfehlen,  Tabellen  für  die  Anfangswerte  der 
in  Gl.  (34)  vorkommeudeu  Grössen  aufzustellen. 


v-A 

Reihen  der  « 

£ v — A 

Reihen  der  « 

1 

e 

1 

1 

1 5 

11111 

i 

2 

11 

0 

20111 

0 

20 

1 

30011 

1 

3 

111 

1 

12011 

0 

201 

0 

40001 

0 

300 

1 

13001 

1 

120 

0 

20201 

1 

4 

1111 

0 

11201 

0 

2011 

1 

50000 

1 

3001 

0 

14000 

0 

1201 

1 

20300 

0 

4000 

1 

11300 

1 

1300 

0 

30020 

0 

2020 

0 

12020 

1 

1120 

1 

20120 

1 

11120 

0 

(35) 


den  analogen  Gebilden  für  n Dimensionen, 
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A = 1 

2 

3 

4 

Ka  - 0 

1 

0 

-/>,* 

(36) 


— hPl  Pj' 

Pi » P*  • • • die  ®rsto,  zweite,  . . . Krümmung  bezeichnet. 


A 

&<*> 

fX0+D 

1 

1 

0 

2 

Pi 

Pi 

3 

P\  Pi 

VPiP^+Pi  Pt 

4 

Pi  Pi  Pa 

3Pi‘PiPa-\-2pi  PzPa  ~\~P\  Pi  Pa 

5 

PiPiPaPi 

M 

&<>•+») 

1 

~Pi2 

2 

Px~  Pi®  ~ 

~ Pl  Pi1 

(37) 


3 ! 3p,  "p2  -f-  3 p,  p/+Pi  p/'  — Pi  PiPi3  - p,  3p2  — VlPi* 


1 

2 


— ZPiPi 

Pt"  5/>,  — 6p,  *p/  — SptPtPx 

&w+4)  = 


= o 

1_ 
’ Pi 


(38) 


Pt 

PxPi 


P\ 


i ( ^Pi  % i PyPs' Ty  , 2 \ 

PiPa  V p,2  PiP*  p,  * P*  J 

^ i 2p/p/  | Tx  Pa  _ P\Pt 

tPaP*  \ Pi  nJ  ~ »,7?o 


PiPiPaP 4 

6p/* 


' PjP3  PlPa 
tt*  — ---  __  '2Pi'Pv'2  __  Pt  Pi  Pa'  _ 2p/*ps'  Pi2P8' 

^ 7,*27,8  PlPs*  P1P2P3 

t^PjPa  Pt'Pa*\ 


PxP* 


P2P 3 


P3 
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§ 4.  Die  K rümmungsaxen  und  ihre  Coincidenzpunktc. 

Die  Axc  des  Krümmungskreises  eiuer  Raumcurve,  gewöhnlich 
Krümmungsaxo  genannt,  ist  bekanntlich  parallel  der  dritten 
Fundamentalaxe  und  hat  eiuen  Coiucidenzpunkt,  der  zugleich  Mittel- 
punkt der  Krümmungskugel  ist. 

Dies  bietet  Anlass  zu  dreifacher  Erweiterung  auf  mehr  als  zwei- 
fach gekrümmte  Linien. 

Zunächst  betrachten  wir  das  Lot  auf  dem  Raume  der  Krüm- 
mungskugel in  ihrem  Mittelpunkte  errichtet.  Dieses  ist  parallel 
der  vierten  Fuudamentalaxe  und  geht  durch  den  Mittelpunkt  der 
osculirendcu  runden  4 dehnung.  Jeder  ihrer  Punkte  hat  einen  con- 
stauteu  Abstand  von  der  Krümmungskugel,  nämlich  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  sein  Abstand  vom 
Fusspunkte  und  der  Kugelradius  sind.  In  diesem  Sinne  ist  er  Axe 
der  Krümmungskugel,  und  wir  können  ihn  zweite  Krümmungs- 
axe  neunen. 

Alles  dies  ist  von  selbst  oder  aus  dem  Vorigen  klar.  Ob  aber 
die  2.  Krümmuugsaxe  die  2 andern  Eigenschaften  mit  der  ersten 
gemein  hat,  d.  h.  ob  sic  eiuen  Coiucideuzpuukt  hat,  und  ob  derselbe 
der  Mittelpunkt  der  rundeu  5 dehnung  ist,  bleibt  eine  zu  unter- 
suchende Frage. 

Die  vorstehende  Betrachtung  lässt  sich  auf  die  ganze  Reihe  der 
osculirendeu  ruuden  //tdehnungen  ausdehnen.  Im  Voraus  ist  be- 
kannt, dass  die  Verbinduugsgeraden  der  successiveu  Mittelpunkte 
Stücke  der  successiven  Krümmuugsaxen  sind,  uud  dass  die  mte 
Krümmungsaxo  die  Richtung  der  (m-j-2)ten  Fundamentalaxe  hat 

Die  Bedingung,  ucter  der  eine  beliebige  variireude  Gerade  in 
»facher  Mannigfaltigkeit 

z = o-| -au 

wo  a den  Richtungscosinus  bezeichnet,  einen  Coiucidenzpunkt  z hat, 
ist  dz  — 0,  wird  also  gebildet  durch  die  n Gleichungen: 

Ü = da-\-adu~{-uda 
und  nach  Elimination  vou  » und  du: 

1 a da  dx  J = 0 
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gültig  für  alle  Combinationen  von  3 unter  den  « Coordinaten  « und 
den  zugehörigen  a. 

Die  ( m - 2)te  Krümmungsaxe  hat  die  Gleichungen: 

m— 1 

z = x-\-  £ ak'£h-\-amu 
A=1 

daher  lautet  die  obige  Bedingung: 

m — 1 

| a,n  am'  (x-f-  £ cihih)'  | ■=-  0 
h- 1 


Da  nun  x‘  — «,  und  nach  T.  XI.  S.  446  Gl.  (13) 

«/.'  -=■  l>hdh\ i — J)h-\  <lh- 1 

ist,  so  ergibt  sich: 

M» — 1 

| a„t  um'  Ö,  -f-  £ {rtA^A'4-  (phOh  + l — ]>h-l"h-\)  |ä}  | 

oder  (mit  Beachtung,  dass  p0  — 0,  £0  — 0,  «w,+i  = 0 ist): 

w— 2 

| am  am- 1 at  -j~  2 «* (iV — ph'ih+i  i>h-i'£h-i)  | «**  ü 

h=z\ 

Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn 

»0  für  h = 2,  3,  . . . m — 2 

i für  Ä _ i 

Für  ä — 1 ist  in  der  Tat 

J9a£a+i  — 1 ; lh'  = 0;  £a— i = 0 

Ferner  ist  £*0  ein  Punkt  auf  der  ( h —2)  ton  Krümmungsaxe,  folglich 
muss,  damit  ho  Coincidenzpunkt  der  (ä  — 2)  ten  Krümmungsaxe  sei, 

ho  — pA^Af  i.o  -\~ph— i*5a-i,o  = für  li  = 2,  3,  . . . m — 2 (40) 

sein.  Dieser  Bedingung  genügen  identisch  die  Werte  der  letzten 
Tabelle  von  § 3.  für  h =■  2,  3,  4.  Daher  haben  die  erste,  2te,  3to 
Krümmungsaxe  zu  Coincidenzpunkteu  die  Mittelpunkte  der  osculiren- 
den  runden  (2,  3,  4)  dehuungen.  Die  identische  Gültigkeit  der  Re- 
lation (40)  für  jedes  h zu  beweisen  ist  mir  nicht  gelungen.  Findet 
sie  statt,  so  dreht  sieb  im  Fortschritt  der  Curve  das  System  der 
Krümmungsaxen  momentan  um  deren  Durchnittspunkte.  Bewiesen 
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ist  vor  der  Hand,  dass  die  2 genannten  Eigenschaften  der  ersten 
Krümmungsaxe  nicht  auf  diese  beschränkt  sind,  sondern  zunächst 
auch  in  4 und  5 fachcr  Mannigfaltigkeit  für  3 und  4 fache  Krüm- 
mung der  2ten  und  3teu  Krümmungsaxe  zukommen.  Darüber  hinaus 
reducirt  sich  dann  die  Bedingung  (40)  auf  ihre  Gültigkeit  für  /»=>  5, 

6,  . . . vi  — 2 

Mit  Gl.  (40)  ist  gleichbedeutend: 

£ <thXho‘  =0  (A  *■=  5,  6,  . . . m — 2) 

*=  l 

Bemerkenswert  ist  ferner,  dass  nach  Gl.  (39)  und  (40)  die  lh0  die- 
selbe Relation  zu  erfüllen  habeu  wie  die  ah. 


Digitized  by  Google 


AfisceUen. 


109 


XXI. 

Miseellen. 


1. 

Eine  räumliche  Betrachtung:  der  Dreieckspunkte. 

In  jedem  Dreiecke  lassen  sich  die  Höhen  desselben  als  die 
axouometrische  Projection  der  drei  zu  einauder  orthogonalen  Achsen 
des  Raumes  auffassen. 

Es  erscheint  somit  Fig.  1.  das  Dreieck  xyz  als  Spurendreieck 
und  sein  Höhensclmittpunkt  A als  die  axonom.  Proj.  des  Achsen- 
ursprunges. m der  Mittelpunkt  der  der  körperlichen  Ecke  Axyz 
umgeschriebenen  Kugel,  erscheint  als  Mittelpunkt  des  dem  Spuren- 
dreiecke umgeschriebenen  Kreises,  und  seine  Projectionen  sind  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  desselben. 

Die  Projectionen  der  Seitensymmetralpunkte  sind  pt1  fi3.  Die 
Punkte  A,  m, , mSl  m3}  p,,  p2,  p8,  m sind  also  dio  Ecken  eines 
Parallelepipedes,  dessen  umgescbriebene  Kugel  ihren  Mittelpunkt  in  o 
dem  Mittelpunkte  des  Steincr’schen  Neunpunktkreises  hat,  mit  Be- 
rücksichtigung der  elementar  geometrischen  Auffassung  des  ganzen 
Gebildes.  Die  meisten  Sätze  des  Parallelepipedes  können  also  für 
diese  Punkte  in  Anwendung  gebracht  werden.  So  folgt  z.  B.  daraus 
der  Satz: 

In  jedem  Dreiecke  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des 
umgeschriebeneu  Kreises  von  einer  Seite  gleich  der  Hälfte  des  zu 
dieser  Soite  gehörigen  oberen  Höhenabschnittes.  oif  o*,  o8  die  Proj. 
von  o sind  Mittelpunkte  von  Kreisen,  die  durch  A und  bezüglich 
i»j,  m2t  m3  gehend  die]  Höhen  über  der  anliegenden  Seite  des 
Sporendreieckes  hälften. 

a der  Schwerpunkt  des  Spurendreieckes  tritt  als  Ecke  eines 
Parallelepipedes  auf,  das  durch  die  Verbindung  der  Seiteudiagonal- 
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Schnittpunkte  des  Neunpunktkreisparallelepipedes  mit  den  übrigen 
Ecken  dieses  erhalten  wird.  Seine  Projectionen  s„  s2,  s3  sind  die 
Schwerpunkte  der  Projectiousdreiecko  Axy , Atz  und  Ayz.  s liegt  also 
auf  der  Diagonale  Am,  und  es  ist  sowol  im  Raume  wie  in  der  Proj. 
Ao  =«  om,  os  = Jom,  mz  = J/lm,  u.  S.  W. 

Construiren  wir  Fig.  2.  die  Punkte  c„  c2y  c3,  die  bezüglich  der 
Proj.  Ebenen  symmetrisch  liegen , also  Mittelpunkte  von  Kugeln 
sind,  die  auch  durch  die  Eckpunkte  der  Proj.  Dreiecke  gehen,  so 
erhalten  wir  durch  die  Verbindung  mit  dem  Punkte  m eine  Polar- 
ecke zu  A und  durch  die  gegenseitige  Verbindung  ein  mit  xyz  cou- 
gruontes  Dreieck. 

Der  IiÖhenschnittpuukt  und  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen 
Kreises  eines  Dreieckes  siud  also  keine  so  weit  verwandten  Punkte, 
sondern  sie  sind  reciprok.  Die  beiden  sich  durchdringenden  Vier- 
flächner haben,  zur  Grundgestalt  ein  rechtwiukeliges  Parallelepiped 
(in  der  gegebenen  Betrachtung),  bilden  also  einen  sternförmigen 
Körper,  dessen  Einhüllende  ein  rhombisches  Prisma  Ac2zcayctxm 
ist.  Die  Kugel  um  m durch  A ist  gleich  der  Kugel  um  A durch  m; 
nicht  nur  in  der  Proj.,  sondern  auch  im  Räume  ist  x von  m,  c„  c2 
u.  s.  w.  gleich  weit  entfernt,  und  das  Dreieck  o,  m c2  mit  der  Spitze 
x ebenso  wie  die  analogen  Dreiecke  fordern  eine  Ergänzung  zu 
Rechtecken  und  Pyramiden,  die  durch  A oder  m zu  Oktaedern  ver- 
vollständigt werden. 

Von  ganz  ausserordentlicher  Tragweite  ist  die  elementare  Be- 
trachtung mit  Bezugnahme  eines  Höhendreieckes  z.  B.  x1ylz1.  Die 
projicirteu  Achsen  sind  Winkelhalbirende;  ihr  Schnittpunkt  der 
Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises;  ihre  Schnitte  mit  den 
Seiten  des  Spurendreieckes  Mittelpunkte  der  angeschriebenen  Kreise, 
deren  Radien  durch  die  Schnittpunkte  des  Höhendreiseites  mit  den 
Verbindungslinien  der  reciproken  Punkte  A und  m mit  xy  y,  z be- 
stimmt sind.  Diese  Schnittpunkte  sind  zugleich  die  Berührungs- 
punkte der  Kreise,  und  ihre  Entfernung  kann  nach  dem  Satze  von 
der  Grösse  der  Tangenten  an  2 Kreise  und  dem  Dreiecke  x,  ytzt 
geprüft  werden,  mx  muss  z.  B.  senkrecht  sein  aufz^,,  weil  dem 
Parallelismus  der  Linien  zufolge  Wkl.  mxy  = Acac2  =*  zc2ca  =>  zyA 
= Axz  = . . . ist. 

Die  Unzahl  der  congruenten  Dreiecke,  der  gleichen  Winkel,  der 
Bestimmungspuukte  von  Kroispcripherien  und  die  ausgezeichnete 
Harmonie  machen  das  Ganze  zu  einem  wunderbaren  Gebilde , das 
in  seiner  Proj.  wie  im  Raume  ähnliche  Erscheinungen  zeigt. 

Diese  erreichen  eine  interessante  Höhe,  wenn  man  die  gegebene 
Betrachtung  nicht  bloss  für  ein  Dreieck  anwendet,  sondern  dieselbe 
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Betrachtung  auch  bei  seinem  Höhendreiecke  ausführt.  Bann  er- 
scheinen Winkelhalbirende  als  Höhen  und  umgekehrt,  und  die  Ver- 
einigung löst  die  Aufgabe:  Man  construiro  eiu  Dreieck  aus  einer 

Seite  z.  B.  xy , einem  anliegenden  Winkel,  etwa  Wkl.  xyz  und  der 
Summe  der  Höhe  aus  diesem  Winkel  und  ihrem  unteren  Abschnitt, 

also  s=xyA-\-Ay |,  wodurch  die  Dreiteilung  des  Winkels  mit  Hilfe 
von  geraden  Linien  gelöst  erscheint.. 

Wird  der  Winkel  XAY  durch  die  Geraden  1 und  II  in  drei 
Teile  geteilt,  und  zeichnet  man  mit  einem  beliebigen  Radius  um  A 
einen  Kreis,  so  wird  DB‘  ■=*  B' H. 

DH  ist  stets  senkrecht  auf  II  und  trifft  die  Normale  anf  AX 
im  Punkte  B.  Der  Halbkreis  über  AB  als  Durchmesser  geht  durch 
B’,  und  sein  Schnittpunkt  mit  dem  Strahle  AY  mit  B verbunden, 
ergänzt  AB  und  AB'  zu  einem  Dreiecke,  dessen  Höhenschnittpunkt 
H ist. 

Da  Wkl.  XI  =*  III  =■  II Y,  ist  auch  arcAE  = arc  EB‘  — 
areÄ'A'.  Ferner  ist  AB  = BD.  Wir  kennen  also  vom  Dreiecke 
ABC  die  Seite  AB,  den  Wiukel  ABC,  die  Summe  aus  der  Höhe  BB' 
und  dem  untern  Höhenabschnitt. 

Graz.  Chladek  Franz, 

Techniker. 


2. 

Ueber  gewisse  Gleichungen  und  Constanteu  der  mechanischen 
Quadratur  und  der  Mechanik  ebener  Figuren. 

Man  kann  die  reducirte  Pendellängo  einer  ebenen  Figur  für 
eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Aufhängungsachse  x = xp , wenn  die 
Breite  der  Figur  in  der  Entfernung  x vom  Coordinatenanfang  f{x) 
ist,  ihrem  mathematischen  Ausdruck 

/(z  — xp)*f(x)dx 
f (x  Xp)  f(x)dx 

zufolge  als  Schwerpunktsabstand  einer  neuen  Figur  von  der  Auf- 
hängungsachse anseben,  deren  Breite  (x  — xp)  f(x)  ist.  Hiernach 
verschwindet  ebenso  wie  das  statische  Moment  um  die  Schwerpuukts- 
achse  x *=»  xa 

f (x  —x»)  f(x)  dx  = 0 

auch  das  Integral: 
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f(x  — xp)  ( X — xq)  f(x)  dx  = 0 ; 

wenn  xp  und  xq  die  Coordinaten  einer  Aufhängung«-  und  zugehörigen 
Schwingungsachse  sind.  Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass 
die  beiden  Geraden  x = xp  und  x «=■  xq  nicht  nur  unter  einander 
(Reversionspendel),  soudern  auch  mit  jeder  Geraden,  deren  Coordi- 
nate  x die  Gleichung  f(x ) = 0 erfüllt,  vertauscht  werden  können, 
welches  letztere  der  vorhergehenden  Gleichung  zufolge  auch  für  die 
Schwerpunktsachse  * = xs  gilt. 

Sind  sämtliche  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  0 reell,  so 
verknüpft  sie  einerseits  mit  xs,  andererseits  mit  zwei  zusammen- 
gehörigen xp  und  xq  dieselbe  Gleichung,  welche  die  Abscissen  in 
einem  den  Grenzen  der  ebenen  Figur  entsprechenden  Intervall  er- 
füllen müssen,  damit  vermittelst  der  zugehörigen  Functionswerte 
über  dasselbe  mit  einer  um  eiuen  Grad  höheren  Genauigkeit  mecha- 
nisch quadrirt  wird,  als  die  Zahl  der  Ordinaten  erwarten  lässt;  eine 
Uebereiustimmung,  welche  man  auch  unmittelbar  aus  dem  Genauig- 
keitsgrade dieser  Quadraturformeln  ableiten  kann,  indem  man  eben 
mit  Hülfe  dieser  letzteren  die  zur  Bestimmung  des  statischen  und 
des  Trägheitsmoments  führenden  Integrationen  erledigt. 

Berlin,  d.  28.  10.  92. 


Rudolf  Skutsch. 


ß igle r:  Lamfschc  Functionen  2.  Art. 


113 


» 


VIII. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Lamd’schen 
Functionen  zweiter  Art. 


Von 

Ulrich  Bigler. 


Schon  der  Umstand,  dass  Heino  in  seinem  Handbucho  der 
Kugelfunctionen,  Bd.  1,  Absatz  c des  § 87,  die  Differentialgleichung 
für  die  mit  S und  C bezeichneten  Kugelfunctionen  anruft,  beweist, 
dass  die  in  Gleichung  (58,  c)  mit  f bezeichneten  Functionen  zweier 
Variabein  (?f,  t?)  (mittelbar  £,  £)'  einer  Kugelfläche  und  nicht  der 
Oberfläche  eines  Ellipsoides  augehören.  Die  Gleichungen  (58)  und 
(58,  a)  werden  im  Verlaufe  gar  nicht  mehr  gebraucht,  sondern  der 
Leser  hat  sie  durch  x = pcosG,  y = psiuöcos^,  * = p sin  ©sin  y/, 
verbunden  mit  dem  System  (58,  b)  zu  ersetzen.  Die  drei  Flächen, 
welche  Herrn  Heine  einen  Punkt  des  Raumes  bestimmen,  sind  durch 
die  drei  Gleichungeu 


= Q 


2.  __i 

,.2  r „2 


y 


b* 


*2 


0 


t’2  £>*  — Ü®  c2 — vs  ^ 

bestimmt.  Eine  Schaar  concentrischer  Kugeln  wird  von  zwei  Schaaren 
confocaler  Kegel  geschnitten.  Nur  unter^dieser  Bedingung  geht  aus 
der  Gleichung  [jK=  0 (Differentialparameter  2.  Ordnung)  die  Glei- 
chung (58,  c)  hervor,  indem  man  entweder 


V = £ Qnfu,  oder 

n=0 


V 


00 

71  = 0 
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setzt,  jenachdem  das  Potential  V sich  auf  einen  innerhalb  der  mit 
Masse  belegten  Kugelfläche  befindlichen  Punkt  oder  auf  einen  äussern 
Punkt  bezieht.  Wenn  aber  eine  dreiaxigo  Ellipsoidfläche  mit  Masse 
belegt  ist,  so  soll  nach  Lainö  das  Potential  V für  einen  innern 

n n n 

Punkt  durch  ein  Aggregat  von  Producten  wie  E(q)  . E (n)  . E ( v ) 

m in  m 

und  für  einen  äussern  Punkt  durch  ein  Aggregat  von  Producten 


n n n 

wie  F(q)  . E(n)  . E(v)  dargestellt  werden,  wo  F eine  Function 
m in  tn 


zweiter  Art  ist.  Bei  dem  System  von  Flächen,  das  Heine  hier  im 
ersten  Bande  zu  Grunde  gelegt  hat,  hat  er  uur  den  Gegensatz  von 


(*M  und  und  man  begreift  nicht, 


wio  er  von  der  Vorstellung 


einer  Poteutialfunction  P aus  zu  den  Lamä’schen  Functionen  zweiter 
Art  gelangt.  In  Bd.  II  hat  Heine  aber  Potentialfunctionen,  denen 
ein  allgemeines  System  confocaler  Flächen  zu  Grunde  liegt. 


In  §.  101.,  Bd.  I,  versucht  Heine,  der  Lamö’schen  Function 
2.  Art  eine  andere  Darstellung  zu  geben,  die  sich  von  F(x)  nur 
durch  einen  constunten  Factor  unterscheidet,  gibt  sich  aber  keine 
Mühe,  denselben  zu  berechnen.  Er  tut  Unrecht,  diese  Con- 
stante  eine  numerische  zu  nennen,  da  sie  doch  bei  ihm  eine  alge- 
braische Function  von  b 2 and  c2  ist.  Ich  habe  mich  nun  daran 
gemacht,  diese  Constante  zu  bestimmen  und  erlaube  mir,  meine 
Resultate  hier  zu  veröffentlichen. 


Ich  erkläre  ausdrücklich,  dass  ich  als  erste  Flächenschaar  nicht 
concentrische  Kugeln,  sondern  confocalo  Ellipsoido  vorausetze.  Die 
Ilalbaxenquadrate  eines  solchen  seien  x — a,  x — 6,  x — c , wo  a <6 
<s  c x.  Die  Lamö’scho  Function  erster  Art  ist  P(x)  — (x — a)a. 

(x  — b)ß(x  — c)'/  X Gfa)»  [wo  Q{x)  = Xv  — li3Xv  * 

-f-  . . . — j—  ( — 1 ) r eine  ganze  Function  vten  Grades  von  x , und 

durch  keines  dor  drei  Ilalbaxenquadrate  teilbar  ist],  welche,  wenn 

, dx 

dt  -»  

2y(a:  — a)  ( x — b))x  — c ) 

gesetzt  wird,  der  Bedingung,  dass 

1 d*P(x) 

P( x)  * d2t 

eine  ganze  Function  von  x soi,  genügt.  Es  werde  noch  beige- 
fügt, dass  jede  der  drei  Zahlen  2a,  20,  2y  entweder  null  oder  eine 
ganze  positive  Zahl  sein  soll,  damit 
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n «=■  2(«  + /S-f- y-}-r) 

Es  ergibt  sich  dann,  dass 

1 B*P(x)  t in 

r&-  -37*- = »(»+>)*+ 

E — (4 n — 2)  (dj  aa ßb yc)  — n2  (a  -j-  b -f-  c) 


die  Exponenten  «,  0,  y sind  keiner  andern  Werte,  als  0 und  | fähig. 
Der  Coefficient  <Ja  in  der  Funct.  Q erscheint  als  ganze  Function 
Iten  Grades  von  <7,  mit  reellen  Coeffieienten;  <f,  ist  Wurzel  einer 
Gleichung  (v-f-l)*011  Grades,  die  lauter  reelle  und  verschiedene 
Wurzeln  hat;  jeder  Wurzel  d,  entspricht  ein  Polinom  Q(x).  Die 
Gleichung  Q(x)  «=>  0 hat  nur  reelle  und  ungleiche  Wurzeln,  die 
für  jeden  andern  Wert  dk  auf  andere  Weise  in  die  zwei  Intervalle 
b <^x  < c verteilt  sind. 


Es  sei  nun  T(x ) ein  zweites  Integral  derselben  Differentialgl., 
welcher  I\x)  genügt,  das  sich  von  diesem  nicht  nur  durch  einen 
constanten  Factor  unterscheidet.  Dann  ergibt  sich  durch  Subtraction 
beider  Differentialgleichungen,  derjenigen  für  T und  derjenigen  für 
P,  die  Gleichung 

1 0«P  1 02P 

T ‘ cP  F dt*  ""  0 

das  heisst 


oder 


const. 


0 

dx 


const. 


2 V 13  (je  — a)  X P* 


Heine  verlangt  nun,  dass  in  der  Entwicklung  von  T nach  fallenden 
Potenzen  von  x der  Coefiicient  der  höchsten  Potenz  von  x gleich  1 
sei.  Denkt  man  sich  * sehr  gross,  so  ist 


P — 


n 

2 


x : 


folglich 


1 

2V I7(a:  — o)  X P* 


T 

P 


const. 

2n-J~l  X *' 


T 


const. 
2n  -yi 


also 

Es  ist  somit 


const.  = — (2n-f-l) 


8* 
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8 _ 2» -f-l  

dx  [p(x)J  ” “ 2 Yrf(x~  a~)  X ^ix) 

also 

00 

I.  'l\x)  = (2n4l)  . P{x)  i — v — 

V T / ; J 21/27(2— a)P»(2) 

X 

Heine  behauptet  nun  in  seinem  Lehrbuch  der  Kugelfunctionen  Bd.  I, 
Seite  386,  mit  Recht,  dass  diese  Lamß’sche  Function  zweiter  Art 
elliptische  Integrale  nur  der  ersten  und  zweiten,  nicht  aber  der 
dritten  Gattung  enthalte,  weist  aber  diese  Behauptung  nur  für  die 
Exponeutengruppo  (a,  ß,  y)  = (0,  0,  0)  nach  und  stellt  auch  hier 
unfertige  Ausdrücke  auf.  Ich  will  nun  diesen  Satz  ohne  jegliche 
Beschränkung  uachweiseu,  und  zwar  erstens  dadurch,  dass  ich  zeige, 
dass  in  T keine  logaritkinischen  Unstetigkeiten  vorhauden  sind  und 
zweitens  will  ich  T wirklich  für  alle  Exponeutengruppen  in  ellip- 
tische Intograle  umsctzen. 

Es  ist: 

P(x)  = I7( x — d)a  Q(ar) 

also 

00 

nx)  - (2«41)  . Fix)  ■f  2/1 (a  — a)2a+'l»CJ*(*/ 

x 


Die  Polo  dieses  Integrals  liegen  in  z — a,  b,  c,  s,,  xt,  . . . xr, 
wenn  die  x die  Wurzeln  der  Gleichung  Q(x)  «=»  0 sind.  In  der 
Nähe  von  a setze  mau  z =>  a-fn*,  daun  ist 


. 1 


Q-ia) 


(- 


... 

* Q W + 


also 


<lz 

2 i/(z-a)2“+‘ » “ C0DSt 


du 

uAa 


da 

2/7(z1-a1)2«+,l.  . Q*öö 


du 


du 


du 


A ‘ tfa  + D • ^40^2  4"  C • ^4a— *4  4 • • • 


n 


w* 


Ist  nun  a — 0,  so  kommen  nur  die  Integrale  J ^ du,  J u1  du, 

J uAdu  und  so  fort  vor;  ist  aber  a = so  bat  man  J ^du, 

y*  , const 

« 'du  u.  s.  f.;  es  ist  also  nur  die  rationale  Unstetigkeit  ~r — - 

Vc  — a 
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möglich.  Aehnlich  verhält  sich  das  Integral  in  der  Nähe  der  beiden 
andern  Pole  b and  c.  Im  Bereiche  einer  Wurzel  x,  der  Gleichung 
Q(x)  0 setze  man  x = Xj-l-tc,  und  entwickle  nur  zweigliedrig. 
Dann  ist 

Q(x)  — Q‘  . . te2-f-  . . . ; 


1 i / q"  \— 2 i q"  i 

Q2  ” Q'3"5»  \1+  i Q> *  * • ' * ) “ ~~  Q7»  ‘ w 

-}- const.  W + . . .. 

JH(*  — o)-»— V.  = — . w+.  . . ) 


Ferner  ist 


somit 


2/7(x  — a)2 3 * *«»*  * . QHx)  2/7(x,  — . Q'2(x,) 

• C*  _ (f  + W + • ‘ ) 


Nun  ist  bekanntlich 


o Q"(x)  . Q'(x)  4o-j-l  2(/3+y)8  _ n(»-fl)r+£ 

Qlx)  ' Q(x)  ’ x — a ' (x — b)(x~  c)  2ll(x  — a) 


Q(x)  Q(x) 
also  für  x — Xj  erhält  man 


2 11  (x  — a) 


2<r<*,)+Q‘(*i)  • x = o 


Xj  — rt 


Wendet  man  diese  Relation  oben  an,  so  folgt 


2/7(x-a)*“t,I.  . Q2(*)  “ 2// (Xj  — «)2a+ 1 i*  . Q'*(x,) 

. const.  -f-  const.  to  + * * ) 

und  man  erkennt,  dass  nur  Integralo  wie  /?•  / dict  ic  d w 

etc.  Vorkommen.  Es  ist  also  auch  hier  nur  die  rationale  Unstetig- 
const 

vorhanden  und  ähnlich  verhält  sich  das  Integral  in  der 


keit 


X — X, 


Nähe  der  andern  Wurzeln.  Das  Integral  T enthält  also  nur  ratio- 
nale Uustetigkeiten , wodurch  der  Ausschluss  elliptischer  Integralo 

3.  Art  schon  klar  gelegt  wird. 

Nun  soll  aber  T wirklich  in  elliptische  Integrale  umgesetzt  wer- 

den. Wenn  der  Kürze  wegen 
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gesetzt  wird,  so  ist 


p «=  77(2 — a)~2o—‘l* 


7 ’<■>  - • r(x)  ■ f I 


Q*(») 


sc 


und  man  hat  Q*(z)  in  Partialbrüche  zu  zerlegen.  Wenn  z — x,  -f-Ä, 
ä sehr  klein,  so  werde  ich  während  der  Rechnung  da9  Argument  x, 
der  Functionen  Q\  Q'\  . . . nicht  schreiben.  Da 


so  ist 


wo 


Q(*,+ h)  — Q'  . Ä + $Q"  . ha  -f  . . 


$*(•)  " Q 


.7Ä1  (X  - ö7  • * + • ' •) 
4a-j~l 


QT 

Qf 


Tj~  a 


also  allgemein 

1 s 1 r 1 ' i i .4a  -Hl  1 ] 

0*. W “ ‘ L(*— *i)8  *.-«  * *-«•!. 

wo  das  Summenzeichen  & sich  auf  alle  Wurzeln  xx,  ar„  . . . , 
erstreckt.  Setzt  man 

'■  - non—)/  r\i7h).  + i ■ - 


X» 


so  ist 


Es  ist  nun  J y aus  dem  Ansdruckc  für  i,  weg  zu  bringen. 

0 77  (e  — <i)'  »— 2« 


02 


2 — x. 


P 

(3  — X^8 


— 77 (a  — - *,) 


. £ (z  — b)  C z — c ) J 


Wenn  man  innerhalb  der  Klammer  alles  nach  Potenzen  vou  * — xj 
ordnet,  statt  «,  £,  c die  Elemente  x,  — a,  xt  — 6,  x1  — c gebraucht 
und  beachtet,  dass 

2 [(*,-»)+(*! -<0]  - £(l-SHß+r))(.*i-°) 

so  findet  man 
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d II  (x — a)1  *~2a T 77  (xx — a) 

dz  ' m — a ^ L (z  — 

l4-4a  1 

- 2-J—  (*,-*)(*,-<;)  . — — 

& Z — Xy 

— 2-S(/S  + y)  (*!  — a)-f  £(1  -4 Za)(z—xt) 

Es  ist  also 

N 

Lx  — lim  . N 77(3  — a)'].-2«! 

(N—  «o)  [ | J 

x 

N 

+ J*  V ( 2 xi)  — 2‘Z(ß-j-y)(xl  - a <i*j 

x 


Za  ist  der  Werte  0,  jj,  1 fähig.  Im  ersten  Fallo  wird  der  Func- 
tionsuntorschied  gross  wio  — A’f*  und  das  Integral  wie 


A^l. 


Man  kann  also  nicht  unmittelbar  AT  «=*  oo  setzen,  sondern  es  muss 
vorher  eine  (die  Symmetrie)  Ausgleichung  zwischen  dem  Fanctions- 
unterschiede  und  dem  Integrale  Statt  findeu.  In  den  übrigen  Fällen 
dagegen  hat  man  sogleich 

, 77(*  — a)M»-2« 

Ly  

X Xy 

CO 

-f-  f — «))* 

X 


Im  Falle  (0,  0,  0)  ist 


Ly  = lim  . 

(A-oc) 


f _ Vl7(»  — a) 

) z — x 


N 


N 


r'l  + */y!lfc 


dz 


x 


Um  die  Unstetigkeiten  au  der  obern  Grenze  aufzuheben,  schreibe 
man 
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iV 

V(a — 6)  (z — c) y n (z  — a)\ 

V*— a *1  ) 

* 


IV 


+ i f ( -2 1 y^-~b2^r*) 

V \yn(z  — a)  O*  yz-a  ) 


Der  Functionsunterschied  wird 


N _ 

( xt  — a y(z-b)(z  — c)\  g,  — a y(x  — b)  ( x — e ) 

) z—xt‘  yi—x  i ""x  — *1  VaT-'a 

x 


und  unter  dem  Intcgrationszoichen  wird  der  eingcklammerte  Aus- 
druck gleich 


wo 

und 


(z  — b)  (z  c) 


Vm.-a j 


— (n—c)  ~(z 


(z-xt)  — (z-  c)  = c-x, 


( z—b)(z  — c ) \ z~~b 


z — « 


Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  also 


c — g 


yn(z-a) 


~~r  — (c  — a)  . 


Endlich  ist 


Vz-  ft 

(z  — «)*  * V*  — c 

IV 


*1  ö V(?  ^ g)  . C g, 

y x — o 2 


X — Kl 


f 


dz 


y ri(z — a) 


IV 

c — a V*  — 6 . rfz 

2 t/  (z — «)**  V* — c 
x 


wo  IV  — oo  zu  setzen  ist.  In  keinem  Falle  kommen  logarithmi- 
sche  Unstetigkeiten  vor.  Alle  Integrationen,  die  man  zu  vollziehen 
hat,  führen  nur  auf  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Art. 
Ich  habe  mich  gewöhnt,  beim  sweischaligen  Hyperboloid,  wo  x 
zwischen  a und  b hin  und  her  geht, 
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= x — o (c  — a)Jc*  S*ti, 


b — x = (c  — a)k2 e — x = (c  — a)  D7u 
zu  setzen,  so  dass 

dt 


du 


Ye  — a 

wird.  Beim  Ellipsoid  ist  aber  x — a >*<?—«,  folglich 
Man  kann  sich  also  das  Argnment  u zwischen  K-\-L  und  L befind- 
lich denken  und  u = L—w  setzen, 

dt 

" Y(Y-a) 

wo  tr  positiv  ist.  Die  Ilalbaxen  des  Ellipsoides  sind  dann 

Yx  — o 


ferner  ist 


Vc  — o 
Sir  ’ 

Yx  — b = V<5  — a 

Vx — c = 

/ Cw 

Vc-a  * S* 

N 

>fvW 

x 

10 

— a)  y c — a * 

Dto 

Sw’ 


N 


, r Vt» — '&)  • <fc 

(» — o)*  • Y*  — 


E am  w 

Y(c—  a) 


und  somit 


a Y(x— b) (x—c)  1 

Ij\  — z z 7 — f-  — ( (c — arj)?«?  — (c  — a)Aam  ic) 


x — x. 


Yx- 


Y c — a 


folglich 


2»  4-1  1 

T(x)  - — 3-  X P(x)  X S Yfjz w yr~. 

i U(x , — o)Q(i,) 

r«.—  Y~^-~büx-b) , i /, 

• ~+  yr^  V— **■  “ 


(c  — o)£am  tr 


)] 


Weil 
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Bi  gl  er'.  Einige  Bemerkungen  üher 


x — xl  — * — a — (jfj  — o) 
so  ist  auch 


f s S1  w' — S*tc 
(c  — «)  . 


T(x)  - 


wenn 


X P(x)  X f 

1 1*  Sw, Cu?  Die 
SV'  L<S*ic' — S*io 


Ye  — a 

H(x1  — a)  . Q'(<r,) 

. S*  w'  — C*  te‘  X tc  — ■SV1 *  X -E  am  w 


xx  — a 


gesetzt  wird. 


c — a 

SV,’ 

r,  — C 


(c  — ö) 


D*wi 

* SV,  * 


— (c  — a) 


Ciir1 
S*tc  | 


Was  die  übrigen  7 Fälle  betrifft,  so  kann  eine  Unstetigkeit  der 
in  Lx  vorkomraenden  Integrale  nur  in  * — a,  b,  e gesucht  werden. 
Iu  z — c z.  B.  sind  wegen  des  Factors  p nur  die  Uustetigkeiten 


dz 

(z -er- 


möglich. 


Die  erste  ist  nur  scheinbar,  weil 


Boi  der  zweiten  denko  man  sich 


2 — C -f-ti* 


gesetzt;  dann  ist  alles  andere,  womit 
1,  h4,  . . . cntwickelbar; 


dz 

( z — c)’  * 


multiplicirt  ist,  nach 


dz 


(•-«)“  i 


• i 


2 - 


du 


u 


es  kommen  also  nur  dio  Integrale  /$./  du,  u*du,  . . . . 

const 

vor,  und  folglich  ist  nur  die  rationale  Unstetigkeit  möglich. 

y*  — o 

Ich  will  nun  die  andern  7 Fälle  der  Reihe  nach  durchgehen. 


I)  (a.  ß , y)  «=  ($,  $,  $) 


In  diesem  Falle  ist 
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1 

1 (*  — x^ytlix—a) 

oo 

+j  (-  5 (» -*.)  -*■£(«.-  *))  ä n(,d^-y:- 

X 

dio  Klammer  unter  dem  IntegratiouBzeichen  kann  durch 

— 5 (*  — a)  — 7*,  -j- 4 (£>-}-  e)  _ a 


ersetzt  werden.  Dann  ist 


CO 

L _ i 5 r 1 * 

1 (x  — x,)Yl !(*—«)  J («  — »)(*  — «)  2 V//(»-o) 


X 


00  ^ 

+ <4  (»+«)-<*  - 7«-,)^  ) • 2ynji— 


<0 


1 • X 

1 

r 

S*u 

weil 

u&s  erstö  J 

*,/  . ß*u **" ’ 

0 

— ß8 

— c8 

so  ist 

z8ä* 

S8 

■S*2  1/1 

A 

• 

C8/)8 

— cjj 

ß8  “ 

*8  vß8 

"V 

und  also 

_ *, 

c*..d»  • 

1 ^ 

*11 

1 

ß8^ 

-¥)) 

— 

(*+i(- 

- T)) 

folglich 

/•“ 

1 

dt 

l 

1 

J (•- 

■*)(* 

-*)  * 

2 Y ri(z 

- a) 

” (c  — a)51*  * 

A'2Z* 

Sw  . Dio  , Sw  . Cw] 

„ 1 g 


ferner  ist 
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Bigler:  Einig«  Bemerkungen  über 


oo 

S * 


da 


2 Yllix  — a)  (<? 


IC 

1 /» 

-a)r  * J 6^u  . 


. df4 

D*u 


Weil 


0 


Ws4 

c*7d* 


S*  72 


so  hat  man  nur  noch  mit 


**  5»  - k*(l  — C2)  = 1 — D2 
zu  multipliciren,  um 

kUici-n*  = • l?  - wv-  £ +i*+k*i'& 

f.  Z2Sa  za 

“**•  (!+/*) 

+£(*•¥+--*) 

zu  fiudeu.  Also  ist 


°o  ^ 

J 11(9— a)  * 


da 


2l / IJ  (z — aj 


+ &4 

und  somit 

L 


(c-a)1  *k*l* 
Sie  . Z)tf 


i*(l  + **)«>  - 2(1  - i*-|-Ä4)JSam 


w 


Cw 


+ ** 


Sw  . CV’ 
Dm 


(c  -•  ö)t‘»  Jb4^4 


,1,  . F 


1 *=(*  — *t)Yll(x  — ö)  (c  — a)7iU-4Z4 

. ((4(ft  + «)  — a— 7*t)F— 5(c-a)**C?) 

II)  («,  0,  y)  - (*,  0,  0) 

In  diesem  Falle  ist 

Vü-T)(x  — c) 


(*— xx)\'(x—  a) 


+ J "*  (—  (*  — x,)-f  2(i-f<?)  — 4x,) 


dz 


2(a — a)Yri(z  — n) 
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Wird  die  Klammer  unter  dem  Integrationszeichen  durch 

— (*  — a)  -f*  2 (b  -j-  c)  — a — 3*1 

ersetzt,  so  findet  man 


Y(x—b)  (x —c) 
(x 


00 


x—b)  (x—c)  _ r dz 

-Xl)Y(x^aj  V Yll(z~- 


a) 


x 


+ (2(i+c)-«-3i1)i  f 

(z  — a 


dz 


(z  — a)  Y tl(z  — a j 


und  weil 


00 


dz 


w 


Yn'(z  — a)  V(c—  a)1 


J (z  — a 


dz 


{z  — a)  V n(z — a)  (e 


.JL_  r 


0 


10 

<S2?4  . du 


1 1 

(c  — a)a  ls  * k*  ~ u ) 


so  bat  man 


V(z  — b)(x — c)  1 

{x—x1)Y(x—a)  21 /{c  — aj 


. w 


2 (b-j-c)  — a — 3xt  1 
+ 0 <“  - Eam  w> 


III)  («,  ß,  y)  = (0,  i,  0) 

Weil 


Y(x-a)  (x—c) 
(x — ffi)Y(X'—b) 


CO 


*/ 


Yn(z  - a) 


X 


-j-  (2  (a -j~  e)  ~ b 


3*t) 


dz 

b)Y  TJ(z  — a) 


x 
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Bi  gier:  Einige  Bemerkungen  über 


00  W 

x r dz i 

* J (z—b)  Vri(z  — aj  ( c — a)*\*J  D*u  ' U 


(« 


und 


— a)3  * . k'f 
0 


tc 

k*S*u 

~b*u 


du 


k*S*u  1(1* 
D'u 


so  ist 


oo 

*/,TT 


d2 


(2 — i)  y n(z  — «) 


(c  — a)5!*  ’ k*l* 


1 / „ , _ „ Sw  CtaX 


und  demnach 


. 10 


y (x — «)  (» — <?) 

(*—*i)y  (*—&)  V<y— < 

, 2(a-f-c)  — 3ar,  1 f „ , „ „StcCff] 

+ («-«)•!•  ’ **/*[  ' K'  + iam"’  k Dw  J 


IV)  («,  ß,  y)  - (0,  0,  }) 


Unter  dieser  Annahme  ist  nun 


r V(x  — a)  {x  — b)  _ f* 

1 ~ V 


oo 


y Z7(z  — a j 


x 


00 

-f(2(a-f  i)  — c — 3*,)$  / - 

i/  ( 


ds 


* — c)  y J7  (z  — a) 


und  weil 


OD  w 

* r * i — /■* 

’ J (,—  ()Vn(i- o)  («— a)*l* <y  c 


du 


0 
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W 


1 1 P/d  f Sti  Du\  x 

(c — a)‘i»/*,/  \9«  \ Cu  ) J 

0 

1 1 [Sw  . Die  \ 

“ (7” a)»U  • r*  £amwj 


du 


«o  ist 


V(*-«)  (*-»)  1 

(*  — ae,)V(x-c)  V(c  — a) 


+ 


folglich 


2(a-f-&) — c — 3z,  1 

(c  ~ a)T\*  * /• 


— E am  io  -}- 


Sw  . Dw 
Cto 


T(x)  = ' t xp(*)-f 


v)  («,  ft  y)  — (i,  1,  0) 

Setzt  man  diese  Werte  von  «,  ß , y in  Z,x  ein,  so  erhält  man 
aus  demselben  folgenden  Ausdruck: 

r Y(z-c) 


(z  — zx)  1 /(z  — a)(z— £) 

00 

+/<  — 3 (z  ~~  b ) -J-  2a  — i -J-  c — 5z, ) 


dz 


x 


2(a  — a)  (z—b)  Y 17  (z  —a) 


_ V(z  — c) r 

(« — *i)  V(z  — a)  (as  — 6)  c/  (z  — a 


oo 


)YH(z-a) 


• OD 

-|-(2a  — Ä-j“c  — 5a*i)  C — 7 — 

t/  2(*-«)(*-i).y/J(e  — a) 


Nun  ist  aber  nach  früherem 


* S (z  - a)  y II(z—  a)  *"  (*—«)•!•  * ^ 


und  ferner  ist 
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Bi  gier:  Einigt  Bemerkungen  über 


•/s=j 


dz 


(2  — a)(z  — b)  Y U{z  — a) 


x 


t o 

1 f*Sl(u)du 

(c  -afhj  #T(w)~ 
0 


weil  nun  aber 


D*u  ” S? 

-wvl-v+ii+viH—mz) 

BO  ist  auch 


00 

t f 

J (2 rt)  (z  — h 


(2 rt)  (2  — A)  V — a) 


I J_ 

(<?—«)>!«  * W * 

somit 


£1 


V (* — c) 

(x  - xt)  y\x  — a)(x  — b) 


3 1 

(c  a)*"!  • 

2a  — b -{-  c - 5<r,  1 

+ ’ t*li  ■ J 


VI)  (<r,  ß,  J)  = (i,  0,  i) 


In  diesem  Falle  ist 

Y{x-b) 


00 


L _ v(f-j 3 r * 

(r--*,)  Y\x  - a)(x  — c)  J (2  — a)  Y n(z  — 


a) 


00 

-f-(2a-{-&  — c—  ö^i)  P — — _ — 

^ J 2(z-a)(z-c)Yn(z-a) 


x 


Weil  nun  aber 


CD 

\ f, 


dz 


(z  — a)(z  - c)  Y H(z  — a)  (c 


W 


to 

S*u 

Chi 


du 


0 


und 
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= PT*  (&*  ~C  ) ” **  + (**—**)  D%u) 


also 


oo 

i f — 

J (z  — a)(*  — c) 


(z—  a)  (*  — c)  VH(z-rt) 


x 


(« 


zhyr.  ■ m l-'*w+(1  - 2i,)£am“’+i,Sj£c^]' 


so  ist 
L 


(<?  — a)6'*  * fc1/* 
Vz  — b 


. H 


' (*-*,)  V(x-a)(*-c)  (<■  - «)■'»  ' kt 


3 1 , , 

— . Lumw) 


2 a-\-b  — c - 5z,  1 

+ “ (<,_„)>!*  * pp 


. H 


VII)  (a,  (S,  r)  = (0,  i,  i). 


Man  erhält  sogleich 


v«-«  _ 3 r ; 

(z — 6)  Ix  — c)  J (z  — 


CD 


(® — x,)  y (z  — 6)  (x  — c) 


cl* 


(a  - c)  y n (z  — a) 


z 


00 

y*  dz 

(z-b)(z-c)  Yn(z  — 


a) 


Nun  ist  nach  früherem 


oo 

*A 


und 


(*  — c)  y n (»  — a) 


oo 


1 \ {Stv  . Dw  \ 

- (e — e)3is  • r*  V- csr  - Eam,"j 


* f (,-t)(z-c)  yi(.-o)  («  - «)*'  * ‘ **** ' 6 


somit 

▲ roh.  J.  Math.  u.  Pliy«.  2.  Roihe,  T.  XII. 
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Y(x-a)  3 1 /Sir  . Dip  ^ 

1 _ («-,,)  V(,_i)  («— e)  (<•  - «)’'*  ' Ü { Ctr  iam'V 

, (a  — & + 2g— 5xj,)  1 

(c  — o)a|*  •Ar*/*'0' 

Heine  gibt  in  seinem  mehr  erwähnten  Lehrbuche  der  Kugel- 
functiouen  Bd.  2,  §.  100  nicht  durchweg  fertig  gerechnete  Werte 
für  T(z)  für  die  Fälle  « = 0 und  n -=  l an.  Weil  ich  später 
die  ausgerechneten  Werte  von  T(x)  für  n — 0,  1,  2,  3 nötig  habe, 
so  will  ich  schon  hier  die  Rechnnng  durchführen  und  gehe  dabei 
von  der  Formel 

ao 

TM  — (2n+ 1)  . PM  ■ / 7 

J 2Vri(,-a)  X r*w 

X 

aus,  wo 

I\x)  — IJ{x—  a)a  X Q(*)i  Q(x)  = xt-dxxv’  l-]-d1txt-2-\- 

4“  • • • “h  ( — iy  dv 

und  2(or  — |—  — f—  y — |—  t?)  = n 

St. 


I.  n — 0,  al60  V — 0,  (a,  ß,  y)  = (0,  0,  0). 

In  diesem  Falle  ist  P(x ) ■=*  1 und  die  Formel  für  T(x)  gibt 
sogleich 


<x< 

TM  -/ - 


dz 


w 


y ri(z~a)  V(r-  a) 


II.  n — 1,  also  v 0. 

1)  («,  ß , y)  - (*,  o,  0). 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrüke  für  P{x)  und  T(x)  ein, 
ein,  so  erhält  man 

PM  - Y^a  = Y~a  x 5^ 

und 

GO 


T{x) 


— 3 Yx  — a f __ 

J 2(*— a)  V /7(*  — a) 


w 


(c 


i ^ yo  g | 

— : X — / S*(u)  X du  «=*  ; . r^r.—rfw?  ~ L’ara  irl 

a)  ' (c  -a)  Ar-S(tr)1  J 


0 
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Man  findet 


2)  («,  ß,  y)  - (0,  i,  0). 


CO 


und 

T(x)  - 3 V(z  -b)  f- 

J 2 (z  — 


dz 


2 {z  — b)  y n (z  — a) 


XD 


(c  - a) 


Z>(«0  / * S*u  3 1 

£(io)  * J D*u  du  ~ (c-a)  ' k*P 


0 


• [ (—  l*  w -f-  E am  io)  —k'C{  w ) j 

3)  («,  ß,  y)  - (0,  0,  i). 

In  diesem  Falle  ist 


P(x)  - V(z-c)  - V(c-a)  X 


und 

00 

r(*)  - 3 V(x-c)  f - — 

ij  J(z 


C(tD) 
S (xv) 


d* 


2 (a  — c)  y Il(x  — a) 


w 


C(ta)  PS*(u) 


(c— a)  • 5 (to)  ‘ J C\n) 

0 


f 


du 


3 i r cm  i 

= <^7r  ?[dw-s>ö-  £aH 


III.  n — 2,  also  v entweder  0 oder  t. 

1)  (<*i  ßx  y)  — (0,  0,  0),  t>  = l. 

Es  ist  nun 

P(x)  *=■  x — d 

wo  d vermöge  der  Relation 

(A-f  l)(2»-2i  — l)dA+i  - [(2n  — 1 ) </j  — 2A(n  — 1)  . 2* 

— }-  4A.  . -5(aa)]^-)-(ti  — 1-f-  l)[(2o  — 21“|-1)  X 
X 2?(6c-|-42;(aÄo)]  . d;_i  +2(o  - X+  1)  ahex  rf^-äX  (v  - 1-f  2) 

durch  die  quadratische  Gleichung 


9* 
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3 d*-  2 laXH  Shc  — 0 

oder 

— — _i_  -i—  -j i 0 

d — a ' d — b ' d — c 


bestimmt  wird.  Die  letztere  Formel  offenbart  sogleich,  dass  die 
beiden  Wurzeln  d und  dx  zwischen  a und  c liegen  müssen.  Ich 
setze  nun 

1 Dis 

d — a = (c  — a)  . d — b = (c  - a)  . 

d — c = (c—a)  . ^ 
und  die  Gleichung  für  d gibt 

(H-  + c*(ö)  ” 0 

und  weil  52(f)  = 0 das  Unstatthafte  d ==>  oc  verlangen  würde,  so 
hat  mau 

l _i_  _Ji j 


/>2(«)  ' 6'2(f) 


0 


Diese  Gleichung  führt  auf 


q sei  positiv  verstanden.  Zu  p,  — p gehören  resp.  f und  ; man 
kann 

m - j[  • yr+p+e;  c«  - j . yr+y; 

D(t)  _ ,-vr+p 

* zwischen  — L und  K— L 


SW)  - ^ . Vi +*•-»,  c(t')  - . Vi-#i 

D{t')  — p-ffc* 

c'  zwischen  Ä nnd  K—L  annehmen.  Aus  diesen  Gleichungen  er- 
gibt sich,  dass 

t/3  l 

5(0  . 5(0)  - C(0  . C(e')  = - ^ D(t).D(€')-il 


Nun  ist 

P (x)  =>  x — d — x — a — (d  — a) 


, _ . S»(*) -£»(«>) 

a;,S*(£)  . 5*(tc) 


und 
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/>°° 

*’(*)- 5 (*  — d)  / 

2 (z  — 


dz 


2(z  — d)2 *  Vtl(z — a) 


w 


"°  (c  — a)8la 
Setzt  mau 


Sl  (u)  du 


so  ist 


S*(e)  — S2(w)  P 

* >*(«0  ./  (S*(e)  -S*(u))V 

0 

1»  - 5*(u)-^(£) 


a ^s(u) . g(«) . a . Cu . Puy 


aü  v 


und  weil 


7> 


^ _ l-2(l+fc2)Sa(£)4-3H,S4(g)  _2  S»(Q  C*(t)  D*(s) 


S*u 


(S*(u)  - S»(e))2 


sw  ^ 

V V * 


so  findet  man 


SHn) 


2 C*(.) . *(.>  . =^F+ä>(.>  £ (gw^gW.-OM) 

= i*S»(t)p  + 2C'»(f)  . ß»(s)  + 2^-^  [3— (l+*»)S*«-fi*;S*t] 


Vermöge  der  Gleichung  für  5*(«)  wird  aber  der  Coefficient  von 
- zu  null  gemacht,  wodurch  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art 
wegfallen.  Man  bat  daher 


T(x) 


&(t) 


2(c—  a)si»  C*(e)  D2( i) 

[C,(w).D(u?)  S2(s)  — Ä*(w)/(rt#/  x i öS/  \ x 

• [ »WW  (C  (0  ' w+s  (E)  • £am  w) 


und  eino  gleiche  Formel  mit 


2)  («,  0,  y)  = (0,  i,  i),  v - 0. 

Fs  ist 


und 


P(«) 


Vf*—  b)(x  — c)  — (c— a) 


C(w)  . D(ic) 
S*(ic) 
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rw  = 5V(*-i)  (* — c)  i / - 

(* 


d* 


(*  — 6)  (s — c)  Vi7(z — a) 


05 


10 


5 C(»r)  . .D(u>) 

(«—  a)':>  * £*(«•) 


r__s\ 
J C*u. 
0 


SV) 


Z>2u 


du 


Da  ich  dieses  Integral  schon  auf  Seite  129  ausgewertet  habe,  so 
kann  der  Wert  unmittelbar  hingesetzt  werden  und  mau  bekommt 

, _ 5 i rcv)4-py) 

— ll[  S(w) 

— ^2  + **)  E am  w — 1 * «0  j 


3)  K 0,  y)  - (4,  0,  *),  » - 0. 


Man  findet 


P(x)  — >/(* — a)  ( x — c)  — (e  — a) 


und 


C(u>) 

S*(w) 


00 

T(*)-5V(*-a)(*-C)  / 

J 2 (»— a)  (z— 


dz 


2(z— a)  (z — c)  V 17  (z — a) 


w 


C(»)  /*SV) 
)J  e*(u) 
o 


(c  — a)3i*  S^ir) 


du 


also  nach  Seite  129  ist  somit 


?(*)  - 


( c — a)*lt/8 


D(rc)  l C(w)  , „ , 

im  - *«  ■ sw <*■— 


4)  («,  /?,  y)  — ($,  4,  0),  r -=-  0. 
In  diesem  Falle  ist 


r(x)  = V(x-a)  (x—b)  ««  (c  — a)  . 

und 
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00 

rW  = 5 yg^rg/ 


. 5 77  0 #0  r SHn) 

(c  — a)J  • ' S3(tcj  D*{n) 

0 

also  nach  Seite  128  findet  man 

7»/  \ & 1 r ?o*> 

' ; “ (c  — a)s  1 • Z*x»  L £(«.) 

+ • |^j((2-  A*)£am«0  — 2l*w) 


IV.  n 3,  v «=>  1. 

1)  («,  ft  y)  — (i,  0,  0);  » — 1. 


In  diesem  Falle  ist 


P(x)  — (x-d)Yx  - a 

8I*  d — a x—a  (c  — a 

' (c  " ö)  • • I T 

v c — a c — a\a  — a 

3i*  1 — a fc  — a 

(c  a)  • £5^)  * c — a \(l  — a 

und  d wird  durch  die  Gleichung 


c — n\  V x — a 
x-a)  yc  _a 


s*(«o) 


3 


— a d — b + — 


0 


bestimmt.  Wenn 


1 77*(«) 

rt  ■“»  (c  ~ a)  ^ ^ ” \c  ~ 


d — c = {c  — «) 


CVj] 

■s*  (i) 


gesetzt  wird,  so  genügt  S*(f)  der  Gleichung 


3 -f- 


+ TH 


0 


oder  auch 


D\i)  ^ C*(«) 

3k2S*(t)  — 4(l+Ä*;S8(€)-f  5 -0 
Diese  Gleichung  führt  auf 
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Qt  =,  4—  7Är*-f-4Ar*  — 4Z4 -{-&*, 
wo  p positiv  verstanden  wird,  und  man  hat 

*’«  “ F7 3 • V2(l +*•)+»,  C(«)  - r^7g  - 72=4*77, 

D(«)  - • Vg  - 1+21« 

5(i)  “ y 5 72(1+4*)*— c,  C(£j  ~ l ■ 72  — *s  — p; 


und  ebenso 


7^(0 


/.  77+1-24» 


«*')  “ 473  • 72(1+4*)-*,  C(t')  - ~A  . 72-4»-*. 

D(i')  - ~ . 7=<>-l+24* 

STö“y5’  + + c7)  = i-  **+*• 


folglich 


].  V— e-f  1-2^ 


A-(t) . S(t')  = ; C(«) . CTO £ ' 


&V3’ 


Es  ist  nun 


- - 73 


.F(cc)  — (c  — a)3ia 


und  ebenso  wird 


QC 

T (x)  — 7 (x  — d)  Vx—a  f - — 

J 2(z — d)3(z — a 


&(s)—S\w) 
5*(«)  . S*(w) 

dz 


2(z—d)*  (z — d)  Y fl (z  — a) 


w 


(c  = a ) 


*•  U S*(io)  •./\s*<t)—s*(«))» 


0 


du 


Um  dieses  Integral  zu  bestimmen,  setze  ich  wieder 

p = £8(u) — 6’*  (*) 


daun  ist  nach  Seite  133 
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du 


/ Su  . Cu 
\ V 


8 ( Su  . Cu  . Du^  _ k^_  1 — 2(1  -f  k*)  S*(g)  + 


—2 


ferner  ist 


SH*) 


8S*(s)+p  + 3^-)+^£-) 

P V 


Wird  diese  letzte  Gleichung  mit  2 C2(e)  D*(e)  and  die  vorhergehende 
mit  S1(e)  multipl.,  so  gibt  ihre  Summe 


2C*(0  . D\s)  . 4-S4(c)  gtt  ( 


8 / Su  . Cu  . Du 


) 


= 6S>(£)  C»(t)  £)>(()  + (2(C1(t ) B*(t)  + i*  S»(e))  p 

+ ^(6CI(f)D4(t)-l  + 2(l  + i,)S*(£)  - 3t!S‘(»)) 
V 

wo  aber  vermöge  der  Relation 

3**S4(£)  -4U-f  **)S*(e)-f  5 =0 

auch 

6C*(£)  D*{e)  — 1 4 2(1 4-  k')  S*(e)  - 3k*  S*(e)  = 0 
ist,  wodurch  die  Integrale  dritter  Art  wegfallen.  Es  ist  somit 


T(x)  - 


S»(e) 


(c  — a)*'  2k*  C*(e)  D*(e) 


k *S4(f)  . 


C(u?)  D(u?) 
£»(**) 


+ ((3-2(1+ **) S,(£i)i,'am  (3  - (2  + £») Ä*(t)  «)] 


und  eiue  ähnliche  Formel  erhält  man  für  e1. 


2)  («i  ß i y)  — (0,  i,  0),  t>  — l. 

Es  ist 

P(*)  ==  (*  — d)V*^b 

rf  — 6 a:  — b (e  - a c — a\y(x  — b) 


(c 


* I * rf  — 6 * — b (c  - a c — 

° ^ c — o ' c — a \rf  — ft  x — 


oder 


b)  V(c-a) 


D(u>) 


r(z)  “ (c  — > • .s»(,t¥w  • - *m> 


Die  Constante  d wird  in  diesem  Falle  durch  die  quadratische  Glei- 
chung 

1,3,1 
d^  + 5^*  + d~c“° 
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bestimmt.  Führt  mail  hier  die  elliptischen  Functionen  ein , so  er-? 
hält  mau  für  £>*(0  die  Gleichung 


31 

* ”T”  /•» I r>2'  v "s=*  ^ 


oder 


D*(s)  ^ C2(£) 

5 — 2(2  + &*)iS4(f)  + Jt*S*(e)  -0 
Diese  Gleichung  führt  auf 

p2  4 — Ar*  — |—  /j4 , 

wo  q positiv  verstanden  wird,  und  mau  hat 

S(i)  = ■£  . V2-j-Ä;--f-  q ; C(e)  =—  ^ . V2-j-P5 


D(f)  = » . V 1 -f-  + p 

k 1 


s(0  = TVi ' y*_1  c(7)  “j-  •’ 


7,.  Vl+i*-(. 


A«)  * V3 

für  t'  hat  mau  die  Formeln 

S(t')  - 1 . V2+F^e;  C(t’)  = j.  Vä-e; 

D(f)  = i Vl+F’-p; 

S (i')  “ iV3  ' ^ e~1—  *•  C(e‘)  = i'  '2  + ?; 

»(V)  = iy;3  ' l/l  +i'''  + ‘' 

aus  diesen  Formeln  folgt,  dass 

S(*)  . S(£‘)  - C(e)  6\0  = — ^ D(z)  . D(s') »V3* 

Für  die  Lame’sche  Function  T{x)  erhält  man  in  diesem  Falte  den 
Ausdruck 

so 

T(r)  - 7(x 


— d)Vx  — h . 1 f — - — 

J (*-*)*(» 


dz 


(«— d)a  (*— &)  V 11(2  — a) 


7 _ 

(c  — o)s  ‘ S*(w) 


w 


. (,$*({)  — S*(tv)) 


f 

0 


S6(u ) du 


D*(tc)(Sa(£)—S*(u'))* 
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Um  dieses  Integral  auszuwerten,  setze  man  wie  früher 


p s*(u)  - S*  (c) 


1 -2(1 -f- 

V 


dann  ist 

3 (S(u).C(u).D(u)^  _ k^_ 
und  weil 

£«(«)  1 1 1 
D*(u)  («*(€)—  &*(»))*  k*  + ' D7(u) 


-2 


S*(e)  . C*(«)  . V7(e) 


so  hat  man 


4- 1 *£00)  l 500  1 

' /*(*)  • p"T"  i)«(£)  • p« 


. . «•(«)  , . d (Su  . Cu  . Du\ 

2C*(e)  D*(«)  . . (S*(£)  — /S*(u))8"^Ä  * du  \ p ) 

1 


= ^(£)p_2^!^  + 2^(^ 


k*  ’ D\u) 


S*(t) 


+ — (5  — 2 (2 +Jfc*)S*(*) +*•#(«)) 


_ z*  . a /&* . r;«\ 

Ersetzt  man  hier  Jyt^\  durch  J)\u)  — k*  ^ ^ ^ — j und  wendet 

5 — 2(2-}-J:,)-ffc,S4(0  - 0 


die  Relation 


mehrfach  an,  so  erhält  man 

&(u) 


, . . . <Sr(u)  . . ö /Su  . Cu  . Du\ 

IC  (f)  . 1)  (e)  . jyi(-u)  ; _ + *s  («)  ä~  ( ~ J 

- -J-  (3  - 2S>(«))+~i  (7  — 5/t-1  —2(3  — Ic*  — &4)  £*(*))  D(u) 

c*d)  a /Su . Cu 


Z*  du 
und  somit  ist 


/ Su  . Cu  \ 
V Du  ) 


TU, 1_  «*(*)  P_M 

{ ' 2(c  -aj’lc’l’  • 0(1)  . D\i)  ' ,S’(ir) 


, » . v Sw  . Op  . Dw  . _ , _ . StP  . Cw 

**  ■ ■ m=ms  ~ * t {,)  *®r 


. (S*(t)  - «*(»)) 

+PD,(i))(3— 25*({))X«>+(7  - 6**  — 2(3-6*  - 1*) 5*(i)) £»m wl 
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3)  («,  P,  y)  = (0,  0,  i),  «,-  1. 

In  diesem  Falle  ist 
p(r)  = (x  — d)  Yx  — c 

x — e 
c — a 

führt  man  hier  die  elliptischen  Functionen  ein,  so  erhält  inan 

n*)  = (c  - «f <*w  - s*M> 

für  d;c  Gonstante  d hat  man  in  diesem  Falle  die  quadratische  Glei- 
chung 

1 1_  _3—  — o 

d — « ' d — b ' d — c 


3»  d — c x — c (c  — a c — « \ 1 / 

(c  a c — a ' c — a * \d  — c x — c)  V 


die  nun  für  S*(e)  folgendo  Relation  liefert: 

3 1 

1 + C*(t)  + D*(i)  “ ° 

oder  auch 

5 — 2(1  -f-  2k*)  S*(s)  -f  k*  <S4(«)  - 0 

Setzt  man  hier 

g*  — 1 — k*  + A Jfc4 

und  versteht  q positiv,  so  folgt 

^ * 

5(e)  - l . yr+^+p;  C(£)  - ~ . Yl+k*  + Y; 

D(t)  ~ i Y 2fc*  -}-  Q ; 


1 1 

S(E)  “ Vö 


Vl+2**- 9\ 


1 

C(«) 


VS* 


1 _ 1 
D (•)  ~ / * 


Y 


5(0  -j.  Vl  + 2**-*;  <7(0 • Vl+**-p; 

£>(£')  = iYW—r, 


l 

5(0 


1 

yö* 


VM-2^4-^; 

i __ 

i>(0  ~ 


1 s 

<7(ö"  y 3 ’ 

f • y2**  -j-  p •, 
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S(t)  . S(t')  _ ~ ; ao  ■ C(C')  - . V3; 

Z)(e)  . D(0 «t 

Nun  soll  die  Lamä’sche  Function  zweiter  Art  dargestellt  werden. 
Es  ist 

00 

T(x)  - 7 (*  - <2) ~)/x  — ~c  i /’ * 

{? — tl)*  (z — c)  Yn  (z  -«) 

X 

w 


S7(s)  . C\to) 
~~S\w) 


(C  - «)*  • 

Weil  nach  früherem 


8 /Sn  . Cu  . Du 
07i  V P 


) — k*p  — 


0 


1 -2(l4-A:8)^(f)-f3^^(f) 

P 

S2  2(«) . C*($) . D*[e) 


— 2 . 


and  da 


P‘ 


&(u) 


6»  . (S‘\s)-S\u)) 


so  erhält  man 


— — 1 -j- 


t+ie)  • C*(«) 


2C"(£)  • • cif üTWih^+^l  ( 


+ ^a+2Wt»i4-S‘(*>  1 

+ C*(t)  p + c*(7)  • p> 

8 /Su  . Cu  . Du' 


0 


= i!p  . S*(t)  - 2 C(£)  . D»(e)  + 2 
_j_  — v- (5— 2(l-f.2^)5*(£)-f.i*>S4(£)) 

, , 8 (Su  . Du\  , . 

durchrfM\  C(u)  / Z)*(w)  ersetzt,  so  kann 


WlF(1  C*(f)  du  \~ C(üyj'ri,^iy'w  ersetzt,  so  kann  man 

diesem  Ausdrucke  mit  Hülfo  der  Relation 

5 -2(l+2**)S*(«)-f-  k2S\s)  ~ 0 

auch  folgende  Form  geben: 

W(t\  n*(t\  - -Szll i o*/.\  8 fSu.  Cu  . Du\ 

w ( ) ' P(.) . (s«(t)-s*(«))* +&w  Tu  \ p ) 

- D*(f)  S*(0  (4  - 5*(f))  + p]*  (5  - 7**  - 2(1  + k*  - 3^(t)) . Z>*(*) 

, oJ>4(0  ö /Su  . Du\ 
i*  * 8u  \~CÜ~J 
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Schliesslich  wird 
Z'M  = 5 7 


s>(t) 


CM 


ü(c  — a))2*'V  • 64(t)  . i>2u)  ' .'>»(«•) 

„ C o . . . Sw  ■ Cie  . Dw 

. (S*(t)- [****(S*(«))  . 

«»£»*(£ )S2(«)  (4  - Ss(f))  tr  + (5  - 7/fc*  — 2(1-+ i’  — 34*)  S*(f))  Eam  «• 


Sw  . 


und 


4)  («,  ß,  y)  = (£,  i,  J)i  » — 1- 

Man  hat  sogleich 

*!*  C(ic ) . D(w) 

P(x)  — V(x  — a)  (*—-&)(«— c)  = (c~a)  . 


QO 

r(x)  — 7V(i-o)(x-»)(i-c)  \j  (x_.){,_4)(,Le)VH^ 


a) 


w 


C(ic)  . /;(«*)  /*  .VS* 


-41)»  * 


(c  - a) 


S*(lC) 


■o  /* 

J t*u  . 

U 


£>*u 


. </t* 


Nnn  ist 


A-4<‘  rtTÄ  - 7v)  - L-l'n% 

folglich 

m - PM +')—»•-■'+*•>£■— 1 

+“£§+*■*0 


Dio  Lame’sche  Function  zweiter  Art  soll  eine  andere  Darstellung 
erhalton,  die  sich  von  T( *•)  nur  durch  einen  coustanteu  Factor 
unterscheidet. 


Es  sei 
dann  ist 


Vs—« 

Pix)  — TI  {x  — a)  f{x) 

2« — V* 

f (x)  «**  1/  ix  — a) 
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und  wird  in  der  Nähe  von  * =*  <7,  wenn  « =-  0,  gross  von  der  Ord- 

1 

nung  wenn  « — klein  wie  Vx  — a;  ähnlich  wie  bei  b 

j 37  ■ ll 

und  c.  Daher  convergiren  die  zwei  Integrale 


iir 


Nun  soll  die  Differentialgleichung  für  P(x)  in  eine  solche  für  /(x) 
verwaudelt  werden.  Bekanntlich  genügt  P(x)  der  Gleichung: 


Es  ist 


i a*p 

P(x)  * dt*  “ 1)«  + /? 


BP 

dt 


2Z7 (*—<.)!-«  . - Tl(x  - 0)1—  x X - - . f(x) 


Statt  mit  -p.  g-  behandle  man  den  Ausdruck  mit 


4P'  Ü<  " in(x~“)‘  ■ gx  “ Op. 


Op.  (erster  Term) 


Bx 


BP 

Der  zweite  Term  des  Ausdruckes  für  g-  sei  3f . /(*).  üm  Op.  3/ 
zu  finden,  schreibe  man 


3/  — (1  — 2a)  (x  — a)— “(x  — b)l~~ß  (x — c)l~V 
-f~(l  — 2/3)  (x — a)1  — ö (x  — b)~ß(x — c)l— 7 
— f—  (1  — 2y)(x  — a)1-a(x — fc)1— i*(x — c)— 7 

vollständig  hin.  In  Op.  3/  bekommt  (x— a)-1(x— ä)  (x— c)  den  Coeff. 

— Ja  (1  — 2a)  = 0 

x — a den  Coeff. 

4U  — 20)  (1  — y)+i(l  — 2)>)(1— 0)  - 1-  j(/J+y)  + 2/Jy 

Weil 

-W+r)  = -2(/»+y)+iflJ+>')  - -2f/»+r)+/»’+r’ 

bo  ist  der  Coeff.  von  x — a gleich 
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also  ist 
folglich 
Op.  (zweiter  Term) 


B igler:  Einige  Bemerkungen  über 

1 — 2(ß  + y)  + (l*+2ßy  + y*  — «=»  (1  -ß  — y)* 
Op.  M = Z(1  — j3  — y)*(x  — a) 


£/7(x — o)  . 2! 


1 — 2a  3/(x) 


x — a ’ dx 


— - a)  . ~f  (x) 


Daher  ist 

f 3*P 
4P*  3/* 


avw  , „ 3 - 4«  s/w 

n(*  - °)  • + lr/(* " a)2:  • ~ST 


-}-.£(l — 0 — y)*  (x  — a)  . f{x)  = |(n(n-}-l)a:-}- E)  . f(x) 

Man  hat  nun  für  f als  Function  der  unabhängigen  Variabein  x 
eine  homogene  Differential  gl.  zweiter  Ordnung  gewonnen,  worin  die 
Cocfficienten  der  Abgeleiteten  ganze  Functionen  resp.  dritten, 
zweiten,  ersten  Grades  Ton  x sind.  Bezeichnet  man  die  drei  Coeff 
der  Kürze  wegen  mit 

(p(x)  *=  IJ(x  — a) ; %(x)  = \Tl{x  a)  . £ ^ g » 

if;(x)  — £(l  — ß — y)*(x  — o)  — *(»(»*  + D*  + E) 
so  genügt  f(x)  der  Gleichung: 


Es  sei  nun 


+.*.)  - af+.(.>  -'■-o 


-SB 


dz 


mit  constanten  Grenzen,  die  nicht  von  * abhangen,  und  vorläufig 
mit  keinem  der  drei  Punkte  a,  fc,  c zusammen  fallen  sollen.  Man 
will  ^7V(x)  berechnen.  Weil 


3 1 

dx  4 x — z 


dz  * x — 


so  ist 

dV(x) 
dx 

Weil  auch 
so  ist 


t/m«-  m ->■/&.* 
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a2  v(x) 
dz 2 


urt-fm+rm* 

t(*— z)*  x — z)  J x—z 


Wenn  man  nun  V F hinschreibt,  so  setze  man,  um  die  Differentialgl. 
anwenden  zu  können,  unter  dem  Integrationszeichen 


tp(x)  — ?(z)+(p(*) -*?(*)«  otc. 


und  beachte,  dass 


/ 


dz 


(?(=)/ "(®)-{-x(g)  • /’'(3)4-^(z)/’(z))r~; 

jl  " z 


o 


Dann  findet  man : 

M*)  • f(z ) 9(*)  • /”(*)+  *(*)  • fl») 


VK*)  = (-(2- 


a; 


! 


\f''T-T  ■ '-<■>  +/**=?*  ■ «•)•* 

+ f—lE}-  ■ /■(»)*.  (sei  - (0)  + (I)+(II)  + (III)). 

Die  Brüche  unter  den  Integrationszeichen  sind  der  Reihe  nach  ganze 
Functionen  zweiten,  ersten  Grades  und  eine  Constante.  Daher  sind 

d*_  w(x)—cp(z)  6 %(x)  — 1(%) 

dz * * x — z ’ dz  ’ x — z 

Constante.  Verwandelt  man  (I)  durch  zweimalige , (II)  durch  ein- 
malige partielle  Integration,  so  orgeben  sich  die  Gleichungen: 

01  - • «•<- ■/<•>  + 
on-  {«S0-  /<•>)  - 1 («EP)  ./«•* 


Also  ist 


y (g)  • f(z)  _ y(g)/‘f(»)-f  (z(g)  — <p'(g))/(g) 
(®—  *)8 


X 3 


I 


+ [S  «ifesö  - s Ife*!!!+ • /«•>  * 


Der  Factor  des  Integrals  ist  eine  Constante  und  werde  mit  M 
bezeichnet.  Man  untersuche  den  Functionsunterschied  { . . . } in 
* = a,  um  zu  sehen,  ob  hier  vielleicht  eine  passende  Grenze  sich 

Arch.  fl.  Math.  u.  Pky».  2.  Reihe,  T.  III.  |0 
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findet.  Man  wird  dann  sogleich  erfahren,  was  aus  { . . . } in  * = A, 
c wird.  Der  Wunsch  ist,  diesen  Functionsunterschied  zu  null  zu 
machen.  Welchen  Wert  hat  also  der  Ausdruck 

9>(g)  • f(z)  _ ?(*)  • f‘(z)  + (%(z)  — <p‘  (»))  ♦ /(g) 

(x  — z)*  * — z 


in  z ■=  fi V Es  sei  « = «-}-//,  A sehr  klein.  Weil 
tp(z)  ,f(z)  = Il(z  — a)  . Q(z) 


so  \ 

crschwindet  <jp(z)  . f («) 

jedenfalls.  1°. 

Wenn  « 

0,  so  ist 

/(*) 

• • > 

/'(*>  “ 

— IAA-*-  > 

+ • • • » 

<p(~) 

— (A  — a)  (c  — a)  A • 

* * > 

*'(*)  - 

(A  — a)  (c  — 

- a)  -f-  . . . , 

Z(-)  ’ 

-»  1(A  — «)  (<?  — «)  -f-  . 

• 

• • » 

also 

9>(2) 

/rf(~)  = — \A{b — o)  (c 

- a)Ä- 

• • » 

xO)  * 

- <p'(2)  — — a)  (c  — 

•n)  -{- 

• • • 1 

[*(*) 

— 9'(*)]/(*)- WA- 

«)  (c- 

■ | " " « • • • 

Der  zweite  Term  ist  daher  mindestens  klein  von  der  Ordnung 
h 1 verschwindet  also  in  * = a.  2°.  Wenu  « =*  $,  so  ist 


f(z)  = Ah1  * -f-  . . . , f'(z)  5=3  ü AA  1 1*  -f-  . . . , 

Z(r)  = a)  (c  — o)  -j-  • • 

q>(z)  .f'(z)  verschwindet, 

l(z)  — cp\z)  = — J(A  — a)  (c— <i) -f- • • •> 

ist  endlich,  f(z)  verschwindet.  Der  Ausdruck  verschwindet  demnach 
auch  in  *•>=»«:  er  verschwindet  somit  überhaupt  in  * = a,  A,  c. 
Die  passenden  Grenzen,  für  welche  der  Functionsunterschied  weg- 
iällt,  sind  gefunden;  das  eine  Mal  integrire  man  über  « < * < A, 
das  andere  Mal  über  b < z <,  c.  Man  setze  nun 


A c 


b c 

u,  = C /•(«)  *,  u,  - J /(«)  d* 


Dann  gelten  die  zwei  Diflercntialgl. 
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die  nicht  mehr  homogen  sind,  sondern  eine  Constante  als  rechte  Seite 
haben.  Noch  ist  M zu  berechnen.  Weil 


t»3  __  2^ 

=■  x2-f-xz-j-2S 

x — z 

so  ist 

aa  cp(x)  — tp(z)  _ 
0=2  * * - - ^ - 


Der  höchste  Term  in  %(z)  ist 


folglich 
Endlich  ist 


(1  -2Xo)  ■ **• 

_ ö xfc)  — %(*) 

dz  x — s 


x‘ 


x — z 


- 2 + 22:“ 


^ )2  + .„(n  + 1)  _ 3_42;tt+2i:«ä+2£j3y 

X 2 

— Jn(n“f-1)  = 3 — \ . «2,a-|“(^#)2  — l»(n-|-l) 

Daher 

M = . £«+(£«)* -i«(n+l)  - i(l-Za)(l-22:«)-|»(»-fl) 

Weil 

2 

also 

^ - (»+  x«)  („+.£«  + $) 

so  ist 

JVf»  — (t>  + l)  («4-22;«  — ^) 

und  es  bestehen  die  zwei  Differentialgleichungen 

%(*)  * vi  “ MU** 


*(*)  8JS  + %(*)• 

Multiplicirt  man  dieselben  und  addirt,  so  siebt  man,  dass  17,  rs(x) 
— U%Vx(x)  derselben  Differentialgl.  wie  /(x),  folglich 

ii.  w(x)  - mx-ay^mViM  — uMx)) 

derselben  Differentialgl.  wie  F(x)  genügt,  dass  nämlich 

^-  = (n(n+l)x  + E)^ 
denkt  man  sich  x sehr  gross,  so  ist 


io* 
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b 

•=  —l  + "*  / zf(z)  «f*  H“  • • • * 

a 

c 

i”s(*) H- /*«  «^  + • • • » 

b 

also  17,  \\(x) — Ut  \\ {x)  mindestens  von  der  Ordnung  ^ des  sehr  klei- 
nen. Da  aber  der  Exponent  § — £ct  nur  der  Werte  1,  4,  0 fähig 
ist,  so  ist  TV(r)  mindestens  von  der  Ordniing  x-1  « der  Kleinheit. 
Die  Functiou  Ur(x)  kaun  daher  nicht  mit 

n 

P(x)  — x -J-  . . . 

zusammenfallend  gedacht  werden,  sondern  sie  unterscheidet  sich  von 
der  Lame’schen  Function  7’(r)  zweiter  Art  nur  durch  einen  constanten 
Factor  und  ist  in  Wirklichkeit  von  der  Ordnung  *(MH>  der  Klein- 
heit, wenn  x sehr  gross  wird.  Heine  bezeichnet  diese  Constante  mit 
k und  nennt  sie  eine  numerische,  sagt  aber  in  seinen  Arbeiten  über 
die  Art  ihrer  Berechnung  kein  Wort.  Ich  habe  schon  oben  bemerkt, 
dass  diese  Benennung  Heines  nicht  zutreffend  ist,  da  sie  in  Wirk- 
lichkeit bei  ihm  eine  algebraische  Funct.  von  £*  und  c 2 ist.  Will 
man  nun  nach  Formel  II.  diu  Function  W’D)  in  elliptische  Integrale 
umsetzen,  um  durch  Vergleichung  mit  den  entsprechenden  Aus- 
drücken von  T{x)  die  fragliche  Constaute  zu  erkennen,  so  wird  die 
Rechnung  je  weilen  durch  das  Auftreten  der  beiden  Perioden  des 
elliptischen  Integrales  dritter  Art  sehr  erschwert.  Ich  will  nun  der 
Function  1F(C)  Doch  eine  andere  Gestalt  geben,  welche  die  Um- 
setzung in  elliptische  Integrale  in  so  fern  erleichtert,  als  man  nicht 
genötigt  wird,  beide  Perioden  des  ellipt.  Integrales  dritter  Art  zu 
berechnen. 

Stellt  man  im  Ausdrucke  für  JV(*)  den  Factor  77(r — « bei 
Seite,  so  kann  man  den  Multiplicand  17,  J'2(.r)  — Ugr,  (r)  als  Doppel- 
integral  auffassen.  Es  gilt,  dieses  Doppcliutegral  in  die  Form  eines 
einfachen  Integrales  zu  bringen.  Statt  der  Integrale  U„  Ut  mit 
geradlinigem  Wege  habo  ich  solche  mit  krummlinigem  geschlossenen 
Wege,  die  sieh  resp.  in  eine  Doppelgerade  von  a bis  b und  zurück, 
von  l>  nach  c und  zurück,  verwandeln  lassen.  Da  ich  über  eine 
entsprechende  Integrationsfunction  mit  beweglicher  obern  Grenze  ver- 
fügen muss,  so  setze  ich 
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an*) 

0* 


$/■(*)  = \Tl{z  — a)«-'*  . P(2)  — § 77  (z  — a)2a—  1 * . Q(r) 


Da  2a,  2/?,  2y  ganze  Zahlen  (0  oder  1)  sind,  folglich  77(z— a)2tt  . Q(z) 
eine  ganze  Fnnction  ist,  so  ist  alle  Irrationalität  in  der  einzigen 

Quadratwurzel  Y(x— «)  (x—b)  (*— c)  vereinigt;  daher  reicht  ein  zwei- 
blättriges Feld,  in  dem  eino  Uebergangslinie  von  — N nach  a,  eine 
andere  von  b nach  c gezogen  ist,  zur  Aufnahme  der  Function  U(z) 
hin,  und  77,,  l\  erscheinen  als  die  zwei  Perioden  derselben.  Wo 
sie  verschwinde  ist  gleichgültig;  mau  kann  allenfalls  z = c als  untere 
Grenze  des  Integrals  U{')  annehmen,  damit,  wenn  ’ sich  nur  in  der 

^ Y T/  \ 

Realitätslinie  des  ersten  Blattes  von  c gegen  N hin  bewogt,  — 

folglich  auch  U^)  stets  positiv  seicu.  (Denn  Q(z)  ist  daun  pos., 
weil  alle  Wurzeln  der  Gleichung 


Q(*)  - 0 


unterhalb  c liegen).  Die  Variabcle  x liege  weit  östlich  von  c in  der 
Kcalitätslinie  und  cs  sei 


tlZ  =-  ^77(.r  — a.)'\*-adV  — II (x  — «) 1 1*-« 


dU 


X — z 


<”K) 


— «\ 1 1»— n P(z) 


X * 


dz 


Man  betrachte  das  Integral  J UdZ  (Weg  wie  in  Fig.  2). 


Ich  habe  den  Weg  geschlossen,  weil  U wirklich  auf  denselben 
Wert  zurückkehrt,  was  sogleich  gezeigt  werden  soll,  und  weil  es 
dz 

sich  von  von  selbst  versteht.  Man  denke  sich  nämlich  den  Weg 

auf  die  Realifätsliuic  uud  um  die  Punkto  a und  c zusammengezogen. 
Die  Puukte  C,  C‘  des  ersten  Blattes  zwischen  « und  1 fallen  dann 
zusammen,  und,  weil  die  durchgehenden  Wcgesteilo  entgegengesetzte 
Richtung  haben,  so  heben  die  ihnen  entsprechenden  Incremcnto  der 
Function  U einander  auf;  dasselbe  gilt  von  den  zwei  Wegcsteileu 
ab  im  unteren  Blatte.  Der  Punkt  13  des  ersten  Blattes  ist  mit  dem 
Punkte  13’  des  zweiten  Blattes  durch  die  Uebergangslinie  hindurch 
in  unmittelbare  Verbindung  gesetzt,  die  Ineremente  der  Fuuction  77, 
die  den  entgegengesetzt  gerichteten  Wegesteileu  bc  durch  B und  B' 
entsprechen,  heben  einander  auf;  und  dasselbo  gilt  von  den  zwei 
noch  übrigen  Wegesteileu  bc.  Der  Weg  ist  also  geschlossen.  In 
der  Figur  1.  habe  ich  den  Integrationsweg  entfernt  von  der  Reali- 
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tätslinie  gezeichnet,  nur  um  die  Vorzeichen  von  ■ 

y(z-a)(z-b)(z—c) 

jeweileu  an  der  Aussenseite  der  Wegesteile  anbringen  zu  können, 
denke  mir  aber  den  Weg,  wie  gesagt,  auf  die  Realitätslinie  zusam- 
men gedrängt.  Für  die  halben  Perioden 

tih-fia,  i 

z=a  z*=*a 


sei  der  Weg  <if4  (Vorzeichen  1)  massgebend  uud  für 


i_Ua 


-f*U’ 

z—b 


der  Weg  bßc  (Vorzeichen  *).  Auf  dem  Wege  von  b über  £ und  f 
zurück  nach  b (natürlich  westlich  von  a durch  die  Uebergangslinie 
hindurch;  ich  werde  später  kurz  „Weg  be£bu  sagen,  womit  zugleich 
die  Richtung  des  Weges  angezeigt  ist)  gewinnt  die  Function  U(z) 
die  ganze  Periode  L\ ; wenn  ihr  Wert  in  a mit  u bezeichnet  wird, 
so  beträgt  derselbe  in  ß nun  In  ß ist  das  Wegelement  dz 

positiv,  in  a negativ.  Daher  fällt  auf  bc  für  die  zwei  durch  « und 

ß gehenden  Strecken  als  Teil  des  Integrals  / UdZ  der  Betrag 


]J(x  — a)1  1*2-0 


9 


In  £ hat  die  Function  U das  Vorzeichen  — J ; sie  gewinnt  daher  auf 
dem  Wege  btjdb  dio  entgegengesetzte  Periode  —17,;  wenn  sie  in  y 
den  Wert  u‘  hatte,  se  bekommt  sic  in  <5  den  Wert  — Auch 
0 7 

hat  in  y uud  d das  frühere  Vorzeichen  % mit  — * vertauscht  • 

daher  fällt  auf  bc  für  die  zwei  Wegstrecken  durch  y und  d wieder 
der  Betrag 

I7(*-a)*!.-o  . \UX  \\ 
für  alle  vier  Strecken  bc  der  Betrag 

n(x  — „y  *-o  . utVx 

Wenn  * don  Weg  badb  (natürlich  frei  um  c herum)  zurück  legt,  so 
gewinnt  dio  Function  U die  Periode  wenn  sie  in  £ den  Wert  u 
hatte,  so  bekommt  sie  in  6 den  Wert  Weil  iu  £ uud  B für 

öZ 

a-  das  Vorzeichen  — 1 gilt,  so  entlällt 

OZ  ’ 
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— ZI(*  — <*)'!•-«  . \UtVx 

als  Anteil  des  Integrals  j*  UdZ  auf  die  zwei  durch  e und  0 ge- 
führten Strecken  ab.  Auf  dem  Wege  bßyb  wird  U2  von  der  Func- 
tion U2  gewonnen;  wenn  ihr  Wert  in  rj  mit  u bezeichnet  wird,  so 
beträgt  derselbe  in  £ nur  — Ux-\-u'.  In  beiden  Punkten,  £ und  tj, 
(5  Z 

hat  g,  das  zugehörige  Vorzeichen  1;  daher  fällt  auf  die  zwei  durch 
rj  und  £ gehonden  Strecken 

— TI(x  — «V  *-«  . JiV1 

als  Anteil  des  Integrals  UdZ ; für  alle  vier  Strecken  ab,  somit 

— n(x  — a)1!*-“  . U2VX 


Also  ist 


/ 


UdZ  (Weg  iu  Fig.  1)  — J7(.r  — «)*!«-«  . (IT,^  - U2\\) 


Wird  nun  der  in  Fig.  1.  dargestellte  Integrationsweg  in  die  Ebene 
hinaus  erweitert,  so  lässt  sich  derselbe  in  folgende  drei  geschlossene 
Wege  zerlegen:  der  erste  ist  ein  doppelter,  rückläufiger  Kreis  um 
das  endliche  Gebiet,  der  also  zweimal  die  westliche  Uebergangsliuio 
passirt;  der  zweite  ist  ein  kleiner,  rechtläufiger  Kreis,  der  im  ersten 
Blatte  x umschliesst,  und  der  dritte  ein  eben  solcher  im  zweiten 
Blatte.  Beim  ersten  Wege  kann  man  nach  fallenden  Potenzen  von 

0 fj 

« entwickeln.  Der  Anfangsterm  von  «j-  ist  #l«,  derjenige 

von  U also  ^(n ^ zn~ 1 ! * . Die  Exponenten  befolgen  eine 

arithmetische  Differenz  — 1,  wenn  nicht  eine  allfällige  Iutegrations- 
constante  A hinzutritt.  Da  es  sich  aber,  wenn  man  den  Factor 


(Weg 


/U 

; _~~dU 

ein  negative!',  doppelter  Kreis  um  das  endliche  Gebiet)  handelt,  und 
da  die  Exponenten  in  den  mit  dem  Factor  A behafteten  Termen 
lauter  ungerade  Zahlen  sind,  so  dass  die  bezüglichen  Iutograle  sämt- 
lich null  werden,  so  ist  A für  den  Wert  des  Integrals  von  keiner 
Bedeutung.  Nimmt  man  daher  A = 0 an  und  erwägt,  dass  die 
Reihe  für  V so  lange  eonvergirt,  als  x absolut  grösser  denn  c ist, 
so  hat,  wenn  man  vom  Horizonte  herkommt,  U in  beiden  Blättern 
entgegengesetzte  Werte  und  muss  daher,  wenn  man  z.  B.  von  Osten 
her  der  Realitätslinie  folgt,  in  c den  Wert  0 annehmen.  (Der  all- 
gemeine Wert  in  diesem  Punkte  ist  dann  kUt  — j—  ^ , wenn  ft  und  A, 
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ganze  Zahlen  bedeuten.)  Da  nun  A — 0 ist,  so  hat  — — - U ^ 

ausserhalb  eines  Kreises  um  0,  der  a,  A,  c und  x umschliesst,  den 
Charakter  einer  gauzen  Function  von  der  zwoito  Umlauf  gibt  da- 
her dem  Integrale  denselben  Wert  wie  der  erste.  Lässt  man  * nur 
ein  Mal  in  positivem  Sinne  umlaufen,  so  wird  das  Integral  zu 


. 2 UdU 


(Weg  ein  rechtläufiger  Kreis  um 


das  endliche  Gebiet) 


Der  Wert  ist  also  das  (2  in)  fache  des  Coefficienten  von  £ in  der 
Entwicklung  von 


A— co 

2 a\z 2(H-r)-i-A  X 

A=0 


M=  00 
2 
/c=0 


XM 


1 

0,1  ~ (2(n-v)-l))* 


ist.  Damit  der  Exponent  von  s gleich  —1  werde,  muss 
soin.  Jenes  Integral  ist  also 


^ (Weg  ein  pos.  Kreis  um  das  endliche  Gebiet) 


A=2(n— v-\) 

= 2 in  . 2 (2»  - 2v  — 1 - X)  «ax2m 

k=0 


und  ist  eine  ganze  Function,  deren  höchster  Term 

2il f x2h-2v-2 


2 n — 2v — 1 

beträgt.  Diese  Functiou  ist  noch  mit  I7(x — a)1*-«  zu  multipliciren, 
wodurch  der  höchste  Term  des  Integrals  j ^ UdZ  (Weg  wie  obon)  zu 


3n — 1 


2 in 

2 n — 2v  — 1 


— v 


. x 


gemacht  wird.  Wir  suchen  den  Wert  des  Intograls  des  zweiten 
Weges.  Es  ist 
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J*  UdZ  (Weg  ein  kleiner,  reehtläutiger  Kreis  um  * im  ersten  Blatte) 

— ~y  u(z)n(j~)  X P(z)  (Weg  wie  vorhin) 
also  nach  Cauchy 

J üdZ  =>  — in  P(x)  U(x{) 


Ebenso  ist 


/ 


U dz  (Weg  ein  kleiner,  pos.  Kreis  um  x im 

= inl\x)  . U(*8) 


zweiten  Blatte) 


wenn  für  die  Function  P(x ) ihr  Wert  im  ersten  Blatte  gilt.  U(xx) 
und  LT(ar2)  bezeichnen  die  Werte,  welche  die  Function  U(z)  im  Punkto 
.r  des  ersten  und  des  zweiten  Blattes  annimmt.  Der  Wert  des  In- 
tegrals / UdZ  längs  des  zweiten  und  dritten  Weges  ist  somit 

— inl\x)  [t/fai)  — U(x3)] 

Nun  ist  aber 

(/(*,)-  U(xa)  - j dU(t) 

Der  Weg  dieses  Integrals  ist  eine  rückläufige  Schlinge,  die  aus  dem 
Punkte  x des  zweiten  Blattes  um  die  Verzweigungspunkte  «,  6,  c 
geworfen  ist,  die  westliche  Uebergaugslinie  durchdringt  und  im 
Pnnktc  x des  ersten  Blattes  endigt.  Diese  Schlinge  zerfällt  aber  in 
eine. nur  die  Punkte  a und  b einschliessende  Curvo,  welche  die  öst- 
liche und  westliche  Uebergaugslinie  durchdringt,  uud  in  eine  nur  den 
Punkt  b umgebende  Schlinge,  die  allein  die  östlicho  Uebergaugsliuio 
zwischen  b und  c passirt.  Der  Wert  des  Integrales  auf  $em  ersten 
Wege  ist  bekanntlich  — £7„  und  auf  dem  zweiten 


X 


— a)«-*  !*/>(*)</*, 


c 


so  ist 


X 


U(x 


,)  — U(xt)  = j*  TJ(z  - <,)«-'  I*  F(z)  dt  — Ux 


Weil 


so  ist  *»—»—* .9  der  höchste  Term  in 
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folglich 


JJ(s_a)«-»U  . p(z) 

2 

s s 7 acH— r— 1 a der  höchste  in 

2n  — 2v  — 1 

U(xt)  - U(xs) 


und  daher 


3 n — 1 
— 2m  2~ 

2n  — 2v  — 1 X 


v 

der  höchste  in 


-inmiUM-Uixs)) 

uud  wird  daher  vom  höchsten  Ternie  in 


UdZ  (Weg  ein  pos.  Kreis  um  das  endliche  Gebiet) 


n -f-1 

aufgehoben.  Da  aber  TV(a-)  nur  die  Ordnung  x 2 erreicht,  so 
müssen  n — v Terme  zerstört  werden.  Es  ist  somit 


II.  W{x)  — 2in  X Coeff.  von  £ in  der  Entwicklung 


U*(z) 
(z  - x)* 


X II — a)'s*~rt  — 


— «)“-•  2 X I\z)dz—  U 

1. 

. in  l\x) 


Diese  Formel  eignet  sich  allerdings  viel  weniger  zur  Auftiudung  des 

Coeff.  von  * 2 , als  der  Ausdruck  1,  offenbart  aber  sogleich, 

dass  keine  elliptischen  Integrale  dritter  Art  Vorkommen.  Nun  soll 
die  Function  IF(x)  für  die  Fälle  n =*  0.  1,  2,  2 mittelst  der  For- 
mel II  in  elliptische  Integrale  umgesetzt  werden. 


Bern,  den  9.  März  188b. 
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IX. 

Zur  Complanation  des  dreiachsigen  Ellipsoides 
mittelst  elliptischer  Coordinaten. 


Von 

Ferd.  Jos.  Obenrauch, 

Professor  an  der  L.-Oberrenlschulc  in  Brünn. 


Bekanntlich  hat  zuerst  J.  Liouvilie  *)  in  einem  seiner  au  P.  II. 
Blanchet  gerichteten  Briefe  die  Oberfläche  des  dreiachsigen.  Ellip- 
soides durch  elliptische  Coordinaten  dargestollt. 

Liouvilie  geht  in  seiner  Abhandlung  von  dem  homofocalcn 
Flächensysteme  zweiter  Ordnung 


aus. 


Unter  den  Voraussetzungen 

b < c < q,  &<#*<<?,  v > b > 0 


I)  „LettrcB  sur  diverses  questions  d'analyse  ct  de  physique  mathemntique 
conccrnant  l’ellipsoldc,“  adressees  a M.  P.  II.  Blanchet;  Paris,  29.  mai  1846. 
S. : Journal  de  mnthdmatiqucs  pures  ct  nppliquc'cs,  publie  par  Joseph 

Liouvilie,  Tome  onzibme,  Paris  1846,  pag.  217  — 236. 
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erhalten  wir  eine  Schaar  dreiachsiger  Ellipsoide  mit  den  Halbachsen 

p,  v?  — £1 2,  vV— c2,  geschnitten  durch  eine  Schaar  homofocaier 
oder  confocaler  einteiliger  Hyperboloide  und  eine  Schaar  confocaler 

zweiteiliger  Hyperboloide,  von  welcher  'die  ersteren  ft,  V,u2  — &2, 
Vt*2— f*2,  die  letzteren  v,  Vb*— v2,  Vc2— v2  zu  Halbachsen  haben. 

Dieses  System  confocaler  Flächen  zweiter  Ordnung  hat  zuerst 
Lame  *)  in  seinem  „Mdmoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  les 
corps  solides  homogdues  on  äquilibre  do  temp6raturo“  im  V.  Bande 
der  Mämoires  präsentes  par  divers  savans  k TAcadömie  des  Sciences 
de  l’institut  de  Frauco,  Paris  1837  in  die  analytische  Geometrie 
eingeführt  und  gab  den  veränderlichen  Parametern  p,  ft,  v,  welche 
den  Raumpuukt  3/(a*,  y,  s)  bestimmen,  den  Namen  elliptische  Coor- 
diuaten. 


Lame  gelaugte  in  diesem  Memoire  u.  a.  zu  dein  die  Oberfläche 
eines  Kugcloctantcn  vom  Halbmesser  r = 1 darstellenden  Doppel- 
integral 


(2) 


//j= 


v2— p2 


7t 


ü 


yv* — b * Vc* — v*  y&* — p2  y<?* — p*  ^ 2 


c > O 


dessen  Wert  Herr  llofrath  Dr.  Ant.  Wincklor  2)  durch  Special isirung 
eines  durch  Gamma-Functionen  ausgcdrückteu  Doppelintcgralcs  von 
allgemeinerer  Form  bestimmte. 


Liouvillc  weist  auf  pag.  218  seiner  Abhandlung  auf  die  von 
Jacobi 3)  verwendeten  uud  für  die  Complanatiou  des  dreiachsigen 
Ellipsoides  nicht  so  bequemen  Integrationsvariabcln  ep  und  v» 4)  hin 
uud  gelangte  auf  pag.  219  zu  dem  Differential  dw  dor  Oberfläche 
des  durch  die  Gleichung 


1)  S.  a.:  „Journal  de  raathematiques  pures  et  nppliquccs,  publid  pur 
Joseph  Liouville,  tomc  II,  Paris  1837,  pag.  147 — 183.“ 

2)  „Allgemeine  Transformation  der  bestimmten  Doppclintcgrale“.  Von 
Dr.  Ant.  Wincklcr.  Denkschriften  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften, 
XX.  Bd.,  vorgelegt  iu  der  Sitzung  vom  7.  Januar  1859. 

3)  „De  transformatione  ct  determinatione  integralium  dnplieiura“.  Crclle’s 
Journal  Bd.  X,  Berlin  |833,  pag.  101. 

4)  Winkel  der  Normalen  mit  den  Coordinatcnaehsen. 


mittelst  elliptischer  Coordinaten. 


157 


x\  y*  t ** 
p2~r  ei_  hi  -r  ^_c2 


l 


bestimmten  dreiachsigen  Ellipsoides 


,, 0*2-vs)  Vp8— ft*  Vp2— v*  . ,, 

tl IC  ==*5  . " . ‘ — 7-3^  il.lL  (LV 

V n* — &2  Ve2 — (i*  yV* — v2  y^2 — v2 


Die  Oberfläche  S des  Octanten  eines  dreiachsigen  Ellipsoides]  mit 

den  Halbachsen  p,  l/p2— £2,  yp2— c2  ist  demnach  dargestellt  durch 
das  Doppelintegral 


(3)  S(p,  Yq*-!'*,  Yq*-c*) 

c b 


r r <(.»-»»)  >V-v* 

7 J y^—b*  y^fi2  Vi^—v2  Vc2— v2 


dft  dv 


0 


Den  Gegenstand  der  vorliegenden  Abhandlung  bildet  die  Be- 
stimmung der  Oberfläche  des  Octanten  S(a,  b , c)  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  mit  Hilfe  des  confocalcn  Flächensystemes  zweiter  Ord- 
nung : 


(4) 


*2  y«  zi 

"T  n “T  „2 


a‘J  1 b * r c2 


ar* 


4.  _JL_  . 

1 7.2 „2  I 


,2 


a2  —ft2  ' &2— ft2  ' c2 — ft‘ 

/r2  fly2  —2 

-J?  4-  ...  y _| f_ 

«2 — V 2 6* — v2  * r2 — v 


1 

1 

1 


Unter  den  Voraussetzungen 


« > £ > c > 0,  & > v > c 

erhält  man  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen  a,  <7, 
geschnitten  durch  eine  confocalo  Schaar  zweiteiliger  Hyperboloide 
mit  den  Halbachsen  y«2-—|u2v  Vft2  - £2,  Vfi2—*;2  und  eine  confocalo 
Schaar  einteiliger  Hyperboloide  mit  den  Halbaxen  V«2-  v2,  Yb^—v*, 

yv2 — 


Durch  Auflösung  dieses  Gleichungssystemes  ergeben  sich  für  die 
orthogonalen  Coordinaten  ?/,  2 eines  Punktes  des  Ellipsoides  die 
Werte : 
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x = — y«2 — y d* — 

*2*3 

(5)  y = -~-yV2— i*  l/i2—v2 

*1  *3 

, — — — c*  y v* — c* 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

r,  = yi>x — c2,  = Va‘J— c2,  r3  = Va2 — 6* 

Die  Oberfläche  des  Octanten  eines  dreiachsigen  Ellipsoidcs  kann  nun 
unter  Benutzung  des  Gleichungssystemes  (6)  aus  der  allgemeinen 
Complanatiousformel  oder  mit  Benutzung  der  unter  rechten  Winkeln 
sich  schneidenden  Bogenelemeute  d<j,  d<y,  der  Krümmungslinien  beider 
Arten  in  elliptischen  Coordinaten  direct  dargestellt  werden. 


Wählen  wir  die  letztere  Methode,  so  erhalten  wir  reit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen 


dx 

ap 

y«2- 

-v2 

dx 

av 

y«2- 

4 

*2*3 

y«2- 

V’ 

dv 

*2*3 

y«2- 

— V2 

dy 

bp 

y&2- 

-V* 

dy 

bv 

iV- 

-i* 

dp 

*1*3 

>V- 

-i2 

dv 

*1  *3 

y/>2- 

dz 

cp 

yv2- 

dz 

cv 

V#«*- 

— c2 

dp 

*1  *2 

y^- 

f 

-e2 

dv 

*1**2 

yv*  _ 

— c2 

für  die  Bogenelemente  da,  </<?,  der  Krümmungslinien  der  ersten  und 
zweiten  Art  die  Werte: 


(7) 


^ I 

y«* — fix  y fi2 — A2  y — c*  / 

V 2 VjU.2 — V® 


il<s 


y a% — v 2 y&* — v2  y v2  — c2 


dv 


folglich  mit  Rücksicht  auf  das  Dupin’sche  Theorem  für  das  von  den 
Bogenelementen  du,  dav  begrenzte  Flächenelement  dF  des  Ellipsoides 
(a.  &,  c)  einen,  dem  Liouvillo’schen  Ausdruck  analogen  Ausdruck 


p2V2(p* — v2) 


dF 


yd* — ja*  Vft2  -i2  y^t2—  c2  y«2  - v2  y&a — v2  y v2 — <*2 


rfa  <iv 


Digitized  by  Google 


mittelst  elliptischer  Coordinaten. 


159 


Lassen  wir  p alle  Werte  von  b bis  a und  v alle  Werte  von  c bis  b 
durchlaufen,  so  erhalten  wir  die  Oberfläche  S(a.  b,  c)  des  Octanten 
eines  dreiachsigen  Ellipsoides  dargestellt  durch  das  Doppelintegral 


(8)  S(a,  i,  c) 
a b 


ff 


ft2v2(fi2-  v2) 


ya*-p*  Y\ **— c*  V«2— v2  Yb*-v*  y v2~c5 


dp  ilv 


welches  somit  im  Sinne  der  Complanations-Theorie  als  eine  ste- 
reometrische Erweiterung  des  Lamß’schen  Doppelintegrales  betrachtet 
werden  kann. 


Um  das  vorliegende  Doppelintegral,  welches  auch  in  der  Form 


a 


<»)//  y^= 


p *vHp*-v*) 


b c 
a 


p*  Ypi-b*  Yi i*— c*  y«2— v*  y&2—v*  yv2-c* 

b 


dp  dv 


r d r ^ 

,/  ya? — ^ y pi — b 2 Yp* — ^ y«2 — y^2 — ^2  y 


a 


/ * ft2  ^ P v4  ^ 

o/  ya2 — fi2  y p* — b*  y p* — <?*  ^ «/  y«® — v2  y^* — v®  yv* — c* 


geschrieben  werden  kann,  auf  den  bekannten  Legendre’schen  Aus- 
druck zu  reduciren,  führen  wir  in  das  erste  und  dritte  Integra), 
beziehungsweise  in  das  zweite  und  vierte  Integral,  statt  p und  v die 
neuen  Integrationsvariabein  0 und  q>  mittelst  der  Gleichungen 

„2  J2  l/2  — c2 

0°)  <^—“2  = cotg*ß,  j-rzrv,  - tgV 

ein,  und  erhalten  wegen 


dp  •=•  - 

afc2sin0cos0  Ä 

- ~d6, 

Y 1 - fc®  sin20 

*“?<l 

dv  = 

&Jk,8sin  cp  cosg o 

yi-vcbsV * 
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a 1) 


(11)  p T fi*v*(fi1 2--v*) 

J J y«* — ft2  Y (i* — b2  Y p. *— c*  Vn* — v*  Yi>2 — v%Yv*-c*  ^ 
b c 


n 

2 


n 

2 


a*b  r a—khm*6)*  !fj  r (f— A^cos 2 g>  t1 

’J  Yl-Vsin*d  Y 1 — x2sin  ft  J Vi — Ai*co8*g>yi — xt*sin*y  ^ 

0 0 


hzJ  Y 1-A:2sin*0  Y 1 


2 


7C 

2 


ni3  r (l—fcWfl)  ^ r (1— A-^coeV)*  __  J 

f2  c/ Vl — A;2sin2flyi — x2sin*Ö  /Vl — A*,*cos*<)pyi — x,*sin2<p 


0 


0 


wobei 


x 


Ya*-b*  ^ , 

*■ 


**■""  y«2— c2 


i 


Wenden  wir  auf  die  nunmehr  erhaltenen  einfachen  Integrale  die 
bekannten  Reductiousformeln  an,  so  gelangen  wir  schliesslich  zu 
dem  von  Legendre  ')  durch  elliptische  Integrale  der  ersten  und 
zweiten  Art  dargestellten  Ausdruck 


a 


(12 \f J Y a2—  u*  Yn*— 


(i2  v2(p2 — v2) 


y a* — fi*  y fi* — b 2 Yf-c2  y«2 — v*  y&* — v*  yv* — e* 


dfi 


- 4C'+  4 f,'  9) + *»'«(*.  9>)i 

wobei  

« f, aY b 2 — c2 

L *2  A»y«2 — e* 


<P 


arc  sin 


y a* — c2 

arcsm 

a 


Lassen  wir  c gegen  die  null  converglren,  so  geht  der  Ellipsoid- 
octant  in  einen  Ellipsenquadranten  über,  und  wir  erhalteu  wegen 

E(fc,  cp)  - 1 

den  Wert  eines  mit  dem  Lam6’schen  Doppelintegral 


1)  „Exereicee  de  enlrul  integral,  tomc  l*r,  Paris  1811,  png.  191“  und 

„Trait4  des  fnnctions  elliptique«,  tomc  Ierf  Puris  1825,  pag.  357“. 
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ft2 — V2 


7t 


a b . 

V a* — ft2  Vf*2  — b*1  V«2 — v*Yb~ — v2  ‘ ^ 

6 0 


rt  > i > 0 


verwandten  Doppelintegrales,  nämlich 


a 


* /*  f*  uv(u2 — V2)  , 7t 

kJ  J Va2 — p- Y p2 — i2Va2 — vlYb 2 — v2  ^ 

& 0 


« > b > o 


Um  das  vorliegende  Doppeliutegral  (8)  in  das  Liouville’sche 
Doppelintegral  zu  transformircn,  setzen  wir  statt  der  constanteu 

Parameter  a />,  c beziehungsweise  p,,  Y Qi~—b*,  Vp,2— c,2,  wobei 
Pi>*i  bx  und  führen  statt  ft,  v die  neueu  Integrationsvariabein 
ft,,  vx  mittelst  der  simultanen  Substitution 

Vpj2— fl2  l/pi2  — v2  = ft,V,  j 

(14)  _ 

V^-(pi *-*!*)  - Vmi2-*!2  A»-V 1 

ein.  m 

Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  nach  ft  und  v liefert 

(15)  f*2  = qY  — v2  — q2  — ft,2 
Folglich  ist 

ci  > f*i  > *n  > v,  > 0 

Für  die  Euler’sche  Functionsdeterminante 


dp 

dp 

dv  j 

Sl  — 

dv 

dv 

dvt 

erhalten  wir  wegen 

dp  dp. 

dv 

u — ==>0,  ft  7-  = — 

r dpt  r dVj 

v — - 

dp\ 

Sl—  - 

Pivi 

dv 

dvx 


0 


YqY—Pi*  YqS-Vi* 


Die  Oberfläche  des  Octauten  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  mit  den 
Halbachsen  p,,  Vpi*-^*,  Vpi2— cx-,  beziehungsweise  p,  Vp2 — ft2, 

l i 
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Vp2— r2,  ist  somit  dargestellt  durch  das  zuerst  von  Liouville  an- 
gegebene Doppelintegral 


(16)  S(<>,YQ*-b\  -vV-c2) 

h C 

(fl2  - V*)  V Q* — V2  Vp2--v* 


t.f* Vft2 — b 2 Vc2 — ft2  Vi* — v2  Vc2— v2 
0 b 


da  dv 

4 « » 


welches  in  einfache  Integralo  zerlegt,  die  Gleicbuug  liefert 

(17)  S(g,  Yq*-c2) 

b c 

r /x*  Vp2— ft*  /* 

"V  Vft Yb^Yc^ 

o a 


e 


wobei 


t)  Vp2— — ft2  ^ »y  y&2 — v2  yV2 — v* 
0 £ 

c (i  b,  b v 0 ist. 


Führen  wir  in  das  vorliegende  Doppelintegral  (8)  statt  f*  und 
v die  neuen  Integrationsvariabein  u und  v mittelst  der  Gleichungen 


ft2  — u,  v2  «=-  V 


ein  und  ersetzen  die  neuen  Grenzenpaare  A*,  «*;  c2,  A2  durch  A,  a;  c, 
A,  so  erhalten  wir  für  die  Oberfläche  des  Octanten  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  mit  den  Ilalbaxeu  y«,  VA,  Vc  den  Ausdruck 


(18)  S(Va,  VA,  Vc) 
a b 


* - f* Yd — u V w — 


(u— t»)  y 


UV 


Yd — u y « — ä y« — c y« — » y a — » y*> — 


t <Zy  dr? 


b c 


Zerlegen  wir  das  letzte  Doppelintegral  in  seine  einfachen  Integrale, 
so  erhalten  wir  für  die  Oberfläche  eiues  Octanten  des  dreiachsigen 
Ellipsoides 


r2  . y*  . ** 


a + b + c “ 1 


den  Ausdruck 
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(19)  S(V«,  VI,  ! /e) 
a 

u y u 


■ r * 

* J V a — u Vu 


du  . f* X^—  — dv 

kJ  \a  — vyb—v  \v — 


y a — m y« — b y ' w — <?  y « — t»  y & — » y« — <? 

c 


(l 


f* vw  _ _ Ui  r v y v 

c/  y« — u Vu  - b y«  - c c/  y« — 1>  y ä — » y» 


</y 


c 


welchen  K.  II.  Schellbach  in  seiner  „Lehre  vou  den  elliptischen 
Integralen  und  den  Theta-Functionen“Berlin  18G4,  pag.  310 — 315“ 
auf  anderem  Wege,  jedoch  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen 
gefunden  hat. 

Schellbach  geht  nämlich  bei  Bestimmung  der  Oberfläche  des 
dreiachsigen  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  V«,  V&,  Vc  von  der 
bekannten  Complanationsformel 

dS  = YY*+  Y*-f  Z2  du  dv 

aus,  wobei  X , r,  Z die  Determinanten  der  partiellen  Differential- 
quotienten 


<iy 

dy 

dz 

dz  i 

dx 

dx 

du 1 

dv 

du ’ 

(Iv 

du' 

dv 

X = 

dz 

dz 

• F= 

dx 

dx 

II 

dy 

dy 

du 1 

dv 

du 1 

dv 

du* 

dv 

sind,  und  führt  als  neue  Integrationsvariabelc  die  variabeleu  Para- 
meter ?«,  v des  Flächensystems  zweiter  Ordnung 


(20) 


x * 
a 

fl( 


+ r 

~ b 


,2 


.2  S* 


r . -J‘ - 4-  - — - 

a — u)  ' b(b  — u)  c(c  — ») 


x1 


_r_ . — - — 

«(a  — v)  b(b  — v)  c(c  — v ) 

ein,  uud  gelangt  unter  den  Voraussetzungen 
a > i > c,  a > u > bt 
zu  folgendem  Ausdruck 


— 1 

==■  0 ) 
= 0 
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a 


(21) 


/’ 2vVv r y« 

Ya — v Yb  — v Vp  - c Va — uYu  — b^u  — c 


a 


P 2y'p ^ P uVu 

«/  Y(l~v^b—vYv — o </  Va  — m V«  — t V« — c 
c b 

durch  welchen  in  seinem  Werke  auf  pag.  31 5 die  Oberfläche  des 
ganzen  Ellipsoides  ausgedrückt  erscheint. 

Von  der  Richtigkeit  des  die  Oberfläche  eines  Ellipsoidoctanten 
( V «,  Vb , Vc)  darstellenden  Doppelintegrales  (19)  kann  man  sich 
auch  mit  Hilfe  des  Dupin’schen  Theorcmes  überzeugen,  wenn  inan 
das  Flächenelement  der  Krümmungslinieu,  welche  durch  den  Schuitt 
der  beiden  Strahieufläckeu 


(20) 


x*  y * z*  \ 

a(a — w)  Uh  ~u)  c(c  ~ u)  ^ r 

a{a — v)  ‘ b(b  — v)  ^ c(c  — v)  ' 

% 

mit  dem  dreiachsigen  Ellipsoide 

y®  z2 

(20)  ä + 4+«=1 

entstehen,  direct  ableitet. 

Durch  Auflösung  des  letzten  Gleichungssystemes  (20)  erhalten 

wir  

y a — u y a — v 

x = - — 

y«  — b Va  — c 

(22)  y - VELb 

__  y« — c Yv — c 

Ya—c  Yb-c 

und  für  die  Bogenelemcnto  da,  da,  der  Krümmungslinien  der  ersten 
und  zweiten  Art 

, Yu-vVu 

tlß  — A . , du 

Y a - ■ w y«  — b Yu  — c 
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da* 


* 


Vu  — v Vv 


y«-»  v&— » Vv  - 


dv 


Das  vou  den  Bogeuelementen  da , dal  der  Krümmungslinien  begrenzte 
Flächenelement  dF  des  Ellipsoides  (Va,  Vb,  Vc)  ist  somit  bestimmt 
durch  die  Gleichung 


dF  — 


(m  — v)  Vnu 

Y u — b Y u — c V a — 


v V h -vY 


du  dv 

V — c 


Lassen  wir  n alle  Werte  von  b bis  a und  v alle  Werte  von  c 
bis  b durchlaufen,  so  durchläuft  die  Doppelschaar  der  Krümmungs- 
liuien  sämtliche  Punkto  des  Ellipsoidoctauten , dessen  Oberfläche 
somit  durch  das  Doppeliutegral 


(18)  S(Va,  Vc) 
b 


a 


‘JJ 


(u — t?)  y uv 

V a — u V u — b V u — c Va  — v Yb  — v V v — c 


ausgedrückt  erscheint. 


Um  von  den  Lamd'schen  Ceordinatcn  auf  elliptische  Coordinatcn 
in  trigonometrischer  Form  überzugeheu,  führen  wir  in  das  vorliegende 
Doppelintegral  (8)  die  neuen  Intogrationsvariabelu  <p  mittelst  des 
simultanen  Gleichungssystemes 


(24) 


Va*  - fi8  V a8— v8  = £,siu  & V 1 — x,  sin8<p 

V/U8— b*  Y b*—v*  =*  fj  £3  cos  & cos  cp 


ein,  wobei 


1 


und  erhalten  den  von  F.  Joachimsthal  ‘)  gefundenen  Ausdruck 


n b 


b c 


(25) 

jU8V8(fi8 — V8) 

VÄ^'v*  Yb*— v8  Yv2—7i<l^dv 


1)  S : F.  JoAchirasthal:  „Anwendung  der  Differential-  und  Integral- 

rechnung auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien  doppelter 
Krümmung,  Leipzig  1872,  pag.  127“.  (III.  Auflage.  Leipzig  1890,  pag.  149). 
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n 7 r 


2 2 


■ff 


V «2cos2«l-f~Z>2sin2  & Y 62sin2qp-{-c*cos2<p 
Vl-x2siu2#  Vl  — x,2sin2<p 


0 0 

X (**c082#-|-a,i  *8in*#)  (L9dq> 
Setzen  wir 


(26)  X* 


(«*— fi2)  (fi2  - Ä2)(fi2-<:2)  («2— v2)  (ä2  — v2)  (v2— c2) 


und  betrachten  wir  in  geometrischer  Auffassung  u.  zw.  im  Sinne  der 
Cubatureu-Thcorie  die  Werte  der  elliptischen  Coordinaten  als  ortho- 
gonale Coordinatcn,  so  drückt  das  vorliegende  Doppelintegral  (8) 
das  Volumen  eines  Körpers  aus,  welcher  von  den  Ebenen  X = 0, 
fi  = «,  fi  v *=  A,  v «=  c und  von  der  Fläche  (26)  der  vier- 

zehnten Ordnung  begrenzt  wird.  Die  das  Volumen  begrenzende 
krumme  Fläche  hat  acht  reelle  Asymptotenebenen , davon  vier  an 
den  Grenzen  des  Integrationsgebietes.  Vier  reelle  und  vier  ima- 
ginäre Asymptotenebenen  liegen  ausserhalb  des  Integrationsgebietes. 

Wird  c — » 0,  so  geht  das  Doppelintegral  (8)  in  das  Doppelinte- 
gral (13)  über.  Die  zu  diesem  Doppelintegral  zugehörige  Fläche 

fl2V2(fl2 — v2)2 

(97)  1*  — “ — L 

' ' (a  — fi2)(fi2 — 62)  (a2  — v2)(&2 — v2) 


ist  eine  Flähe  der  zehnten  Ordnung  und  hat  sechs  reelle  Asymptoten- 
ebenen, davon  vier  an  den  Grenzen  des  Integrationsgebietes.  Zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre  Asymptotenebenen  liegen  ausserhalb  der 
Grenzen  des  Iutegrationsgebietes.  Das  Volumen  des  zu  diesem 
Doppelintegral  gehörigen  Körpers  ist  gleich  dem  vierten  Teil  des 
Volumens  eines  elliptischen  Cyliuders,  welcher  das  Ellipsoid  («,  6, 
c)  längs  des  Hauptschnittes  (a,  h)  berührt  uud  die  Masseiuheit  zur 
Höhe  hat. 

Zum  Schlüsse  köuneu  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen 
von  Tortolini1)  und  Roberts2)  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  das 


1)  „Nuo\e  applicazioni  del  calcolo  integrale  relative  alla  quadratura  delle 
superficie,  curve  e cubatnre  de  solidi,  dal  D.  B.  Tortolini“.  Crelle’s  Journal, 
1846,  Bd.  XXXI,  pag.  12-39. 

2)  „Note  »ur  l’ornluation  de  l’airc  de  la  surfaco  nommcc  dans  l’optique 
surfaee  d’clasticite,  par  William  Roberts“.  Journal  de  mnth.  1846,  t.  XI, 
pag.  81«— 86. 
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vorliegende  Doppclir.tegral  (8),  sowie  alle  i iit  demselben  geometrisch 
verwandten,  d.  h.  die  Oberfläche  eine9  Fllip® idoctanten  mit  den 
Halbachssen  a,  b , c darstellenden  Doppolintegrale  gleichzeitig  die 
Oberfläche  eines  Octanten  der  zu  dem  Ellipsoid 

(28)  (vCt1  + vS  + (Ä)’  “ 1 

gehörigen  Fusspunktflächo  vierter  Ordnung 

(29)  (x2  — |—  y2  — |—  s^)a  = bc  x* ac  y2 ab  z* 

mit  dem  Coordinatenursprung  als  Projectionscentrnm  darstellen. 
Diese  Fusspunktflächo  zog  zuerst  Fresnel1)  bei  seinen  Untersuchungen 
über  die  doppelte  Strahlenbrechung  in  den  Kreis  seiner  analytischen 
Forschungen  uud  gab  ihr  den  Namen  Elasticitätsflächo  (la  surface 
d’61asticit6). 


1)  „Memoire  sur  In  double  rdfraction.  I,  II“.  Paria  1821.  (Ilccucil 

des  savants  dtrangers.) 
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X. 

Osculirende  Parabel. 


Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Punkt  P einer  Curve  s sei  Anfang  der  Coordinaten  y,  * 
eines  variabeln  Curvcnpunkts  in  Bezug  auf  Axen  von  beliebiger 
fester  Richtung  uud  zugleich  Anfang  der  Coordinaten  u,  ut  eines 
variabeln  Punkts  auf  einer  Parabel  in  den  Richtungen  ihrer  Axe 
Scheiteltangento,  überdies  u <=  m und  =»  » die  ihres  Scheitels. 
Die  Gleichung  der  Parabel  ist  also: 

(»  + Hi)2  = 3p(»  + «)  (1) 

Es  solleu  nun  die  Constauten  m,  n,  und  die  Lage  der  Parabel  so 
bestimmt  werdeu,  dass  die  Punkte  (»«,)  und  (xys)  neb3t  ihren  un- 
endlich kleinen  Verrückungen  bis  auf  die  zur  Bestimmung  hin- 
reichende Ordnung  bei  Verschwinden  eiuer  gemeinsamen  Unabhän- 
gigen zusammenfallen. 

Die  Wahl  der  Unabhängigen,  als  deren  gleichzeitig  verschwin- 
dende Functionen  die  5 Coordinaten  zu  denken  sind , hat  wie  leicht 
erhellt,  auf  das  Resultat  keinen  Einfluss;  doch  eignet  sich  hinsicht- 
lich der  Einfachheit  der  Rechnung  keine  besser  als  der  Krümmungs- 
winkel der  Curve,  weil  durch  dessen  Annahme  alle  Differentiation 
von  Brüchen  vermieden  wird.  Die  Differentiation  nach  demselben 
sei  durch  Striche  bezeichnet. 

Den  Fall  einer  ebenen  Curve,  weil  er  immer  der  Hauptfall 
bleibt,  wollen  wir  getrennt  behandeln. 
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§ 1.  Osculirende  Parabel  einer  ebenen  Cnrve. 

Da  mit  x,  y,  z gleichzeitig  w,  «j  verschwinden  sollen , so  ver- 
langt Gl.  (1)  allgemein,  dass 

a2  s=s  2 p m (2) 

sei.  Für  ebene  Curven  (2  — 0)  seien  die  Coordinatenrelationen : 

u — scosfi  — ysinfi  \ 

1 1 W 

ut  = x sin  fi  -j-  y cos  fi  ' 

Bezeichnet  t den  Krümmungswinkel  beginnend  in  der  x Axc,  so  hat 
mau : 

a'  «*»  a'cosr;  y ' = s'sint  (4) 

woraus  nach  Gl.  (3): 

n'  — #'cos(‘r-}~#A)»  Uj' = «'sin(T-j- ju)  (5) 

Differentiirt  man  hiernach  Gl.  (1)  3 mal  und  setzt  in  allen  3 Glei- 
chungen dann  ut  = 0,  so  erhält  man: 


nsiu(r-f-fi)  — jpcos(r-f-  ft)  = 0 (6) 

?icos(T-j-ft)-}-/Jsiu(T-f-ft)-f-«,8in*(r-f-fl)  = 0 (7) 

— n8in(r-f-  (li)-|-j?co8(t-|-  3«'  sin(T-j-fi)cos(T-{-ft) 

-j-«"sin8(r4-fi)  *=  0 (8) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  geben: 

n = — *'sin*(T-{-f4)cos(T -{-/*);  V — 8*  s\n*(t p)  (9) 
die  erste  und  dritte: 

tg(T-j-fi)  = — jr  (10) 

und  nach  Gl.  (2)  wird  dann: 

m = _ ^»'8in(T-f-jti)c08s(ir-f- fO  (11) 

nach  Gl.  (4)  in  Verbindung  mit  (10): 

r — arctg^;  fi  = — arctgn* arctg  ^ (12) 

Nachdem  jetzt  r-\ -ft  durch  Gl.  (10)  bekannt  ist,  wird  die  Parabel 
absolut  durch  die  zweite  Gl.  (9),  ihr  Scheitel  durch  Gl.  (11)  und 
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(9)  und  ihre  Axeurichtung  durch  Gleichung  (12)  gemäss  Gl.  (3)  be- 
stimmt. Die  Gleichung  der  Parabelaxo  ist  ut  -=  const,  für  den 
Soheitel  aber  u,  «=  «,  folglich  allgemein : 

rrsin  ft  -\-y  cos  p = n • (13) 

Um  den  Brennpunkt  zu  bestimmen,  ist  zu  dieser  Gleichung  hinzu- 
zufügen : 

u >==>  r cos  p — y sin  p = m -j-  £ p 

■woraus  als  Coordinatcn  desselben  hervorgehen: 

x — (m-fl/Ocosft-f  «siua  j 
y — (tu  +ip)  sin  ja  -f- « cos  jtt 

Um  alle  Bestimmungen  auf  einen  beliebigen  Coordinatcnaufang 
zu  übertragen,  sind  nur  zu  xx  y die  Coordinatcn  von  P zu  addiren. 


§ 2.  Osculirende  Parabel  einer  Itaumcurve. 

Die  Relationen  der  Coordinateu  seien: 
n = A x-\- B y~\~C  z \ 

«i  «=  Avx-\-  Bty-\-  Cxz  > (15) 

«*  = iiga’  4“  c2-  ) 


wo  bzhw.  die  Parabelaxe,  die  Scheiteltangente  und  die  Normale  der 
ParabelHäche  die  Richtungen  der  Axeu  der  u,  haben  Sind 

ferner  « ßy , ctlß1yl , ce2ß2y2  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 


Haupt-  und  Biuormale 

von  s und 

a A tt+B  ß+Cy\ 

b = A «,  4~  B ßx  4~  C y, 

etc.  \ 

«,  =»  Axct-\-Bxß-\-  C]ß; 

bx  = A^rtj  4-  Bißt  4-  Gj y, 

etc.  > 

(16) 

öj  = A2a-{-B2ß-\-  C8y; 

b2  — A2ax  + B2ßx  4-  C\yx 

etc.  ) 

dio  Richtungscosinus  der  Axe,  Scheiteltangente  und  Normale  gegen 
die  Fundamentalaxen  der  Curve  #,  so  ist 


u' 

= so.  ; 

«'  — b ; 

b‘  = c vF — « •, 

c‘ 

- — o y 

nl 

=*  s'(ix  \ 

ai  — &i ; 

V — 

— — 

ui 

— 

°t  — V> 

b2‘  — e2&‘ — 

C1 

— — W' 
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wo  y das  Krümmungsverhältniss  (d.  h.  Torsion  dividirt  durch  Krüm- 
mung) bezeichnet.  Differentiirt  man  nach  diesen  Formeln  Gl.  (1) 
4 mal  und  setzt  in  allen  4 Gleichungen  u{  = 0,  so  erhält  man: 


nai  — Va  a 0 (17) 

nbx  — pb-\-8r  ax%  <=»  0 (18) 

y — o,)  — p(c  y — a)  -{-  3 •'  a,  bx  -f-  s”  a, 2 (19) 

»Oi y ' ■ — h 4- 1 )]  - rU  - W'* 4- 1 )]  (20) 


+ 5'  (>,(*,  y - + 55"«,/!,  4-5 w«,8  = 0 

Die  Gl.  (17)  (18)  geben: 

n c2  “ — s'  aj 2 a ; pc2  =-  — ä'«,8  (21) 

und  die  Gl.  (19)  (20)  werden  nach  Einführung  dieser  Werte: 

b 8* 

y ax  3ä,4-T/  <*i  “ 0 (22) 

Cj  fl 

*"V^+  (»'a-3+  £)  «,  * +4«, c, «'  + 3 V + 5 ■ 4,  = ° 

Da  aber  die  Parabelebene  durch  die  Tangento  von  s gehen  muss, 
so  hat  mau  a2  — 0,  und  das  Orthogonalcoefficienteusystem  hat  die 
Form: 

a <=  — sinqp  b = cos (p  cos tp 
=*  cos  cp  bt  = sin  cp  cos  ip 

a2  — 0 £,  = sin  rp 

so  dass  die  Gl.  (22)  lauten: 

3 tg  y cos  ip  = y tg  xp — -7  (24) 

8 

/ S"  \ 

O'2  - 3 -j-^7 &”tg  ip-j-  ( 4«*'  tglfJ  4*5  p~)  tg  qPCOS  cp 

4-  3(tg  <p  cos  ^)2  “ 0 
woraus  nach  Elimination  von  cp: 

5£'8tgfy-  (3£"4-£'  7Jtg^4-3^2-9  -4^j4-3^ra0 
und  nach  Auflösung: 


c ==>  cosqpsiu^j 

cx  = sin  (p  sin 1/4  (23) 

c2  «=■  — cos  cp  } 

n 
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^ ■ * " m (3  v + v ±ve)  (25) 


Ist  hiernach  dann  nach  Gl.  (24)  <p  berechnet,  so  erhält  man 
nach  Gl.  (21)  und  (2): 


sin2gp  cos  <p 

tn  *=-■  «'  — : « — 

2cos  ’ 


cos8<p 
cost \> 


, sin^cos^tp 
COS  V' 


(26) 


(27) 


und  hiermit  die  Parabel  nebst  ihrer  Lage  relativ  zum  Fundamcntal- 
axensystem  vou  «.  Dio  Coefficienten  A,  B . . . erhält  man  aus 
den  Gl.  (16),  nachdem  «,  b}  . . . nach  Gl.  (23)  in  <p,  ausge- 
drückt siud. 


§ 3.  Beispiele. 

I.  Die  Curve  * sei  die  Cykloide 

x = — x0-l- A(1  — cos  t o) ; y =»  - y0  -j-  h(co  — sin  «») 

Ihre  Gleichungen  geben  differentiirt: 

x — u'  cos  t = Aco'sinw 
y‘  =■  s sin  x = Aco'(l  — costa) 


woraus: 


also 


t o 


co  co 

s =>  2 h co‘  sin  ^ i T a ^ 

' = 2;  $'  *=  4/»sin  ~ ; *"  — 4Acos  ^ 

M 4d 


Daher  ist  nach  Gl  (10) 

IU 

tg[*-f  H = -3  t«  2 

und  nun  nach  Gl.  (9)  (11) 

108A  . co 
P = 8,0  2 
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6ä  . , a ,oi 

m ~ jya8,n*2  C0S  2 ’ n 


36A  . „ oi  o) 

Ni  8m  2 cos  2 


wo  zur  Abkürzung 


gesetzt  ist  Im  Rückkehrpunkt  verschwinden  pt  7»,  n und  r,  die 
Parabel  degenerirt  in  ihre  Axe.  Im  Scheitel  verschwinden  m und 
«,  Scheitel  und  Scheiteltaugente  von  Parabel  uud  Cykloide  fallen 
zusammen,  und  es  wird 

p ==  4 h 

gleich  dem  Krümmungsradius. 


Nach  Gl.  (12)  wird 


(i  — 


01  2 sin  ca 

«=,  arctg- - 

2 ° 1 — 2 cos  o) 


II.  Die  Curve  # sei  die  Kreisevolvente 
x •=  — *0  -f-**(cos  o)  -f-  oi  sin  oi) 
y =*  — yo~f“r(8in® — cocoso») 

woraus  durch  Differentiation: 


also: 

mithin: 


cos  t = r wo'  cos  oi ; s‘  sin  r *=»  r tow'  sin  o 
sl  = rwa' ; r = 0);  o'  =>=»  1 
* ~J“^o  — =ro);  s"  •=*  r 

daher  nach  Gl.  ( 10) : 

Jetzt  hat  man: 


*«(*+/*)  — — 3qj 


V 


27 


rot* 

W~' 


m 


3r  o2 
2 N*  ’ 


9r  o4 


» 


iV3  ’ 

fi  = — arctg  (3o>)  — o) 


Ar=yi-f-9o>* 


III.  Die  Curve  a sei  die  Schraubenlinie 
— — x0 -f- »*  cos  o) ; y = — y0-|-rsinw;  z — — *0-{-rwtgA 


dann  sind  der  Krümmungs-  und  Torsionswinkel : 
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t = 6) cos A ; # =-  wsinA 
der  Krümmungsradius: 

, r 

* B"  cos*A 


woraus: 

=■  tg  A ; #"-0;  *"  = 0 

und  nach  Gl.  (25): 


tß V “ y b V3cot*A - 1 ; cos ? - j/ 9 Crt*T+2  (2ö) 

und  nach  Gl.  (24)  : 

tg?  = |/3-  75~  V 9 cot*A+2 

cos?  “ y 27 cot* A + 72  — 2 tg*Ä 
Setzt  mau  zur  Abkürzung 

A*  - 3 - tg2A ; Af 2 — 9 + 2 tg2A ; A * — 27  + 72  tg*A  — 2 tg4A 


so  wird 


75V15  . r Af tg*A 
Ascos“A 


+ 15rL*A/»  _ LMHgX 

m ” 2 Ä3cos2A  » löVdA3cos5!A 

Aus  Gl.  (28)  ist  zu  ersehen,  dass  imaginär  wird  für  A >>  §R, 
Eine  steilere  Schraubenlinie  wird  also  von  keiner  Parabel  osculirt. 

Im  Grenzfalle,  wo 

cosA  = +,  sinA  — JV3 

ist,  wird  ? =>  0;  t// = 0,  die  Scheiteltangento  der  Parabel  füllt  mit 
der  Tangente,  die  Normale  ihrer  Ebene  mit  der  Hauptuormale  und 
die  Parabelaxe  mit  der  Biuormale  von  * (letztere  in  umgekehrter 
Richtung)  zusammen.  Ferner  ist 

E — 0;  A/~  V15;  N — 15 
p “=  2r;  in  =0;  « — 0 
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§ 4.  Spccielles  über  die  Bewegung  der  osculireuden 
Parabel  einer  ebenen  Curve. 

Im  Vorhergehenden  ist  die  osculirende  Parabel  nnr  relativ  zu 
einem  Punkte  der  Curve  bestimmt  worden.  Will  man  sie  als  fort- 
rückend mit  ihrem  Berührungspunkte  auftassen,  so  muss  man  zu 
ihrer  Bestimmung  durch  ein  festes  Coordinatensystems  übergehen. 
Dazu  ist  indes  nichts  weiter  nötig  als  1)  in  den  Coordinatenrela- 
tionen  (3)  (15)  für  y,  * zu  setzen  x0-{-sr,  y0-f-y,  zo~\~zi  wo  *<>> 
y0,  z0  als  Coordinaten  des  Berührungspunkts  die  Gleichungen  der 
Curve  zu  erfüllen  haben,  also  gegebene  Functionen  einer  Unabhän- 
gigen sind,  während  a;,  y,  z durch  die  Lösung  des  Problems  be- 
stimmt werden,  2)  die  Richtungswinkel  der  Fundamentalaxen  der 
Curve,  also  r,  er,  ß,  y nicht  mehr  einem  Punkte  (xyz),  sondern  dem 
Punkte  (;r0y0z0)  entsprechend  darzustelleu,  weil  nämlich  3(a-04-:r) 
für  x «=  const  mit  nachfolgendem  x «=  0 gleich  dx0  ist , wenn  nur 
y0  und  ar0-f-*  der  Curve  entsprechen. 

Im  übrigen  bleiben  alle  Formeln  in  unveränderter  Geltung  uud 
drücken  nach  Vollzug  der  2 genannten  Aenderungeu  den  Ort  der 
osculirendeu  Parabel  sowie  die  Orte  des  Scheitels  und  Brennpunkts 
aas. 


Mau  kann  nun  das  Problem  umkehren  und  aus  irgend  welchen 
Bestimmungen  der  osculireuden  Parabel  auf  die  der  osculirten  Curve 
zu  schliesseu  versuchen.  Beim  Krümmungskreise  einer  ebenen  Curve 
ist  der  Radius  als  Fuuctiou  des  Bogens  ausreichend  zur  Bestimmung 
der  Curve;  der  Parameter  der  Parabel  ist  es  nicht,  es  müssen  2 
Stücke  gegeben  sein.  Lässt,  man  deren  Beziehung  allgemein,  so  sind 
die  Integrationen  nicht  ausführbar. 


Bemerkenswert  ist  der  Fall,  wo  p lineare  Function  von  r ist. 


Sei 


f*  = et  + Z 

dann  gibt  die  Integration  von  Gl.  (10) : 

_ 1+« 

3 

siu(T-f-ja)  =»  ks'  (k  const) 


(28) 


woraus  nach  Einführung  in  Gl.  (9): 

p a Ps'-f  (29) 

Dieso  Gleichung  zeigt,  dass  p und  ja  nur  gleichzeitig  constaut  seiu 
könueu. 
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Aus  Gl.  (28)  gehe«  ferner  sogleich  die  Gleichungen  der  Curve 
hervor: 


3 3_ 

X = k^~^~Sf{ — sin(T-j-(Ä)|  *”^fC08Tt)T 

3 3 

y = k^~^~£f\—  sin(T-f-p)}  1_^fsinrÖT 


beispielsweise  für  e = 2;  — cp: 

xcob^  — y siiitf  «=»  & log{sin*3qo(3  — 4 siu*<jp)3} 


srsm4£+?C0S4£ 


1 . V3-f  tgy 

2 |/3  g V3  — tg<p 
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XI. 

Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Teile  mit  Hülfe  von  Modellen. 


Von 

Arthur  Strauss, 

Lehrer  der  Mathematik  am  Realprogymnasium  zu  Schwelm. 


Vorwort. 

Um  die  hier  in  Frage  kommenden  Constructionen  auszuführen, 
habe  ich  mich  nicht  auf  die  sonst  üblichen  Hülfsmittel  beschränken 
können. 

Es  liegt  da  die  Frage  sehr  nahe:  Ist  denn  die  Zahl  der  Instru- 
mente, deren  wir  uns  beim  mathematischen  Zeichnen  bedienen 
dürfen,  eine  unbegrenzte  oder  haben  wir  nur  eine  beschränkte  Aus- 
wahl? — 

Die  Antwort  hierauf  ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  wir  die  Be- 
deutung der  Hülfsmittel  in’s  Auge  fassen. 

Wir  wissen:  jede  Kante  des  Lineals  stellt  eino  gerade  Linie 
vor,  die  wir  uns  theoretisch  construirt  denken,  etwa  indem  wir  eino 
beliebige  Linie  zwischen  zwei  Punkten  ausspannten. 

Ferner  betrachten  wir  die  Fläche  des  Papiers,  auf  der  wir 
planimetrischo  Constructionen  ausführen,  als  eine  Ebene,  die  in 


▲rch.  d.  Math.  u.  Phys,  2.  Reih«,  T.  XII, 
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unserer  Vorstellung  vielleicht  in  der  Weise  construirt  worden  ist, 
dass  wir  über  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  eine  dritte  gleiten 
liessen. 

Wir  sehen  also:  wir  haben  es  in  beiden  Fällen  mit  - mehr 
oder  weniger  unvollkommenen  — Darstellungen  mathematisch  con- 
struirter  Gebilde  zu  tun  und  benutzen  dieselben  als  bereits  ausge- 
führte Hülfsconstructionen.  Mit  demselben  Rechte  werden  wir  natür- 
lich das  Modell  einer  jeden  mathematischen  Zeichuung  als  Hülfsmittel 
anwenden  dürfen. 

So  erforderten  die  Constructioueu , die  hier  behandelt  werden 
sollen,  zunächst  die  Anwendung  des  Modells  eines  rechteu  Winkels. 

Die  Benutzung  eines  Wiukelmasses  beim  mathematischen  Zeich- 
nen ist  ja  eigentlich  nichts  neues.  Während  mau  sich  jedoch  bisher 
dieses  Instrumentes  nur  der  Bequemlichkeit  wegen  bediente  und 
ihm,  ich  möchte  sagen,  eine  geringere  mathematische  Wertigkeit 
als  etwa  dem  Lineal  zumass,  so  ist  dasselbe,  wie  ich  schon  be- 
merkte, für  die  hier  auszuführenden  Zeichnungen  unbedingt  not- 
wendig und  nach  obigen  Bemerkungen  auch  genau  von  derselben 
mathematischen  Wertigkeit  wie  das  Lineal. 

Das  W'iukelmass  setzt  uns  zunächst  in  den  Stand,  eine  Curve 
zu  construireu,  die  uns  unmittelbar  die  Dreiteilung  eines  beliebigen 
Winkels  ergiebt.  Das  Modell  dieser  Curve  kann  ich  dann  wieder 
benutzen,  um  eine  zweite  Curve  für  die  Fünfteilung,  das  der  zweiten, 
um  eine  dritte  für  die  Siebenteilung  zu  construieren  u.  s w.  Mit 
Hülfe  der  ungeraden  und  der  Zweiteilung  ist  es  mir  nunmehr  mög- 
lich, jeden  beliebigen  Wiukel  in  eine  beliebige  Zahl  gleicher  Teile 
zu  teilen. 

Aus  dem  Gesagten  geht  allerdings  hervor,  dass  wir  es  hier  mit 
ziemlich  umständlichen  Constrnctionen  zu  tun  haben.  Es  ist  jedoch 
zu  bedenken,  dass  die  angedeuteten  Schwierigkeiten  der  Mechaniker 
bei  der  Construction  der  Curveumodellc  zu  überwinden  hat,  ähnlich 
wie  bei  der  Herstellung  des  Lineals. 

Ist  uns  ein  Curvenmodell  gegeben,  so  lässt  sich,  wie  wir  unten 
sehen  werden,  die  entsprechende  Teilung  mit  der  grössten  Leichtig- 
keit ausführen. 
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Der  Winkelteiler. 

Die  wesentlichsten  Bestandteile  des  Instruments,  welches  ich 
hier  anwende,  sind  das  Lineal/  (Fig.  I)  und  das  Winkelmass  w. 
TNL  ist  ein  rechter  Winkel.  Der  Punkt  M liegt  auf  der  Verlän- 
gerung des  Schenkels  LN,  und  zwar  ist  LN  — ■ NM.  Der  kurze 
Schenkel  bei  M dient  dazu,  diesen  Punkt  als  Ecke  festzulegen. 
Ausserdem  befindet  sich  bei  M eine  Feder  p.  Fig.  II  stellt  einen 
verticalen  Durchschnitt  dieser  Feder  dar.  In  die  nach  oben  spitz 
zulaufende  Vertiefung  K ragt  der  an  beiden  Enden  zugespitzte  uud 
sonst  vollständig  frei  bewegliche  Bleistift  b mit  der  oberen  Spitze 
hinein,  so  dass  die  Feder  die  uutcre  Spitze  des  Bleistifts  genau  in 
die  den  Punkt  M bildende  Ecke  drückt.  Ein  kleiner  Längsstab  s, 
etwas  niedriger  als  das  Lineal  l,  ist  mit  diesem  durch  einen  Quer- 
stab q , welcher  mit  den  Schrauben  n fest  an  das  Lineal  angeschroben 
ist,  in  der  Weise  verbunden,  dass  zwei  Stifte  von  s in  zwei  ent- 
sprechende Oeffnungeu  o des  Querstabes  q lose  hineinragen.  Wir 
sind  also  im  Staude,  die  untere  Fläche  des  Lineals  l unabhängig 
von  dem  Läugsstab  s in  der  Ebene  festzulegeu.  An  # befindet  sich 
eine  Feder  f)  welche  den  Schenkel  TN  des  rechten  Winkels  TNL 
gegen  den  Endpunkt  B der  Geraden  BA  (Kante  des  Lineals)  drückt. 
Der  Ausschnitt  a am  Wiukelinass  ist  für  den  Finger  bestimmt,  mit 
dem  der  Zeichner  das  Winkelmass  iu  der  Richtung  von  A nach  B 
fortzuschiebeu  und  dabei  den  Punkt  L gegen  AB  zu  drücken  hat. 
Das  Nähero  betreffs  der  Anwendung  des  beschriebenen  Instruments 
lehrt  die  nachfolgende  Ausführung. 


I.  Die  Dreiteilung. 

Analysis. 

Angenommen,  der  Winkel  ABC  (Fig.  III)  sei  durch  die  Geraden 
BD  und  BC  in  drei  gleiche  Teile  geteilt.  Wir  nehmen  eine  belie- 
bige Strecke  in  den  Zirkel  und  schlagen  um  B einen  Bogen.  Dieser 
schneide  die  Linien  BA,  BD , BE  und  BC  bzhw.  in  den  Punkten 
F,  G,  H,  J.  Wir  ziehen  nun  die  Sehnen  FG  uud  GH  und  fällen 
von  B auf  FG  das  Lot;  der  Fusspunkt  desselben  heisse  K.  Es  sei 

FK  ==.  7 n 

dann  ist 


FG  = GH  = 2m 


11* 
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Es  sei  ferner  Winkel  TNL  ein  rechter  and 

LN  « NM—  m 

Den  rechten  Winkel  lassen  wir  sich  so  in  der  Ebene  in  der  Rich- 
tung von  A nach  B fortbewegen,  dass  L fortwährend  auf  BA  ver- 
bleibt, und  der  Schenkel  TN  beständig  durch  B geht.  Daun  be- 
schreibt der  Puukt  M eine  Curve  MP,  die  durch  G hindurchgeht. 
Nehmen  wir  ferner  an,  der  Winkel  ABC  sei  durch  die  Linie  BQ 
halbirt  und  PS  eiue  Parallele  zu  BQ  im  Abstande  m.  Dann  geht 
auch  diese  Parallele  durch  den  Puukt  G,  da  der  Abstand  des  Punktes 
G von  BQ  gleich 

G V — m 

ist.  Es  fällt  mithin  der  Punkt  G mit  dem  Schnittpunkte  der  Curve 
MP  und  der  geraden  Linie  RS  zusammen  Diese  Betrachtung  er- 
giebt  uns  folgende 

Co  nstruction. 

Wir  legen  die  unteren  Flächen  des  Lineals  und  des  Winkel- 
massea  in  der  Ebene  des  Papiers  so  fest,  wie  es  die  Figur  I dar- 
stellt, d.  h.  so,  dass  L auf  BA  und  B auf  TN  zu  liegen  kommt. 

Dann  marquiren  wir  die  Richtungen  B A , TN  und  L N (Fig. 
IV)  und  bewegen  den  rechten  Winkel  TNL  in  der  Richtung  von 
A nach  B so  fort,  dass  die  Punkte  L und  B bzhw.  auf  BA  und  TN 
verbleiben.  Es  beschreibt  alsdann  Puukt  M (d.  h.  die  Spitze  des 
Bleistifts)  eine  Curve  M1  Px , die  wir  die  Teilcurve  I.  Ord:  nennen 
wollen.  Wir  verlängern  nun  die  deti  Richtungen  nach  marquirten 
Linien  BA,  'TN  und  LN,  bis  sie  sieh  schneiden,  und  erhalten  so  den 
festen  Punkt  B und  die  der  Länge  nach  constanto  Linie 

LN  = m 

B heisse  der  Scheitel,  BL  die  Basis  und 

LN  =»  m 

die  Amplitude  der  Curve  Mx  Pv  Wir  tragen  jetzt  an  BA  in  B den 
gegebenen  Winkel 

ß ^ ABC 

an  und  halbiren  denselben.  Zu  der  Halbirungslinie  ziehen  wir  im 
Abstande  m die  Parallele  RS,  für  die  wir  die  Bezeichnung  „Bestiin- 
mungsgerado“  einführen  wollen.  Wir  verbinden  den  Schnittpunkt  G 
der  Bestimmungsgeraden  RS  und  der  Curve  Mx  1\  mit  B durch  eiue 
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Gerade  und  schlagen  mit  der  Zirkelöffnung  BG  um  B einen  Kreis- 
bogen, der  die  Schenkel  BA  und  BC  des  Winkels  ABC  bzhw.  in 
den  Punkten  F uud  J schneide.  Es  ist  dann  die  zu  FG  gehörige 
Sohne  gleich  der  doppelten  Amplitude  2 m.  Tragen  wir  nun  von  G 
aus  den  Bogen  FG  bis  H ab  und  ziehen  die  Gerade  BH , so  ist 
der  Winkel 

ß — ABC 

durch  BG  und  BH  in  3 gleiche  Teile  geteilt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  der  Analysis. 


II.  Die  Fünfteilung. 

Es  wird  in  diesem  Falle  das  Lineal  l des  Winkelteilers  (Fig.  I) 
durch  das  Modell  der  Teilcurve  I.  Ord.  (Fig.  IV)  ersetzt.  Wir  legen 
zuerst  in  der  Ebene  des  Papiers  die  Basisrichtung  BLX  und  den 
Scheitel  B der  Teilcurve  I.  Ord.,  letzteren  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden PtB  und  LXB{  fest  und  lassen  dann  den  rechten  Winkel  des 
Winkelteilers  sich  in  der  Ebene  so  fortbewegen , dass  der  eine 
Schenkel  wieder  beständig  durch  B (Fig.  IV)  geht,  der  Endpunkt  L 
der  Amplitude  LN  aber  fortwährend  auf  der  Curvo  A/,  P,  verbleibt. 
Während  dann  L den  Weg  Mxl\  zurücklegt,  beschreibt  der  Punkt 
M des  Wiukelteilers  die  Curve  A/s/V  Es  sei  dies  die  Teilcurve 
II.  Ord.  Wir  tragen  nun  au  BA  im  Punkte  B den  gegebenen  Winkel 

ß = ABC 

au , halbiren  denselben  und  ziehen  die  Bestimmuugsgerade  HS. 
Diese  schneide  die  Curve  MtPt  im  Punkte  G2  Dann  schlagen  wir 
mit  BG2  um  B einen  Bogen,  der  BA  und  BC  bzhw.  iu  JF  und  J 
schueido,  und  tragen  in  diesen  Bogen  von  F und  J aus  die  doppelte 
Amplitude  2m  nach  einander  bis  Cr,,  Ht  und  als  Sehue  ein.  Es 
wird  dann  der  Winkel  ABC  durch  die  Geraden  BGXi  BG 3,  BH%  und 
BHX  in  fünf  gleiche  Teile  geteilt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit  aus  der  Entstehuugs- 
weise  der  Teilcurve  II.  Ord.  A/aP2. 


III.  Die  Mehrteilung. 

Ebenso  wie  wir  mit  Hülfe  der  Teilcurve  I.  Ord.  diejenige 
II.  Ord.  erhielten,  gelangen  wir  von  dieser  zur  Teilcurve  III.  Ord. 
und  in  gleicher  Weise  nach  einander  zu  den  Toilcurven  IV.,  V., 
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VI.  Ord.  u.  s.  w.  Dio  Schnittpunkte  dieser  Curven  und  der  Bestim- 
mungsgeraden  ergeben  uus  dann  die  Sioben-,  Neun-,  Elf-,  Drcizehu- 
teilung  u.  s.  w.  Allgemein  ausgedrückt,  können  wir  also  mit  der 
Teilcurvo  wter  Ordnung  die  Teilung  eines  Winkels  in  (2»-{-l)  gleiche 
Teile  ausfübren. 


IV.  Der  Verlauf  der  Teilcurven  und  die  Bestimmung  der 
Teilpunkte  eines  Winkels. 

Fig.  VI  giebt  uns  ein  Bild  von  der  Gestalt  der  Teilcurven  der 
ersten  3 Ordnungen.  S ist  der  Scheitel,  SL  die  Basisrichtuug  und 
AL  die  doppelte  Amplitude  dieser  Curven.  Die  Winkel,  dio  wir  in 
gleiche  Teile  teilen  sollen,  dehnen  sich  vom  festeu  Schenkel  SL 
aus  von  rechts  nach  links,  d.  h.  in  der  Richtung  des  Pfeils  bei 
A aus. 

Fassen  wir  die  Punkte  D und  F auch  als  Schnittpunkte  der 
Curven  I und  III  und  der  Basis  auf,  so  finden  wir,  dass  die  Teil- 
curve  I.  Ord.  in  1 Punkte,  die  Curve  II.  Ord  in  2 Punkten  und 
allgemein  die  Curve  nter  Ord.  in  » Punkten  vou  der  Basis  ge- 
schnitten wird.  Die  Teilcurven  winden  sich  also  an  der  einen  Seite 
um  den  Scheitel  herum,  und  zwar  wächst  jede  höhere  Ordnung  um 
eine  halbe  Windung.  An  der  anderen  Seite  dagegen,  d.  h.  über  A, 
AtJ  As , . . . hinaus  erstrecken  sich  die  Curven  ins  Unendliche. 

Wir  wollen  nun  die  Schnittpunkte  der  Bestimmuugsgeraden  eines 
Winkels  und  der  Teilcurven  die  Teilpunkte  des  Winkels  nennen, 
und  zwar  den  Schnittpunkt  der  Teilcurve  nter  Ord.  den  Teilpunkt 
»ter  Ordn.  Da  die  Teilcurven  vou  jeder  Geraden  in  mehreren  (re- 
ellen oder  imaginären)  Punkten  geschnitten  werden,  so  ist  es  von 
Wichtigkeit,  die  Lage  der  Teilpunkte  oder  vielmehr  die  Bestimmungs- 
gerade genauer  zu  definiren. 

Wir  wissen:  die  Entfernung  der  Bestimmungsgeraden  vou  den 
Halbirungslinien  der  Winkel  ist  gleich  der  Amplitude  w;  sie  sind 
deshalb  sämtlich  Tangenten  an  den  Kreis,  den  ich  mit  m um  den 
Scheitel  S schlage.  Ihre  Richtung  ist  die  der  entsprechenden  Hal- 
birungslinic  und  ihr  Anfangspunkt  derjenige,  welcher  deraj  Anfangs- 
punkte der  Ilalbirungslinie , dem  Scheitel  £,  entspricht,  d.  h.  von 
diesem  die  Entfernung  m hat ; das  ist  aber  der  Berührungspunkt  der 
Bestimmungsgeradeu  und  des  Kreises  um  S.  Dio  Bestimmungsgerade 
eines  Winkels  ist  demnach,  genauer  definirt,  die  Tangente  an  den 
Kreis  um  den  Scheitel  die,  vom  Berührungspunkte  ausgehend. 
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der  Halbiruugsliuio  des  Winkels  parallel  und  gleichgerichtet  ist 
und,  vom  Scheitel  aus  gesehen,  dio  Teilcurven  rechts  von  der  Hai- 
birungslinio  schneidet. 

Betrachten  wir  daraufhin  die  4 Tangenten  FM , GN,  DP  uud 
HQ,  von  denen  zwei,  nämlich  FM  und  DP,  auf  der  Basis  sonkrecht 
stehen,  während  die  beiden  audcren  GN  und  HQ  derselben  parallel 
laufen.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  FM  die  Bcstimmungsgerade  der 
Winkel  »,  5»,  9»,  . . . , GN  die  Bestimmnngsgerade  der  Winkel 
2»,  6 »,  10»,  ...»  DP  diejenige  der  Winkel  3»,  7»,  11»,  . . . 
und  schliesslich  HQ  die  Bestimrauugsgerade  der  Winkel  4»,  8», 
12»,  . . . ist. 

Daraus  folgt  für  die  Teilcurvo  I.  Ord.:  B,  C,  D sind  dio  Teil- 
puukte  der  Winkel  t,  2»,  3».  Die  Curvo  zerfällt  demnach  in  3 
Teile:  das  Stück  oo  AB  enthält  die  Teilpunkte  der  Winkel  von  0 bis 
»,  BC  diejenigen  der  Winkel  von  » bis  2»  und  CD  die  Teilpunkte 
der  Winkel  von  2t  bis  3». 

Ebenso  enthält  das  Stück  <x>  AXBX  der  Teilcurvo  II.  Ord.  die 
Teilpunkte  der  Winkel  von  0 bis  »,  BXCX  die  Teilpunkte  der  Winkel 
von  n bis  2»,  CXDX  diejenigen  der  Winkel  von  2»  bis  3»,  DXE 
diejenigen  der  Winkel  von  3»  bis  4»  und  EF  die  Teilpunkte  der 
Winkel  von  4»  bis  5». 

In  gleicher  Weiso  finden  wir:  das  Curvenstück  oo^2P2  der  Teil- 
eurve  III.  Ord.  enthält  die  Teilpunkte  der  Winkel  von  0 bis  7t  und 
die  Stücke  P2C2,  C2/;>2,  DiEi,  EXFX,  FXG , GD  bzhw.  die  Teilpunkte 
der  Winkel  von  » bis  2»,  von  2»  bis  3»,  von  3»  bis  4t,  von  4r 
bis  5»,  von  5»  bis  6»,  von  6»  bis  7». 

Wir  können  also  theoretisch  mit  Hülfe  einer  Curve  «ter  Ord. 
alle  Winkel  von  0 bis  (2n-f- 1)»  in  (2«-{-l)  gleiche  Teile  teilen. 

Praktisch  lässt  sich  dies  jedoch  nieht  durchführen , schon  des- 
wegen, weil  wir  die  Curven  nach  beiden  Richtungen  hin  nur  unvoll- 
ständig construiren  können.  Für  die  Ausführung  der  Teilung  ist 
dieser  Umstand  ja  auch  bedeutungslos,  da  wir  durch  Zweiteilung 
bzhw.  wiederholte  Zweiteilung  die  Teilung  eines  grösseren  Winkels 
stets  auf  diejenige  eines  kleineren  zurückführen  können,  und  um- 
gekehrt. 

Anmerkung  1.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Amplituden 
aller  Curven,  die  successive  auseinander  entstehen,  einander  gleich 
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sind.  Wir  wollen  alle  derartigen  Curven  mit  gleicher  Amplitude 
correspondirende  Curven  und  eine  ununterbrochene  Reihe  solcher 
correspondirenden  Curven  eine  Curvenreihe  nennen. 

Jede  Curvenreihe  ist  natürlich  unendlich  gross. 

Anmerkung  2.  Bei  der  Herstellung  der  Modelle  der  Curven  II. 
und  höherer  Ord.  stossen  wir  auf  gewisse  Schwierigkeiten,  die  sich 
auf  verschiedene  Weise  überwinden  lassen.  Wie  z.  B.  Fig.  VI  zeigt, 
werden  wir,  damit  der  Schenkel  TN  des  rechten  Winkels  1NL 
durch  den  Punkt  B gelegt  werden  kann,  das  Modell  P,  LLX  WZB 
der  Curve  I.  Ord.  PXL  in  die  beiden  Teile  YLL^WZBC  und  P^YXB 
zerlegen. 

Wir  lassen  dann  den  Punkt  L sich  zunächst  auf  dem  Curvcn- 
stückXF  und  darauf,  nach  Einschaltung  des  Vierecks  P,  YXB,  auf 
YPX  fortbowegen. 
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XH. 

Ueber  das  Problem  eine  Fläche  zweiten  Grades 
in  einem  der  Gestalt  und  Grösse  nach  gegebenen 
Kegelschnitte  zu  schneiden. 

Von 

M.  Krewer. 


Das  Problem,  eine  Oberfläche  2ten  Grades  in  einem  der  Gestalt 
und  Grösse  nach  gegebenen  Kegelschnitte  zu  schneiden,  bietet  trotz 
eines  elementaren  Charakters  doch  viel  Interessantes.  Die  Betrach- 
tung von  sehr  mannigfaltigen  Combinationen  von  Flächen  2 ter  Ord- 
nung und  Kegelschnitten  löst  sich  in  die  von  Raumcurven  3 ter 
Ordnung  auf.  Dieselben  hangen,  falls  der  gegebene  Kegelschnitt 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Kreis  ist,  ihrer  Species  nach  nur  von 
der  gegebenen  Fläche  ab,  degeneriren,  falls  die  Fläche  Rotations- 
fläche ist,  in  3 Gerade  und  gehen  in  ebene  Curvea  3 ter  Ordnung 
über,  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  oder  gleichseitige  Hyperbel 
ist.  Eine  Ausnahme  bildet  das  Paraboloid,  bei  dem  die  Unter- 
suchung direct  an  einer  sich  ergebenden  Curve  höherer  Ordnung 
aufgestellt  ist.  In  den  weniger  complicirten  Fällen  lässt  sich  allge- 
mein die  Frage  entscheiden,  wann  die  gegebene  Fläche  in  einem 
gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden  kann  oder  nicht  Es 
lassen  sich  auch  die  Beweise  vieler  Sätze  der  analytischen  Geome- 
trie als  specieller  Fälle  der  allgemeinen  Lösung  des  Problems 
führen;  dieselben  sind  jedoch  hier  ihrer  Einfachheit  wegen  unter- 
lassen worden. 
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§ 1.  Itcduction  dos  Problems,  nenn  die  gegebene  Fläche  ein 
Elüpsoid,  Hyperboloid  oder  Kegel  ist,  auf  die  Discussion  einer 

RaumcurTO  dritter  Ordnung. 

Es  sei  eine  Fläche  2ten  Grades  gegeben,  deren  Gleichung 

ax1 -\- by1 -\-  — 1 = 0 

ist,  welche  jo  nachdem  a , b , c positiv  oder  negativ  sind,  ein  Ellip- 
soid,  ein  ein-  oder  zweischaliges  Hyperboloid  darstellt  Diese  Fläche, 
welche  wir  im  Folgendem  durch  das  Symbol  [ abc ] bezeichnen 
wollou,  soll  durch  eine  Ebene  in  einem  der  Gestalt  uud  Grösse 
nach  gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden.  Diese  Ebene  sei 
durch  die  Gleichung 

ux  -f-  vy  -|-  v>z  — p = 0 

gegeben,  und  wir  wollen  sie  durch  das  Symbol  bezeichnen 

Um  den  gemeinsamen  Schnitt  der  Fläche  [abc]  und  der  Ebene 
[u»u>]  zu  erhalten,  führen  wir  ein  neues  Systom  mit  den  Variablen 
£,  rj , f ein,  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  Lotes  von  dem 
ursprünglichen  Coordinatcnaufang  oder  Mittelpunkte  der  Fläche  auf 
dio  Ebene  [uuir]  ist  uud  dessen  f-  Achse  die  Richtung  dieses  Lotes 
hat. 

* — /$ +/“'*?+  f”t 

y =.  pv+gl  -f  g'n+j’t 
z =-  />tc— J—  h £ -f  h‘  rj  -f-  7i"£ 

Hier  ist  unserer  Voraussetzung  nach  f”  — u,  g'  = r,  h " = to. 

Transformiren  wir  die  Gleichung  der  Fläche  [abc]  in  Bezug 
auf  die  neuen  Coordinaten  und  setzen  in  der  so  erhaltenen  Glei- 
chung J ■=  0,  so  haben  wir  die  Gleichung  des  durch  den  Schnitt 
der  Ebene  [uytr]  und  der  Fläche  [abc]  hervorgebrachten  Kegel- 
schnittes : 

Schreiben  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  der  Form: 
so  ist 

21  = af*-\-bg--\-clc2 
%=zaf,*’\-hg'*+Ch'* 

(£  = aff,-\-bggt-\-chhr 
3)  *=»  p(a  fu  -f-  hg  v -f-  c h ic) 

= p(a  fr u b g' v c li  w) 

5 =»  — 1 
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Ein  Kegelschnitt  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  seine  Achsen 
A und  B bestimmt  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  wonn  die  Ausdrücke 

-f-  i und  . „i  festo  Werte  haben.  Aus  den  Ausdrücken 


A2  ’ B* 


\+‘ 


A*  B * und  * B%  *st  e*n  nener  zu  bilden,  der  für  dio  folgenden 

Entwickelungeu  geeigneter  ist: 


ö+ö^e-ij-e+ö1 


In  dem  gegebenen  Kegelschnitte  seien  diese  Ausdrücke  bestimmt, 
indem 


R und 


ist.  Sollen  nun  die  Achsen  des  durch  den  Schnitt  der  Ebene  [Vutr] 
und  der  Fläche  \abc ] entstandenen  Kegelschnittes  A'  und  B t gleich 
A und  B sein,  so  muss 


1 

Ä‘* 


4" 


1 

B '* 


R und 


sein.  Da  nun  A'  und  B‘  durch  u,  y,  tc,  p sich  ausdrücken  lassen,  so 
werden  sich  2 Bedingungsgleichungen  für  diese  Variablen  ergeben. 
Um  die  Ausdrücke 


B’* 


(st+$)  (m-a*) 
ö 


Uüd  U'  + a'J  ""  m- 


(9t+©)* 

cp 


zu  bilden,  müssen  wir  zuerst  die  Discriminante  des  Kegelschnittes 
berechnen 


+ 


afu  -j-  bgv- j-  ch  io 

aff  ~\~bgg'  ~\~chh’ 

aff-\-bgg‘-\-chh‘ 

af  u-\-bg'  v-\-cli  to 

af^-^bg'^-^ch'* 

afu~\-bgo-\-cho 

j-evo* 

af  u-\-bg'  t)-\-ch'  w 

«/  |— cA2 

«ff+bgg'+chh'  j 

aff  -\-bgg,-\-chh> 

af  *-\-bg‘*-\-ch! 3 < 

ff’  n 

ahc\ 

ü 9‘  ” 

I2- 

(aff+  bgg'+chk')3 

h h'  io 

+ («/* -\-bg*-\-ch*)  (a/'^-^-bg^-^ch'3) 
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Da 


u=gh‘—hg\  v = hf'  —fh\  ic  = f g‘  — g f' 

SO  ist'* 


<5  « — jfiabc-\-  bcu2  -|-  acv*-\-abtc? 

Ferner  ist 

ft+f2  - l-«2  - t^-f-io2,  g2+g'*  - W2  + «o2,  h2-\-h'2 

3l-{-53  = JO2) -|~£(j<2-|- jc2) -f-cl^-j-t»2) 
3153  — (£2  = b cu2  a c v*  a b ic2 


M2-f“t72 


1 1 ( A"  B'\* 

Jetzt  können  wir  die  Ausdrücke  -f-  und  ( — 4"  p) 

bilden.  Zugleich  sehen  wir  den  Grund  ein,  warum  ~t  . ~7  durch 
( A*  , Ji'X * 

V 13'  ' ~X'  J ersctzt  wur^e.  Denn,  da 


1 1 (3153 -(SV 

A'2  ' 13  2 ^ <5* 

ist,  würden  wir  sechste  Potenzen  von  u,  v , w erhalten,  was  durch 
Einführung  des  Ausdrucks 

(A'  ,B'\*  (Sl  + 53)2 
U'  + A'J  “ 5153  — (£* 

vermieden  ist 


Wir  führen  nun  folgende  Bezeichnungen  ein,  die  sich  später 
als  zweckmässig  erweisen. 


51  -f-  53  = a{v2  -f-  ?o2)  -{-  b(u 2 -f-  jo2)  -|-  c(u2  -j-  o2)  «=  U 

3153  — (£2  — b c n2 a cv2 -\-  ab  ic2  = V 

ö = — 2)ial^c-j-bcu2-j-act}2-j- abto2  =>  . . . . W 


Alsdann  nehmen  die  Bedingungsgleichungen  für  w,  v,  <o,  p die  Form 
an : 

R W—  UV  = 0,  SV—  U 2 = 0,  T ■=  M2-f  jo*  ss  1 

Diese  Gleichungen  sind  höchstens  vom  4ten  Grade  in  Bezug 
auf  die  Veränderlichen  u,  v,  w.  Wir  ersetzen  die  directe  Unter- 
suchung der  durch  die  Bedingungsgleichungen  dargestellten  Corvo 
durch  die  Untersuchung  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche 
zu  diesen  Gleichungen  nnd  den  Grössen  u.  t>,  jo  in  einer  einfachen 
Beziehung  steht.  Führen  wir  nämlich  die  Substitution  ein: 
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so  sind  die  Ausdrücke 
Setzen  wir  X «=  - t7, 


V V W T 

Pr  P9'  P9'  P% 
so  folgt: 


linear  in  Bezug  auf  se,  y,  z. 


P 


r*-M 


T 

„2 


SV  , , u 
~i  + * “*  = 9» 


V 


0 


Die  Division  durch  />*  ist  nicht  erlaubt,  wenn  p =»  0 ist,  also 
wenn  die  Schnittebene  durch  den  Coordinatenanfang  geht, 

in  welchem  Falle  ihre  Lage  direct  aus  den  obigen  Gleichungen  zu 
bestimmen  ist.  Es  ist  alsdann  W = U und  und  die  Gleichungen 
nehmen  die  Gestalt  an: 

j** 

u = n,  r--g,  y=i 


Aus  diesen  3 Gleichungen  sind  die  Werte  u,  «,  tc  zu  bestimmen. 
Die  3 obigen  Gleichungen  stellen  3 projective  Ebeuenbüschel  dar, 
welche  eine  Raumcurve  3ter  Ordnung  erzeugen.  Einem  Punkte  x\ 
y\  * der  Raumcurve  entsprechen  die  Werte 

u = +p  V x\  v = i p V y',  tc  = i p Y z 
also  die  Ebene 

+ V®'  .»iVy'.y  + VV.*-- 1 = 0 

wo  x,  y,  z die  Veränderlichen  sind.  Die  Gleichung  stellt  8 sym- 
metrisch zu  den  Coordinatenebenen  gelegene  Ebenen  dar,  entspre- 
chend den  8 Zeiehencombinationeu  von  + Y x\  ± Vy',  ±Yz‘. 


Ferner  entsprechen  nach  dieser  Abbildung  nur  Punkten  der 
Raumcurve,  die  im  lten  (pos.)  Octanten  liegen,  reelle  Ebenen.  Die 
zu  untersuchende  Raumcure  ist  als  Schnitt  3ter  projectiver  Ebenen- 
büschel gegeben: 


1)  (i  + c)s  + (a+c)y + («+£)«  + *(x+y  + a)  — 0 
A)  2)  R(bcx-{-acy-\-cibz  — abc)-\~X{b  c z-\-ac  y -\-abz)  = 0 
3)  + aey  + abz ) + X {(&  + c)x  + (a  + c)y  + (a  + b)z\  =»  0 


Die  Achsen  dieser  Büschel  sind  zu  bestimmen  aus  den  Gleichungen : 


1)  (&  + c)*  + (a  + c)y  + (a  + ft)a  — ■ 0;  a;  + y + 2 = 0 

2)  R(bcx-\-cicy-\-abz — abc)  — 0;  bex-\-ac  y -\-abz  = 0 

3)  S{bcx-\-acy-\-abz)  = 0;  (4-f-c)a;-j- (a  + c)y  + (a  + 6)s  *=-  0 

Ist  li  = iBl  und  A = Jij,  so  ist 
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R ~ ~A*  + A2  B 2 

Aisdaun  ist 

s “ R : 1=1  ^ 


Wenn  R = S = 0 ist,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 
RW  — UV  « 0 und  SV—  V*  — 0 
auf  die  Gleichung  (7  = 0 


In  diesem,  die  gleichseitige  Hyperbel  charakterisirenden  Falle, 

1.1  .1  1 


müssen  wir  die  Ausdrücke 


weil 


“h  ßt  UQd  Ä?  • ffi  benutzen, 

R ■=■  0 ist  und  wir  durch  Multiplication  mit  R die  2 to  Bedingungs- 
gleichung verwischen. 


Sehen  wir  also  von  dem  speciellen  Falle  der  gleichseitigen 
Hyperbel  ab,  so  sind  die  Achsen  der  3 Büschsei  gegeben  durch  die 
Gleichungen: 

1)  (&  + c)*+(a_bc)y+(a4*&)z  — 0;  ff+y-f2  = 0 

2)  bcx-\-acy-\-ab  z — abc  = 0,  bcx-\-acy-\-a  bz  = 0 

3)  b c sc  — cicy-\-  a bz  = 0}  (ä  — c)sc  — j — (<i  — J — = 0 

Aus  einer  eingehenden  Betrachtung  der  gegenseitigen  Lage  der 
Ebenenbüschel  und  ihrer  Achsen  unter  Berücksichtigung  ihres  Ver- 
hältnisses zu  der  unendlich  fernen  Ebene  ergiebt  sich,  dass  die  zu 
untersuchende  Ranmcurve  als  Schnitt  von  3 Flächeu  zu  erhalten  ist: 
einem  Paraboloid,  parabolischen  Cylinder  und  Kegel.  Sie  enthält  3 
unendlich  ferne  Punkte,  von  denen  aber  2 zusammenfallen,  so  dass 
die  unendlich  ferne  Gerade  die  Ranmcurve  berührt.  Nach  Leyde- 
witz  ist  also  diese  Raumcurve  eine  durch  den  Coordinatenanfang 
gehende  parabolische  Hyperbel. 

Ist  die  gegobene  Fläche  ein  Kegel,  dessen  Gleichung 

ax 2 -j-  by2  -j-  cz2  = 0 

ist,  so  ist  die  Discriminante 

ö *=  — p2abc 

und  wir  gelangen  durch  dieselbe  Substitution,  wie  pag.  188  zur  Dis- 
cussion  einer  Raumcurve  3ter  Ordnung,  welche  durch  die  3 pro- 
jectivcn  Ebenenbüschel 
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1)  {b-\-e)x-\-{(t-\-c)y  -f-  («  — f-  -4—  A(a?  — f-  y — at)  =0 

B)  2)  R(o x -f- o y -f-  o z — abc)-\-X(bcx-\-acy-\-abz)  = 0 

3)  S{bcx  -f-  acy  -f-  abz)  -f-  A {(£  -f-  c)x  («-{-  c)y  -f-  ( a-\-b)z\  — 0 

erzeugt  wird.  Auch  hier  muss  der  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel 
ausgeschlossen  werden.  Durch  ganz  analoge  Betrachtungen,  wie 
vorhin,  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass  diese  Raumcurvo  eine 
kubische  Parabel  ist. 


§ 2.  Die  Darstellung  der  Raumcurve  durch  eine»  Parameter  nud 
ihre  Beziehung  zu  dem  gegebenen  Problem. 

Aus  den  Gleichungen  (A)  drücken  wir  die  Coordinaten  der 
Raumcurve  durch  den  Parameter  A aus 

1)  '(6-j-c-f-  A)jr -}-(«+<?-{-  k)z  =»  0 

A)  2)  bc(R  + A)s  + ac(/H-%-f  ab(R-\-X)z  — Rabe  =-  0 
3)  {S6c  + A(i  + c)}*+{Sac+A(a+c)}y 

— b-\~  A -}-&)}  z =•  0 

. = ^^V+ASH-ASc-.) 

d — (i?+A)(ö  — «)(c— b)(b  — a)JL2 

Die  Coordinaten  der  Raumcurve  sind  demnach  ausgedrückt: 

* = kxf(X,  a),  y ==■  kyf(X,  £),  z — ktf(X,  c) 
wo 

Rabe  Rabe  Rabe 

* x (a  — b)  (a — <?)’  tJ  ( b — c)  ( b — a )’  1 (c—  a)  ( c—l ) 

A*  + A St+St* 

f'a'  *>  — (Ä+A;A* 

Es  ist 

kx  -J-  ky  -j-  kt  = 0 


so  dass  diese  Coefficieuten  nicht  zugleich  dasselbe  Vorzeichen  haben 
können. 
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Wir  stellen  die  Forderang  (pag.  189),  es  sollen  *,  y,  z positiv 
sein  und  untersuchen,  in  welchen  Grenzen  sich  A bewegen  muss, 
damit  diese  Forderung  in  jedem  vorliegenden  Falle  erfüllt  sei.  Die 
Coeffieienten  k haben  von  A unabhängige  Werte.  Es  bliebe  also 
übrig  den  Verlauf  der  Function  /( A,  t)  zu  verfolgen.  Die  Coeffici- 
enten  a,  b,  c der  Fläche  [abc]  können  positiv  oder  negativ  sein,  so 
dass  wir  2 Hauptfälle  t > 0 und  t < 0 unterscheiden  müssen. 

Die  Function  /( A,  t)  hat  2 Nullpunkte 


Ai/  - ^(-5-j-V  5(5-4))  und  A»  -^(-S-Vs(Ä  - 4)) 


Es  war 


Bilden  wir 


so  sehen  wir,  dass  die  Quadratwurzel  V S(S— 4)  immer  ausziehbar 
ist,  da  sowol  5 als  auch  5 — 4 vollständige  Quadrate  siud.  Nnn 


A 2 


kann  der  Wert  der  Wurzel  gleich  — 


ji  0(^er 


A* 

ß* 


sein. 


Wir  setzen  fest,  dass  immer  derjenige  von  den  beiden  Werten 
genommen  werden  soll,  welcher  positiv  ist.  Auch  in  allen  anderen 
Fällen,  wo  eine  Grösse  unter  der  Quadratwurzel  ein  vollständiges 
Quadrat  sein  wird,  werde  durch  das  Wurzelzeichen  der  positive  Wert 
der  Quadratwurzel  bezeichnet.  Die  2 Uuendlichkeitspunkte  der 
Function  /(A,  t)  siud 

Ag  ■=*  — Ii  und  A4  = 0 

Ferner  ist  zu  berücksichtigen,  dass,  wenfi  eine  Ellipse  ausgeschnitten 
werden  soll,  5 > 4 sein  muss. 


Ist  m der  Mittelwort  zwischen  A und  ß,  so  ist 
A =-  m-j-£  und  B =>  m — £ 


so  dass 


* - (* + D'  - SS+ irO’  - 4 (^/  > 4 

ist.  Bei  der  Hyperbel  ist 

(A  . [A  iß A2  (A*BU\* 

S = U+  AJ  " VÄ,  + A ) ’ 1 AH,  ) s 
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Ferner  ist  R bei  der  Ellipse  stets  positiv,  bei  der  Hyperbel 
dagegegen  positiv  oder  negativ.  Bei  dem  Kreise  ist 


da  A — B ist.  Nach  diesem  Schema  werden  wir  die  Fälle  der 
Ellipse,  des  Kreises  und  der  Hyperbel  zu  unterscheiden  haben. 

t > 0.  I)  S > 4,  R > 0 . . . Ellipse  ht  < < 0,  A3  < 0 


II)  S = 4,  R > 0 . . . Kreis  (Au  =»  Aaf  < 0,  A3  < 0) 

III)  S < 0,  R < 0 . . . Hyperbel  (Au  > 0,  ht  <0,  ^ 0) 

1)  *3  ^ ht  <C  0 <1  Ah 

2)  A21  < A„  < 0 < Aif 


Der  Fall  II)  führt  auf  die  bekannten  Kreisschnitte. 

Die  Function  /( A,  t)  kann  das  Zeichen  nur  dann  ändern,  wenn 
sie  durch  einen  Null-  oder  Unendlichkeitspunkt  geht.  Da  es  uns 
nur  auf  das  Vorzeichen  von  /( A,  t)  ankommt,  betrachten  wir  diese 
Function  in  Bezug  auf  die  4 Punkte  Au,  Asf,  A3,  A4. 

Im  Falle  I)  ist  f(e,  <),  wenn  e eine  beliebig  kleine  Zahl  sein 
soll,  unbedingt  positiv,  einerlei  ob  e 0 oder  f <0  ist.  Wir 
können  nun  den  Verlauf  der  Function  /(A,  /)»  in  sofern  sie  ober- 
halb oder  unterhalb  der  A-Achse  sich  befindet,  wenn  wir  die  A als 
Abscissen  und  f( A,  t)  als  Ordinaten  auftragen,  zeichnen,  wenn  wir 
noch  berücksichtigen,  dass  lim  /(A,  f)>»0  und  lim  /(A,<)<0 


1)  As  A2f  < Au  < 0 


2)  A2f  < A3  < Aif  < 0 

3)  h,  < hl  < A»  < 0 


4)  i>i<0<ln 


A '=>  -)-  oo 

beständig  ist.  (S.  Beilage.) 

Arch.  J.  Math.  n.  Phys.  2.  Keihe,  T.  XII. 
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Im  Falle  III)  ist  /(*,  t ) positiv  oder  negativ,  jo  nachdem  17^  0, 
oder  je  nachdem  As  ^ 0.  Demnach  hat  /(t,  t ) immer  das  Zeichen 


der  Grösse  A3.  (S.  Beilage.) 

Ist  <<0,  so  gestaltet  sich  der  Verlauf  der  Function  /(A,  t) 
anders.  Wir  haben  alsdann  folgende  Fälle: 

t < 0.  I')  S > 4,  R > 0 . . . Ellipse  (A2<  > Xu  > 0,  A3  < 0 

II')  £ = 4,  R > 0 . . . Kreis  (Ai/  = X2t  >0,  As  < 0 

III  ) S < 0,  R < 0 . . . Hyperbel  (A2f  > 0,  Xu  < 0,  A3  ^0) 


Der  Fall  II')  ist  erledigt.  Der  Verlauf  der  Curven  im  Falle 
III')  ist  analog  dem  im  Falle  III),  nur  dass  Xu  und  A2<  vertauscht 
sind.  (Ueber  den  Verlauf  der  Curve  im  Falle  I‘)  siehe  Fig.  III,  1 bis  4.) 

Zur  Uebersichtlichkeit  stellen  wir  die  gewonnenen  Resultate  in 
einer  Tabelle  zusammen. 


2)  Xu  < Xs  < 0 < X 2t 

3)  Au  < 0 < A3  < A 2t 

4)  Au  < 0 < A 2t  ^ As 


f( A,  0 ;>  0,  wenn 


; I)  S>4,  R>  0 
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f(K  0 > 0,  wenn 


III)  £<0,  0 


<>0 


1)  *3 

2)  h t<h  <0</w 

3)  A2f<0  <A3<Ah 

4)  hi  <0  < l«  =A3 


1 

\ 


A3 


A 2t : Ai#<A<-}-co 


A2KA<A3  ; Aif<A<-f-°° 
Aai<A<As;  AiKA<-j-co 


A2/<A<Ah;  A3  <A<-f-30 


/(A,  <)  < 0,  wenn 


— oo<I<A3  ; 

— °0  <A<2< 
— qo  <A<A2<; 

—qo  <A<A2*; 


A2<<A<Ai* 
; As  <A<A„ 


As<A<Ak 

Ai <I3 


I')  S>4,  7?>0 

nr)  s< o, 


ko 


1)  A3  c_Ak<0<A2< 

2)  AiKA3  <0<A2/ 

3)  ht  <0  <A3  <A2< 

4)  Ai/<0<A2i^A3 


fl')  £> 4,  i*>0 
IIT)  S<0;  Ä<0 
I')  £>4,  Ä>0 


l 


/( A,  t)  > 0,  wenn 

As^A^h;  Aj/<A<-f» 

/(A,  <)<0,  wenn 
— QO  <A<A3;  AiKA<A2< 

As  ^A^Ak;  A2/<A<-|-00 

Ai/<A<A3  ; A2(<A<+ao 
Ak<A<A3*,  A2KA^+go 

Ai<<A<A2r,  A3<A  <-{-<» 


AA,  0 < 0,  wenn 
— °°<A<A3;  AiKA<A2* 
— 00  <A<A3;  AiKA<A2/ 
— 00  <A<Ah;  A3  <A<l2< 
— oo<A^An;  A3<A<A2, 

— 00  <A<An;  A2^A  <A3 


Ist  A gleich  dem  Grenzwerte  ht  oder  A2<,  so  ist 


In  den  Fällen,  wo 


AA,  0=0 
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= As  oder  A2 1 — Aa 

ist  /(A,  t)  unbestimmt,  da  es  den  Wert  ß annimmt.  Man  kann  in 
jedem  Falle  den  Wert  der  Function  bestimmen,  indem  man  Zähler 
und  Nenner  differentiirt.  Die  Gleichheitszeichen  in  den  Wertgebieten 
der  A sind  für  diese  Fälle  hinzugefügt. 

Nachdem  wir  in  dieser  Weise  die  Function  /(A,  t)  vollständig 
untersucht  haben,  gehen  wir  zu  der  Raumcurve  über.  Da  die  ge- 
suchten Schnittebenen  nur  dann  reell  sind,  wenn  die  Punkte  der 
Raumcurve  im  lten  Octanten  liegen,  so  ist  es  von  Wichtigkeit,  die 
Lage  derselben  in  Bezug  auf  den  lten  Octanten  in  jedem  Falle 
bestimmen  zu  können.  Es  waren  die  C'oordinaten  der  Raumcurve 
ausgedrückt: 

X **  Lt/(A,  w),  y = Ay/(A,  ^),  * — Li  /(A, 

wo  hx,  Ay,  k,  durch  R,  a,  £,  c ausgedrückt  sind.  Ein  Funkt  der 
Raumcurve  liegt  im  1 ten  Octanten , wenn  x , y,  z zugleich  positiv 
sind.  Ist  die  Fläche  gegeben,  also  a,  b , c bekaunt,  und  auch  der 
Kegelschnitt  festgezetzt,  also  R uud  £ zu  bestimmen,  so  bietet  die 
Berechnung  der  Coefiicienten  k keine  Schwierigkeit.  Entsprechend 
den  Vorzeichen  von  k sind  alsdann  /( A,  a),  f( A,  £),  /TA,  c)  so  zu 
wählen,  dass  x,  y,  z positiv  resultiren. 


Wir  betrachten  die  Function  /TA,  t)  jedesmal  von  den  4 Punkten 
Au,  A2 /,  A3,  A4  ausgehend,  die  mit  -f00  und  — 00  immer  die  Grenzen 
bestimmen,  innerhalb  deren  sich  A bewegen  muss,  damit*  /(A,  <) 
sein  Zeichen  beibehalte.  So  treten  auch  für  die  Functionen  /TA,  a), 
/TA,  J),  /( A,  c)  jedesmal  die  Grenzwerte  auf: 


Da 


Ala,  A2a  J 

Aiö,  A26  / Ajj,  A4,  J 00,  — 00 
Ale,  A2c  ' 


/(Ala,  «)  — /(A2<1,  a)  0 


ist,  so  entsprechen  den  Werten  Aia,  A2a  Punkte  in  der  yz-Ebene  (x=*0). 
Es  mögen  den  Werten  Aia,  Ao„,  Ai&,  A2&,  Aic,  A2c  die  6 Punkte  Rys\ 
Ryt",  Rxs,  R*t ",  Rry,  Rjy”  entsprechen.  Die  Reihenfolge  dieser  6 
Punkte  hängt  von  der  Reihenfolge  der  6 A- Werlo  ab,  von  dem  klein- 
sten zum  grössten  gezählt.  Die  Raumcurvo  kann  in  den  ersten 
Octanten  treten  resp.  aus  ihm  heraustreten  nur  durch  die  6 Punkte 
R\  R"  und  00,  wie  auch  0,  welche  den  obigen  A-Werten  entspre- 
chen, die  in  der  Tabelle  ausschliesslich  als  Grenzwerte  auftreten. 
Wir  bestimmen  also  in  jedem  gegebenen  Falle  die  Werte  Ai«,  A2* 
Ait,  A26,  Aic,  A2c  und  A<j  und  tragen  sie  der  grösseren  Anschaulichkeit 
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wegen  auf  einer  Geraden  ab.  Darauf  bestimmen  wir  das  Gebiet 
der  A -Werte,  für  welche  f(X,  a)  das  passende  Zeichen  hat,  indem 
wir  den  den  Werten  Aja,  A2 a,  A3,  A4  entsprechenden  Fall  in  der  Ta- 
belle aufsuchen.  Ebenso  verfahren  wir  mit  /(A,  &),  /( A,  c),  wobei 

* < 0,  je  nachdem  «,  bf  c grösser  oder  kleiner  als  0 ist.  Das  ge- 
meinsame Gebiet  dieser  3 besonderen  Gebiete  ist  dasjenige,  für 
welches  /( A,  a),  /(A,  i),  /T(A,  c)  zugleich  das  richtige  Zeichen  haben, 
für  welches  also  £,  y,  z zugleich  positiv  sind.  Allen  Werten  A in 
diesem  Gebiete  entsprechen  Punkte  der  Raumcurve,  die  in  dem 
1 ten  Octauten  liegen,  und  allen  diesen  Punkten  entsprechen  reelle 
Ebenen,  welche  die  gegebene  Fläche  in  dem  gegebenen  Kegelschnitte 
schneiden.  Die  Lage  der  Schnittebenen,  welche  continuirlich  und 
zwischen  2 Grenzebenen  verlaufen,  die  im  allgemeinen  einer  Achse 
der  Fläche  parallel  sind,  da  für  die  Grenzwerte  Ait,  A2 1 — x,  y,  oder 

* verschwindet,  ändert  sich  allmählich  Tritt  A3  als  Grenzwert  auf, 
so  haben  wir  den  früher  ausgeschlossenen  Grenzfall,  wo  p — 0 ist, 
die  Schuittebene  also  durch  den  Coordinatenanfang  geht.  Im  spe- 
ciellen  kann  die  Grenzebene  auch  einer  Coordinatenebeuo  parallel 
laufen  nämlich,  wenn  2 Wurzeln,  z.  B.  A2&  und  Aic  zusammenfallen 
und  zugleich  als  Grenzwerte  auftreten,  wie  aus  dem  folgenden  Bei- 
spiele zu  ersehen  ist  Die  Werte  -j-°°  und  —00,  welchen  die  un- 
endlich ferne  Ebene  als  Schuittebene  entspricht,  können,  wie  aus 
der  Tabelle  leicht  zu  ersehen  ist,  nicht  als  Grenzwerte  auftreten. 


Es  sei  z.  B.  die  Fläche 


x 


V+r  + 


1 = 0 


gegeben,  und  es  soll  dieselbe  in  dem  Kegelschnitte 

1*4-4?=  1 

geschnitten  werden. 

£ — i»  <?  = 1,  A <=*  1,  B =>  $,  72  4 — {- 1 = 5 

s_  (2+ })•=  VS(S^4)=^ 


A2a  ” — 0,  A26  — — X‘2c  — 5 


Die  Reihenfolge  der  A- Werte  ist 
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Ag  = Xi c < X'2b  = Ale  < Xia  < Al6  < Ajrt 


kx  — 


kx  — j-  Xy  -|-  kx  = 0 


Es  muss  /"(A,  a)  > 0,  /U,  £)  <C  0,  /\A,  c)  > 0 sein,  wobei  wir 
überall  den  Fall  I),  1)  zu  nehmen  haben. 

Für  alle  A grösser  als  X-2b  und  kleiner  als  A*.  haben  wir  Punkte 
der  Raumcurve,  die  im  lton  Octanten  liegen  ( - / <1  A <1  — $)• 
Sei  z.  B.  X — — 1.  Alsdann  ist 


fi- 1,  ft) 
A-i,  1)  - l 


“ 324'  /(  *}  — 256 

, 31  , 11.4 

* “ 288’  y " 3 . 256’ 


5 

96 


Die  Gleichung  der  Schnittebene  für  A — — 1 ist: 

± hVf z ±),Vil’j±i 

Dem  Grenzwerte  A2a  entspricht  eine  Ebene  parallel  zur  Achse 
und  dem  Grenzwerte  A 2b  =>  Aic  eine  Ebene  parallel  zur  ys-Ebene. 

Ist  die  gegebene  Fläche  ein  Kegel,  dessen  Gleichung 

ax*-\-by* -\-cz*  =*=  0 

so  lässt  sich,  wie  wir  bereits  pag.  190  gesehen  haben,  das  Problem 
auf  die  Discussion  einer  kubischen  Parabel  rcducircu,  und  zwar  sind, 
wie  aus  dem  Gleichungsystem  (B)  zu  berechnen  ist^  die  Coordinaten 
derselben  gegeben: 


x = A.rF(A,  «),  y = A*yjF(A,  £>),  s = lcM  F(A,  c),  wo 


A * — 


Rübe 


Rabe 


(«-&)  (a— e)  ’ 


F( A,  t) 


(*-«)  (&-<?)’ 
A*4-ASt+ÄÄ 

Ä3 


k. 


Rabe 


(c— a)  (c — b) 


Wir  berücksichtigen  die  Fälle  der  Ellipse  (S^>  4)  und  Hyperbel 
(S  < 0)  — 72  kommt  in  F(A,  t)  überhaupt  nicht  vor  — und  ge- 
langen zur  folgenden  Tabelle. 
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OO 


F(A,  t)  > 0,  wenn 
kt  <A<Ai*  ; 0 <A  <-j-oo 
S<0ht  <*><&]  A«<A<  oo 


F(A,  /)  < 0,  wenn 
Au<A<0;  —oo  <1<A2< 
— oo<l<l2/;  0<A<Ai* 


/<0 


jS>40  <A<Ai*;  A2*<A<oo 

is<OAw<*<0;  A«<*<<» 


— oo<A<0;  Au<A<A2* 
— qo<A<Ah;  0<A<A2* 


§ 3.  Uiscussion  des  Problems,  wenn  die  gegebene  Fläche 

Rotationsfläche  ist. 

Die  obigen  Betrachtungen  wurden  unter  der  (pag.  192)  Be- 
dingung gemacht,  dass  die  Fläche  [ abc ] keine  Rotationsfläche  sei. 

Ist  dieses  der  Fall,  so  wird  die  Darstellung  der  Raumcurve 
durch  den  Parameter  A illusorisch.  Die  3 Ebenenbüschel  nehmen, 
wenn  wir  beispielsweise  b =-  c festsetzen,  die  Gestalt  an: 

1)  (2ä  -f-  A)ac  — |—  («  — |—  ^ A)  (y  -f-  a)  — * 0 

2)  b9(R  + A)*  + a&(Ä  + A)(y-f-*)  — Rab* 

3)  2Atyr-f  {Safc-f  A(a-f  &)}fo-fa)  =0 

Die  Determinante  der  Coefticieuten  der  Variablen  in  diesem  Glei- 
chungssystem ist  gleich  null. 

Betrachten  wir  die  Büschel  (1)  und  (3),  so  ist  zu  ersehen,  dass 
beide  Gleichungen  für 

x = 0,  “=  0 

befriedigt  sind.  Demnach  muss  die  Gerade 

35  = 0,  y-f-2  0 

welcho  für  jedes  A in  den  Ebenen  beider  Ebenenbüschel  enthalten 
ist,  die  Achse  derselben  sein.  Die  Richtung  dieser  Achse  im  Raume 

ist  gegeben  durch  die  Richtungscos.  0,  — Die  Richtungs- 

co8.  der  Ebenen  des  Parallelebenenbüschels  (2)  sind  pi^/i-f'A), 
pa£(Ä-j-A),  A),  so  dass  beide  Richtungen  auf  einander 

senkrecht  stehen.  Es  ist  also  die  Achse  der  coaxialen  Ebeuen- 
btischel  (1)  und  (3)  d.  h.  die  Gerade 

* = 0,  y- \~*  = 0 

in  einer  Ebene  der  Schaar  (2)  enthalten.  Dieser  Ebene  des  Büschels 
(2)  entsprechen  2 Ebenen  in  (1)  und  (3),  die  durch  die  Gerade 

x «=  0*  y~\~*  ■=  0 
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hindurchgehen  müssen,  so  dass  diese  Gerade  sich  offenbar  von  der 
Curve  losgelöst  hat.  Die  Raumcurve  kann  aber  nur  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegelschnitt  oder  in  3 Gerade  zerfallen.  Letzteres  ist 
wirklich  der  Fall.  Es  ist  nicht  schwer,  ausser  der  Geraden 

* = 0,  y-\-z  — 0 

noch  2 zu  finden,  welche  sich  ebenfalls  von  der  Curve  losgelöst 
haben.  Wir  suchen  die  Poppelebenen  der  Büschel  (1)  und  (3), 
welche  wir  erhalten,  indem  wir  A den  Wert  geben,  der  aus  der 
Gleichuug  resultirt; 

2 h -J-  A a ~j~  h — A 

S6*-f2A6  5ai4-A(a-f6)  ~ ° 

(a-6)(As-fA£6-f  Sb%)  — 0 

Da  a — b ^ 0,  so  muss 

A*4 -XSb+Sb*  =»  0 

also 

h =*  |(-S±  Vä(S-4)) 

sein.  Geben  wir  also  A den  Wert 

li»-  g(-S+Vs(S-4)) 

oder 

A26  = ?(-£—  V 5(5-4)) 


so  fallen  die  entsprechenden  Ebenen  der  Büschel  (1)  und  (3)  zu- 
sammen, und  der  Schnitt  mit  den  entsprechenden  Ebenen  der  Pa- 
rallclebenenschaar  wird  die  2 gesuchten  Geraden  liefern. 


(26+A)*-f-(a-f- 6+  A)(y-f*)  ~ 0 
k)x  + fl6(Ä-f  A)(y-f  z)  = 0 


10  fl  *j~  b -J-  A 

Rab*  ab(R  + A)  » 


y- b* 


1 26-}- A 0 

d 6*(R-f-A)  Rab* 


4 = b(R  + A)  (a  — b)  [b  -f-  A) 

Die  3 Geraden,  in  welche  die  Raumcurve  im  Falle  b = c zerfällt, 
sind  demnach 


1)  x 0,  y-\~z  ■=»  0 
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' * “ (Ä  4-  *16)  (6  + *16)  («  — A) 

. 

y ' ? 0 (Ä-f-*l6)  (Ä-f-  *16)  (a — ä) 

Rab(a-\-b-{-  *26) 

*>  x~  (fi+J2»)(6  4-l»)(a-i) 

. Rab(2b-\-  X2b) 

yi‘*  " (Ä+*26)  (4+ *26)  («*— i) 

wo  Ai»,  *26  bekannte  Werte  haben.  Es  ist  zu  bemerken , dass 
diese  3 Geraden  parallel  laufen,  also  sich  im  unendlich  fernen 
Punkte  schneiden. 

Hiermit  ist  eigentlich  das  Problem  im  Falle,  dass  die  gegebene 
Fläche  ein  Rotationsellipsoid  oder  Hyperboloid  ist,  gelöst.  Denn 
man  braucht  nur  die  Gleichungen  der  Geraden  zu  bestimmen  und 
die  Punkte  derselben  im  1 ten  Octanten  anf  die  bekannte  Weise 
abzubilden,  um  die  gesuchten  Schnittebenen  zu  erhalten. 

Von  der  Geraden  (1)  ist  nur  der  Punkt 

X — y = 2 = 0 

wesentlich,  dem  dio  unendlich  ferne  Ebene  entspricht,  da  die  an- 
deren Punkte  nicht  im  lten  Octanten  liegen.  Botrachten  wir  die 
Gleichungen  der  Geraden  (2)  und  (3),  so  sehen  wir,  dass  sie  allge- 
mein geschrieben  werden  können  in  der  Form: 

Da 

so  folgt 


u*-j- = (ci-j-cjlp*  “1»  V — const.,  u = const. 

Geometrisch  kann  man  sich  dieses  Resultat  so  vorstelleu,  dass 
alle  Schnittebenen  2 Kegel  umhüllen , deren  Spitzen  auf  der  Rota- 
tionsfläche liegen,  was  auch  aus  der  Symmetrie  der  Schnittebenen 
zu  ersehen  ist.  Es  ist  zunächst  die  Möglichkeit  noch  nicht  ausge- 
schlossen, dass  die  beiden  Geraden  (2)  und  (3)  im  lten  Octanten 
verlaufen.  Im  Folgenden  wird  der  Beweis  geliefert  werden,  dass  es 
unmöglich  ist,  so  dass  es  nnr  2 symmetrisch  liegende  Kegel  von 
der  obigen  Art  giebt. 


* — cv 


uä 


, V * w* 

x und  -j  =-  y,  -s 

P*  Pa 


w 


V w 

«n  4-  Zä  — e*i  »f + *»*  — caP* 

V V 
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Es  werden  bei  den  Rotationsflächen  verschiedene  Fälle  ein- 
tretcn,  die  wir  anf  folgende  Weise  classificiren  wollen. 

I.  a > 0,  b > 0 . . - Rotationsellipsoid 

1)  S>  4,  Ä>  0 . . . Ellipse 

2)  5 = 4,  R > 0 . . . Kreis 

II.  a > 0,  b < 0 . . . Rotationshyperboloid 

1)  S > 4,  R > 0 . . . Ellipse 

2)  S = 4,  R > 0 . . . Kreis 

3)  S < 0,  R ^ 0 . . . Hyperbel 

Die  Fälle  I.,  2)  und  II.,  2)  führen  auf  die  bekannten  Kreisschnitte. 

Gehen  wir  zum  Falle  I.,  1)  über.  Zuvor  bemerken  wir  noch, 
dass,  wenn  R > 0,  S > 4 ist,  0 < S — 2 — V S(S— 4)  < 2 ist  Denn 
setzen  wir  £ = 4 -f-  *f»  so  ist 

4 + £*_2— V(7+ «*)«*==  2+«*  — « >'4+7*  < 2 

Andererseits  ist 

S — 2 — V S(S— 4)  «=  VS(S— 4HH  - VS(S^i)  > 0 
Ferner  ist 


so  dass  | 6 + Ais  1 <.  | b | ist.  Im  Falle  I.,  1)  ist  also: 
b+l  16  <0,  2i  + Au>0,  b + l-2b<0 , + 

Wir  unterscheiden  für  die  Geraden  (2)  und  (3)  die  Fälle: 


6+i,t  = 6 + |(-S+  V'S^S-4))  - -*(S-2-  VS(S_4)) 


(2) 


a — b 
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Ä-f-A2>0,  so  ist 


lsrf-*<0, 


-ß-f-^2  <0,  « 


(H-*>0, 

iy~h3<0, 


wenn 


ii 

>i 


a>b\ 

a<bj 


«>0, 


wenn 


fl-j-A— f~Aj 
a — b 


>0 


a<b) 

a>bj 


*>0, 


wenn 


a—b 


<0 


Die  zweite  Gcrado  kanu,  falls  dio  gegebene  Fläche  ein  Rotations- 
ellipsoid und  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  ist,  durch  den  ersten 
Octanten  gehen,  wenn 

Ä+lt>0,  a<b,  44^  > o 

oder 

" + i,<0,  «x>i,  — T— ® < 0 ist. 

Ist  a > />»,  so  ist  a-}-&-{-A , > 0 uud  a -b  > 0.  Die  2te  Be- 
dingung ist  nie  erfüllt.  Ist  a < i,  so  kann  a-f-6-f*  At  < 0 sein, 
und  in  diesem  Falle  läuft  dio  Gerade  (2)  durch  den  1 ten  Octanten. 

Die  Gerade  (3)  kauu  den  1 ton  Octanten  durchschnciden , wenn 

Ä+i,  >0,  "4^1  > o 

oder 

•ß  + Ajj  < 0,  a<6,  - < 0 ist 

a — b 


Ist  a ^ i, 


a -|-  b -{-  Ag 
a — b 


> 0. 


so  ist  rt-f-i-j-Aj  < 0 und  « — b < 0, 


also 


Ist  a >>  so  kann  a-f-6-|-A2  > 0 sein  und  in  diesem  Falle 
läuft  die  Gerade  (3)  durch  den  ersten  Octanten. 

Aus  dieser  Auseinandersetzung  ist  zu  ersehen,  unter  welchen 
Bedingungen  ein  gegebenes  Rotationsellipsoid  in  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  geschnitten  werden  kann,  wie  auch  dass  die  beiden 
Geraden  (2)  und  (3)  sich  gegenseitig  aus  dem  1 ten  Octanten  aus- 
schliessen , da  die  beiden  Bedingungen  a ]>  b und  a <^b  nicht  zu- 
zugleich  bestehen  können. 


Im  Falle  IT.,  1)  ist  « > 0,  b < 0,  S > 4,  R > 0,  Au  > 0} 
hb  > 0,  Ä-f  Aj  > 0,  2i  + A1  < 0,  Ä-f  Aa  > 0,  2*  + Aa  > 0. 
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(2)  Wenn  R-\-  At  > 0,  so  ist  y-f*  > 0,  * > 0,  wenn  a+H-AiNO 

(3)  „ Ä-|-A8>0,  „ y-j-*  < 0,  *>0,  „ a+b+X^O 

n -|_ij  < 0 nnd  iZ-j~A,  <10  ist  unmöglich.  Nur  die  2tc  Ge- 
rade  kann  durch  den  lten  Octanten  gehen,  vorausgesetzt,  dass 
a-f-*-t-Aj 


o — b 


> 0 ist. 


Es  bleibt  noch  der  letzte  Fall  zu  erledigen: 

Ai b < 0,  hb  > 0,  Ä-j-A,  < 0,  2i-f-  A,  < 0,  Ä-f-As  < 0,  26-fA8  < O 
Wir  trennen  die  2 Fälle  R 0 und  R ^ 0 

R > 0 

(2)  Wenn  /Z-j-A,  < 0,  so  ist  y-f*  > 0,  x > 0,  wenn  a-\rb-\-  At  > 1) 

R < 0 

(3) 


Ä-f  A,  >0,  so  ist  y+*  > 0,  *>0,  wenn  a-|-6-H8>0 

Nur  in  diesen  Fällen  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
die  2te  oder  3te  Gerade  durch  den  lten  Octanten  laufen,  wobei 
sio  ebenso  wie  R > 0 und  R < 0,  sich  gegenseitig  aus  demselben 
ausschliessen.  Hiermit  ist  die  pag.  201  ausgesprochene  Behauptung, 
dass  es  nur  2 Kegel  von  der  bekannten  Eigenschaft  gebe,  vollständig 
bewiesen  Ferner  ist  aus  der  obigen  Betrachtung  folgender  Satz  zu 
folgern : 

Eine  Rotationsfläche  2ter  Ordnung  kann  dann  und  nur  dann 
von  einer  Ebene  in  einem  gegebeneu  Kegelschnitte  geschnitten 
a-f-i-4-Au  ~ Aa* 

werden,  wenn  ~ > 0 oder  o-^Ä — > 0 ist,  vorausge- 

setzt, dass  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

a*,-f-Z>y 8 -{-&** — 1 — 0 

gegeben  ist  und  dass  An  und  Aa&  die  obigen  Werte  haben. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  den  Rotationskegel,  in  welchem  Falle 
die  pag.  191  erhaltene  kubische  Parabel  in  3 Geraden 


1)  % = 0,  y-j-z  = 0 

R ab{a-\-b  - f-  Afft) 
(a  — 6)  (ä-f-An)An’ 


2)  * 

3)  


zerfällt. 


Rab(a  b Aa&i) 
(o  — b)  (6-|-  A2O  A»  ’ 


y-f  * 
y- f * — 


Rab(2b+  An) 

(a  — t)  (b  -f-  At6)Ai» 

Rab(2b  + h») 
(a  — b)  (J-f  A»)A2ä 
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Diese  3 Geraden  schneiden  sich  in  dem  unendlich  fernen 
Punkte.  Die  Gleichungen  derselben  unterscheiden  sich  von  den 
pag.  200  aufgestellten  bloss  dadurch,  dass  durch  X ersetzt 

ist.  Auch  von  diesen  3 Geraden  kann  nur  eine  durch  den  lten 
Octanten  gehen. 

Die  Annahme  b — c kann  unsere  Beweise  nicht  beeinflussen, 
da  ja  a,  6,  c von  vornherein  als  gleichberechtigte  Grössen  auftreten. 
Wir  erhalten  die  Gleichugen  der  Geraden  in  den  Fällen,  woa«c 
und  a — b ist,  aus  den  gefundenen  durch  cyklische  Vertauschung. 

Es  soll  z.  B.  der  Kegel 


in  der  Hyperbel 

geschnitten  werden 

a 

9 w 15  1 1 

S — — VS{S—4)  «=>  X\b  - - j,  hb  — jg 


x%  __ y-  __  - n 

25  9 9 


2 V 

16  4 


25’  A 


4,  B - V— 4 ~ 2»,  


3 

16 


In  der  Geraden  (2)  ist  y4“*  < 0 

, 45 

* 340Ö’  ” 136’ 


q+H-*« 

a-b 


>0 


5 


§ 4.  Dlsenssion  des  Problems,  wenn  die  gegebene  Fläche 

ein  Parabolold  Ist. 

Von  der  Gleichung  des  Paraboloids 

ax%+by*  « 2z 


ausgehend,  gelangen  wir  auf  einem  Wege,  analog  dem  im  § 1.  ein- 
geschlagenen, zu  den  Bedingungsgleichungen: 

RWX  = Ux  SVX  - Uk\  T - *•  + »*+„,*  =,  i 

wo 
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ö — — 2j)  abw -\- av* bxfi  — 

abw*  = . . . . F, 

= a(e*4~M’*)  — |—  «>s)  «=  Ux 

Dio  obigen  Bediugangsgleichungen  lassen  sich  in  der  Form 
schreiben : 


Ut 

P 2 


T 

4“  Ai  ■%  ’=■  o, 
V 


^ + ^=0 ,^'+*3 

p*  1 ’ p*  1 7>x 


0 


Ist  p = 0,  so  kann  man  dio  Werte  der  Variableu  «,  t>,  to 
direct  aus  den  obigen  Gleichungen  berechnen.  Da  die  Substitution 

u* 

• 1=3  x.  etc* 

P* 

jetzt  zu  keinem  Resultate  leiten  würde,  weil  in  Wx  die  erste  Potenz 
von  w vorkommt,  so  führen  wir  eine  lineare  Substitution  ein: 


Xt  V w 

- *=  - = y,  — ="  * 

p p p 

nach  welcher  jedem  reellen  Wertsysteme  e,  y,  * eine  reelle  Ebene 
entspricht  Dio  Bcdingungsleichungen  sind  alsdaun: 


1)  (b  + X)x* +(«4-  A V + («+*+ A )a*  = 0 

2)  11  hx*  4-  R ay  * ■ — 2R  afa  4»  A «£z*  = 0 

3)  A4a:24~^uyi{4~{'^a^4“^(a4'^)}2*  a ^ 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  folgt: 

— 2Rabkz+k*ahz*  — SRdbz*  -i2A(«4-i)**  =0 
Diese  Gleichung  hat  2 Lösungen: 

2Rabk  . 

2 ~~  abk*  — R{a+b)k  — RS ab  Und  2 — 0 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  uud  (3)  drücken  wir  auch  x und  y 
durch  A aus: 


3* 


i(A24-A/Sa4-Äa2)  , 
k*{b-a)  2 


y 


1 


rt(A*4-A^4-^2) 

A *(&  — «)  * 


2 Rabl 

2 ~~  abk*-R(a+b)k-RSab 
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Einem  Punkte  z,  y,  z entsprechen  4 symmetrisch  zu  den  Coor- 
dinatenebenen  liegende  Ebenen.  Dem  Werte  * — 0 entspricht 

x — y = 0 

also  die  unendlich  ferne  Ebene. 

Beschränken  wir  uns  auf  reelle  Schnittebeuen,  so  müssen  **, 
y*,  *2  positiv  sein,  z,  y,  z positiv  oder  negativ.  Nehmen  wir  an, 

A — *A‘ 

sei  imaginär,  so  ist  z ein  Ausdruck  von  der  Form 

CC*  I cci  • / I 1 • 

c,  +c,<  - <*»+*,»  + «,*+<**  C + C' 

also  eine  complexe  Grösse. 

Demnach  ist,  vorausgesetzt,  dass  X immer  reell  bleibt,  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  ein  gegebenes 
Paraboloid 

axi-\~byi  *=*  2 z 

in  einem  gegebenen  Kegelschnitte  geschnitten  werden  kann: 

o und  tv+19+8*) 

b — a b — a 

Die  Function  A* -f- A >St  — |—  hat  2 Nullpunkte: 

Ai t - |(— 5+Vä(S-4J)  und  X2t  - j(— Ä-  ^(5(5-4) ) 

Da 

lim  - -f  co  und  lim  (A2-f-  XSt+St*)  — -fa> 

A=-f-x  A=— cc 

ist , so  muss  diese  Function  im  Gebiete  der  A-Werte  zwischen  Ai* 
und  A2*  negativ  sein.  Im  Falle  des  Kreises,  wo 

Ai*  = A2* 

berührt  die  durch  die  Function  dargestellte  Curve  die  A-Achse. 

Die  obigen  Bestimmungen  setzen  die  gegenseitige  Lage  der  4 
Wurzeln  Alo,  Aga,  A*&,  Ao»  fest,  für  welche  es  reelle  Schnittebenen 
giebt.  Einem  Punkte  z',  y',  entspricht  die  Schnittebene: 

iz'  • . y-j-*'  . * — 1 =*  0 

wo  z,  y,  * die  laufenden  Goordinaten  sind. 
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Ist  die  Gleichung  des  Paraboloids  in  der  Form 

ox* bz * — 2y  = 0 oder  by* -j- az*  — 2x  = 0 etc. 

gegeben,  so  muss  in  den  Resultaten  eine  der  Axenvertauschung 
entsprechende  Vertauschung  der  Grössen  w,  t>,  u>  durchgeführt 
w erden. 

Bei  dem  Rotationsparaboloid  lauten  die  Bedingungsgleichungen: 

1)  (*-fA)(**+y*)  + (2i-H)*a  = 0 

2)  — 2R.bz-\~Xbx!t  ■*  0 

3)  + ”0 

Hier  ist  X nicht  mehr  ein  willkürlicher  Parameter,  sondern  kann 
nur  die  2 Werte 

i16  = | (— S+  VsÖsTij)  and  1 » - f (-6’  - '/S(.V-4)) 


annehmen.  Die  3 Gleichungen  sind  demnach  befriedigt  durch 


2)  x2-fys  = - 


**  = 0 

2»  + A, 

2RbXt 

i-Hi  * 

* “ bX*- 

-2RXl—RSb 

2b  -{-  A2  o 

2 RbXt 

b -f-  Aj(  ' 

* “ b A,*  • 

-2RXi—RSb 

Berücksichtigen  wir,  dass,  wenn  <S>4,  & + A,  <0, 
i_|_A8<0,  2&-fAs<0  ist,  so  sehen  wir  ein,  dass  im  Falle  (2) 
im  Falle  (3)  y*<0  ist. 

Das  Rotationsparaboloid  kann  demnach  in  jeder  Ellipse  ge- 
schnitten werden. 

Der  Fall  S «=  4 führt  auf  den  Kreisschnitt. 


§ 5.  Discussion  des  Problems,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt 
eine  gleichseitige  Hyperbel  ist. 

Soll  eine  Oberfläche  2ten  Grades  in  einer  gegebenen  gleich- 
seitigen Hyperbel  geschnitten  werden,  so  muss 

ji  = s = 0 

sein.  Wir  sind  gezwungen , direct  in  die  Rechnung  zu 
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ziehen,  um  der  Forderung,  dass  die  Achse  der  Hyperbel  einen  be- 
stimmten Wert  habe,  Genüge  zu  leisten.  Die  beiden  Bedingungs- 
gleichungen für  w,  v,  tr,  p nehmen,  wenn  die  Fläche  die  Gleichung 

ax%-\-hy%-\-czl  — 1 = 0 

hat,  die  Form  an: 

J_  1 J_  V* 

A*‘  B*~  A*  W* 


wo  Ut  V , W dieselben  Werte,  wie  in  § 1.  haben.  Aus  der  letzten 
Gleichung  folgt,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass 

T -=»  tr*  = 1 


Führen  wir  hier 


ein,  so  verwandeln  sich  die  obigen  Gleichungen  in 


2)  ( bcx-\-acy-\-abz)*-\-  (&cx-f- acy-f- abz — ab c)* f-*)  — 0 


Aus  der  Gleichuug  1)  ist  zu  ersehen,  dass  das  Ellipsoid,  wie 
auch  das  zweischalige  Hyperboloid,  wenn  die  reelle  Achse  die  grösste 
ist*  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  nicht  geschnitten  werden  kön- 
nen. Für  die  übrigeu  Fälle  suchen  wir  *,  y,  z durch  einen  ver- 
änderlichen Parameter  darzustellen.  Die  Gleichung  der  ebenen 
Curve  3ter  Ordnung,  welche  durch  die  obigen  Gleichuugen  darge- 
stellt ist,  ist  zu  erhalten,  indem  man  die  Gleichung  (2)  auf  ein  neues 
Coordinatensystem  transformirt , in  welchem  die  f- Achse  die  Rich- 
tungscos.  der  Ebene  (1)  hat,  und  £ — 0 setzt 

x - fH -f'v+ft 

y — gi+g'v+i't 

» — h£  + h'ti  + h"t 

r -«(*+•)•  ?"  = «(«  + *),  *"-«(«  + *) 

1 

q ""  V(i  e)%  4-  (a+  (a  -f bj* 
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(2)  {(ic/'-f  acg  -f  ai  A)$-f-  (Äc/'-f-  acg’ -f  ab  h')y) } 3 

+ ^{[(bcf-j-acg-j-abhyz-j-Cbcf'-j-acg' -f-abh'jq  — abc]*  . 

Wir  setzen:  v 

(bcf-\-  acg-\-abh)%-\-(bcf,-\-acg‘-\-abh')ri  =»  x, 

(bcf-\-ac g-\- f‘-\-  ac  g' ab  h*)  rj  - abc  . «=  x2 
(/■+^  + *)5  + (/'+^  + *')»?  " *3 

wobei  sich  x,,  r2,  x3  höchstens  um  Constante,  als  Factoren  von 
homogenen  Coordinaten  unterscheiden  können.  Die  ebene  Curve 
hat  alsdann  die  Gleichung 

a‘is  + 24a*v3  = ° 


sie  ist  eine  Unicursalcurve,  die  einen  RUckkehrpunkt 


x,  = 0.  x2  =•  0 
besitzt.  Da  die  beiden  Geraden 


x,  -=  0,  xä  = 0 

parallel  sind,  so  liegt  der  RUckkehrpunkt  im  Unendlichen.  Die 
Curve  besteht  aus  2 Zweigen,  was  auch  ganz  plausibel  ist,  weil  sie 
als  Projection  der  parabolischen  Hyperbel  (pag.  190)  aufgef&sst 
werden  kann. 


Wir  können 


X|  = Axg  und 


setzen,  wo  1 ein  willkürlicher  Parameter  ist.  Da  nun 


ist,  so  ist 
woraus  folgt: 


x2  = xt — abc 
x,  = Ax2  = l(xj  — abc) 


abc  abc  A* A3 

*<  = -f=7x  und  *»  ” ■ l _i 

Aus  den  obigen  Substitutionsgleichungen  sind  i',  rj  durch  x,  und  xz 
auszudrücken : 
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1 

xi  bcf‘-{-acg'-\-  abh' 

i 

* i 

bcf-\~  acg  -f-  aZiA 

A 

’ ,<  = -j 

«’s 

A = (fl  — b)  (b  — c)  («  — c) 

Die  Coordinaten  der  ebenen  Curve  Ster  Ordnung  sind  durch 
den  Parameter  A ausgedrückt: 


wo 


** 


kxf(X,  fl),  y — kyf(X,  b)y  z — kBf(X,  c) 
abc  . nbc  . abc 


(a—b)  (fl— c)’ 


(b-a)  {b-cY 


kn 


(c— fl)  (c—b) 


AK  0 = *•+*»+*'  = 0 

Wir  untersuchen  nun  den  Verlauf  der  Function  f(X,  t) . Die- 
selbe hat  3 Null-  und  einen  Unendlichkeitspuukt,  in  denen  sie  ihr 

Zeichen  wechseln  kann.  Vorausgesetzt,  dass  1 ^ A*t2,  sind  die  Null- 
punkte 0,  jß  und  — -i  und  der  Unendlichkeitspunkt  X — 1.  Das 

Vorzeichen  von  t hat  augenscheinlich  keinen  Einfluss  auf  das  Zei- 
chen von  f{X,  t).  Ist  f eine  hinreichend  kleine,  positive  oder  ue- 
gative  reelle  Zahl,  so  ist  /(£,  t)  > 0,  wenn  £ < 0,  und  f(s,  i)  < 0, 
wenn  £ > ü ist.  Ferner  ist 

lim  f(X,  t)  =>  — co  und  lim  /*(!,  t)  =>  — a> 

^=-j-oo  A= — oo 

Daraus  ist  schon  der  Verlauf  der  Curve  ersichtlich  (S.  Fig.  HXH%) 

Im  Grenzfalle  1 hat  AK  t)  für  X = l den  Wert  %, 

so  dass 

AK  *)  - f\K  0 - f”(K  0 = - oc 

ist.  (S.  Fig.  //8). 

Nun  können  wir  die  Gebiete  angeben,  in  welchen  /*( A,  <)  positiv 
oder  negativ  ist. 


* > 0 


1 > /l8* 
1 < Ah 

1 -AH 


/(A,  0 > 0,  wenn 
1 <A  <0;  1 <A<  1 


< A <0 


14* 
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t > 0 
1 > AH 

1 < AH 

1 — AH 


/(I,  0 < o,  wenn 

-oo<i<-~;  0<>.  l<i<® 

— 00  < X < — 0<A<-foo 


Ist  < <C  0,  so  muss  Überall  das  Zeichen  von  ~.%t  resp.  — in 

das  entgegengesetzte  geändert  werden.  Diese  Tabelle  giebt  die 
Möglichkeit,  in  jedem  gegebenen  Falle  die  Lösung  des  Problems 
anzugeben  (pag.  196). 


Ist  die  gegebene  Fläche  eino  Rotationsfläche  und  beispielsweise 
b = c,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in 


1)  2iz-Ha  + i)(y-H)  =0 

2)  \b*x-\-ab{y  ^ + « % + -aÄ*)*(*+y +*)  — 0 


Die  frühere  Methode  verlässt  uns  hier,  weil  A = 0 ist 


Aus  der  Gleichung  (1)  folgt: 

x n — |-  b 


oder 


2 b 


y-fjj  — — 


2 b 


(t  -j—  b 


Setzen  wir  diesen  Wert  von  y-\-z  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  er- 
halten wir  eine  kubische  Gleichung,  welche  die  Wurzel  x = 0 hat. 
Dem  Werte  x =*  0 entspricht 


y-f  z = ü 

Das  Problem  rcducirt  sich  also  auf  dio  Auflösung  der  übrig- 
bleibenden quadratischeu  Gleichung,  deren  2 Wurzeln  « und  b seien. 
Dio  ebone  Curve  3 ter  Ordnung  zerfällt  im  Falle,  dass  die  gegebene 
Fläche  eine  Rotationsfläche 


ist,  in  3 Gerade 


Afy2-|-  32)  = 1 
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1)  X 0,  y-\-z  = 0 

2b 

2)  ff-«,  y + z = — 

2b 

3)  x = A H-*  = -jp0 

Im  Falle  des  Kegels  sind  die  Bedingungsgleichungcn: 

1)  (J-fc)ff-f  (a+c)y+(a  + A>  — 0 

2)  (6cff  -f-  acy  -f*  abz) 3 -f-  a*  />*  c1  (x  -f  - y -f-  *)  =0 


Nur  ein  solcher  Kegel  kann  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
geschnitten  werden,  bei  dem  die  reelle  Achse  nicht  die  grösste  ist, 
wie  man  aus  der  Gleichung  (1)  folgern  kanu.  Ist  diese  Bedingung 
erfüllt,  so  transformiren  wir  die  Gleichung  der  Fläche  (2)  auf  ein 
neues  Coordiuatensystcm  £,  £,  so  dass  £ — 0 der  Durchschnitt 

der  Fläche  (2)  und  der  Ebene  (1)  sei. 


2)  \{bcf  -J-  aeg  -f-  abh)£  -f-  (J'cf- f-  aeg'- f-  abh')rj\ 3 

+ ^l(^+?  + l){  + V'+j‘+»'h)=0 

Wir  setzen: 


(hef  -f-  aeg  -j-  abk)$  -f-  (bcf'~ f-  aeg'  -j-  uhh‘)g\  =>  rt 

(f+g+h)$  + (/'+*'+*>  = ?3 


wo  ff,  und  ff3  zunächst  als  rein  analytische  Ausdrücke  eingeführt 
sind.  Wir  wissen  aber,  dass  sie  sich  von  Coordinaten  eines  schief- 
winkligen Systems  höchstens  um  Constante,  als  Factoren,  unterschei- 
den können,  so  dass  bei  einer  strengen  Discussion  der  Curve  in 
Bezug  auf  die  Coordinatenaxen  man  die  Gleichung  der  Curve  in  der 
Form 


«8ar, 


+/w;,  = o 


schreiben  müsste,  wo  «,  ß leicht  zu  bestimmende  Werte  haben. 

— (j2  A8  — 

(2)  *,3H ^4  Z8  = 0 


Diese  ebene  Curve  Ster  Ordnung  ist  als  Projoction  der  früher  für 
den  Kegel  erhaltenen  kubischen  Parabel  zu  betrachten. 

Führen  wir  hier  den  Parameter  X ein,  indem  wir  setzen: 
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aTj  = «6cA,  xs  — — j4*a6cA* 
Wir  batton  (pag.  211) 


abcX 


A 4 abc  A3 


*i 


Xa  — ~ 


so  dass 


X—V  ~3"~  A — 1 
x,  =»  xt(A — 1)  und  xs  = arÄ(A.  — 1) 

Es  ist  x,  y,  z auf  folgende  Weise  durch  A ausgedrückt: 

x =■  ks  F(A,  «),  y = Ay/-’(A,  b ),  z =*  Äj/’fA,  c) 


wo 


A'jr 


a6c 


etc.,  /H[A,  0 = A(1 -44^A*) 


(«— 6)  (a  - 6) 

Die  Functiou  F( A,  t)  hat  3 Nullpuukto : 

. 1 _1 
A _ o,  - A ” ah 

Ferner  ist 

F(+cc,  t)  = — oc,  .F(  - qo,  0 =■ 
so  dass  der  Verlauf  der  Curve  klar  ist.  (S.  Fig.  //4). 


t >o 

t <0 


FXA,  /)  > 0,  wenn 
- oo  < A < - 0 < A < 


AH 


oo  < A < jßi i o < A < A,t 


/ (A,  t ) <;  0,  wenn 


AH 


< A 


^<*<0;  aH<1 

Ist  der  Kegel  ein  Rotationskegel,  so  dass  z.  B.  b « 

so  bestimmen  wir  aus  der  lten  Gleichung 

x a-|-6 

y~ \~z 

woraus  folgt: 


26 


y-f-*  « — 


26 

a-j-6 


x “ . x 


< co 

< « 

» c ist, 
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wo  0 < p < 1 die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür 
ist,  dass  der  Rotationskegelin  der  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten 
werden  kann.  Die  Gleichung  (2)  geht  über  in 

cfl 


Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

* “ 0,  {y'r 4~a  — 0) 

(6 -f-  fx«) & r*  H — (1  + p)  =•  0 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  2 Wurzeln: 

ai-o-} -«*  und  x = — a* 


x kann  nicht  imaginär  sein,  denn  wir  haben 


1 / a% 

x \ A*(b-\- 

könnte  imaginär  werden,  wenn  6-}-ua  negativ  wird,  also  wenn 


1, 

b 

2 b \b 

j“ 

> 

a 

a-f- 6’  ja 

>- 


a-f  b 


«j  i«-h* 

- ist  ein  echter  Bruch.  Wenn  wir  zum  Zähler  und  Nenner  eines 

echten  Bruches  das  Gleiche  hinzuaddiren,  so  wird  der  Bruch  grösser, 
so  dass  die  obige  Ungleichung  unmöglich  ist,  mithin  * reell. 

Die  einzige  Gerade,  deren  Abbildung  reelle  Ebenen  liefert,  ist 

x = a2,  y + z — 

Hiermit  ist  gezeigt,  wie  die  Raumcurvc  im  Falle,  dass  der  ge- 
gebene Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  in  eine  ebene  Curve 
3ter  Ordnung  deformirt,  resp.  in  3 Gerade  degenerirt,  wenn  die 
Fläche  eine  Rotationsfläche  ist. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  ein  Paraboi oid  in 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten  werden  soll.  Die  beiden 
Bedingungsgleichungen  lauten,  wenn 

t zx*-\-by * — 2z  ■=■  0 


die  Gleichung  der  Fläche  ist: 
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Uj  — Gt(v*  “I“  tc*)  **{”  b(u*  w*)  = 0 

1 a*b*  tc6 

A*  ( — 2p  ab  w av* bul)  (w*-f-  »8-{-  wa) 


u 

Führen  wir  hier  die  Substitution  - — x etc.  ein. 

V 

£x*-f-ay*-{-(a-{-&)za  *=*  0 

a.*biA*z*-\-(bxt-\-ayi — 2abz)i  {x* -\- y* z1)  *=  0 
Beide  Gleichungen  sind  für 

x = y «=»  z =>  0 


befriedigt.  Schlicsson  wir  diesen  Wert  aus,  so  erhalten  wir: 

1)  &£*-{“  ay1  -f-  (o  -f-  b)si  «—  0 

2)  a3  fc3  A 4 *4  -f-  ((a  -f  b)z  -f  2 ab)*  (**  -f  « 0 

Die  Gleichung  vl)  stellt  einen  Kegel  dar.  Es  darf  nicht  a und 
b zugleich  positiv  sein,  wenn  der  Kegel  reell  sein  soll,  d.  h.  das 
Paraboloid  muss  ein  hyperbolisches  sein.  Wir  führen  nun  Polar- 
coordinaten  ein: 

x — gl,  y — gm,  z = gn 


Dabei  variirt  g von  0 bis  oo  und  l,  m,  n sind  die  Cos.  der  Winkel, 
welche  die  Richtung  g mit  den  Achsen  bildet. 

Da  z «=>  0 ausgeschlossen  ist,  so  ist  auch  g = 0 ausgeschlossen, 
so  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  lauten 

(1)  ~ 0 

(2)  aHM4(>4n44-((a  + A)pn  + 2a&)V  - 0 


woraus  folgt:  

2 ab  (a  -j-  b Jh  >/ — ab) 

^ aab*  A4n3-}- 

Das  Zeichen  + oder  — mus9  immer  so  genommen  werden,  dass  q 
positiv  rosultirt.  Aus  den  Gleichungen 

■“  — (a-{-6)n, 

1 — na 

folgt: 

a*f-  bn%  J-fan* 

l «=.  — — — 

a — b ’ h — a 


x 


s 


a — bn 3 
a — b ’ 


.6  -f-  an* 

• T=r* 


* = gn 
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wo  p eine  bekannte  Fonction  von  n ist,  so  dass  <r,  y,  * durch  den 
Parameter  n ausgedrückt  sind. 

Sollen  die  Schnittebenen  reell  sein,  so  ist  n gewissen  Bedin- 
gungen unterworfen,  und  zwar  darf  n bloss  zwischen  den  Grenzen  0 

und  ± |/  — ^ oder  ± j/— • - variiren,  was  daraus  folgt,  dass 


a -j-  in* 
a — b 


er1 


und 


b+  an*  q 

a — b ^ 


sein  muss,  wenn  «,  ß reell  sind.  Dabei  müssen  wir  von  den  beiden 

Werten  ± j/- 1 un<j  ± V — | immer  den  kleinern  nehmen,  da- 
mit sowol  x*  als  auch  y*  positiv  resultiren.  Diese  Grenzgebiete  für 
n ergeben  sich  auch  geometrisch  aus  der  Betrachtung  des  Kegels 

Äz,-f-ay*-j- (o-j-6)«2  *=  0 


§ 6.  Discussiou  des  Problems,  wenn  der  gegebene  Kegelschnitt 

eine  Parabel  ist. 


Die  allgemeine  Gleichung  2ten  Grades  des  durch  den  Schnitt 
der  Ebeno 


ux-\-vy-\-  icz  — p — » 0 


und  einer  Oberfläche  2tcn  Grades  hervorgebrachten  Kegelschnittes 
w&r  * 

«g*  + W + Wiv + 2DH-  2@I?  -f  g = o 

wo  33,  (£,  jD,  (5,  r?  bekannte  Functionen  sind.  Soll  die  Schnitt- 
curve  eine  Parabel  sein,  so  muss 


sein.  Der  Parameter  dersslben  ist  bestimmt: 


. 2KJs  + 332>8  — 2dm  W 

q — 14)®  ~ Dj3 

Die  Bedingungsgleichungen  nehmen  die  Gestalt  an: 

F •=  0,  T- «*-f  w*  - 1 

Wir  sehen  daraus,  dass  dieselbe  Untersuchung  zugleich  für  die 
Hyperboloide  und  den  Kegel  gütig  ist,  da  diese  Bedingungsglei- 
chungen alle  von  F unabhängig  sind,  das  constante  Glied  1 aber 
nur  in  F vorkam, 
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Nehmen  wir  also  an,  die  gogebene  Fläche  habe  die  Gleichung 

ax1 hy*-\-cz*—  i — o oder  ox,-f_fry*4~c2*  — 0 

und  setzen  dementsprechend  die  Werte  für  H,  58,  (£,  X ein,  so 
erhalten  wir: 


\V 


HX® 
® @ 93 


X 0 <S 


afi-\-bg%-\-ch}  p(afu  ~\~bgv  -f-cÄto)  aff'-\-bgg -\-chh‘ 

afr-\-bgg' -\-chh'  p{af  u-\-bg'v-\-cJi'xc)  aj‘*-\-bg'*-\-ch  * 

p(afu-\-bgv-\-chw)  0 p(afu-\-bgv-\-cku ?) 


W = ;>8{a&x2[(a  — c)u8-j-(&  — c)ü,]-{-<ict)s[(c  - Ä)w*-j-(a  — &)•»*] 

-j-  fot*8[(&  — a)v%  -f-  (c  — o)tc8]} 

Durch  Einführung  der  Substitution 


transformiren  sich  die  Gleichuugen: 

(1)  V — bcx-\-acy-\~abz  = 0 

(2)  q*  ^ -=  <Z*  {(&+<?)*  4“  («  + c)y  + (°  4"  Ä)*l 3 

— p*[a(b  — c)*y3  + ft(c  — a),arz-f"c(rt  “ ■i)*a’y}(x"l“y  "f"2)  — 0 

Die  Combination  beider  Gleichungen  stellt  eine  ebene  Curve  3ter 
Ordnung  dar  und  zwar  eine  semikubische  Parabel. 

Um  dieses  zu  beweisen,  brauchen  wir  nur  ein  passendes  Coor- 
dinatensystem  zu  legen.  Es  seien  die  Grössen  x, , yx  unabhängig 
veränderlich  und 


x 


a(h  — c) 


(x,  — oyj) 


V 


b(c — a) 


(*i  “ hi) 


c(a  — b) 

T~ 


(*i  — <Vi) 


A — (a  ~b)(b  — c)(c  — a)  =»  (c  — &)a*  -f-  (a  — c)6*-f-  (6  — a)e* 
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Die  Gleichung 
bcx  -f-  acy  -j-  abz 


^—(h  — c + c — a + a — b) 
abc 

~~  yi  («(*  — c?)  -J-  6(c — a)-\-c(a  — b )) 


ist  identisch  null,  so  dass  die  Gleichung  (1)  für  jedes  System  x„ 
y,  befriedigt  ist.  Setzen  wir  also  die  Werte  für  *,  y,  * in  die  Glei- 
chung (‘2)  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  in  xu  yx,  welche  den 
Schnitt  der  durch  die  heideu  Bedinguugsgleichungen  dargestellten 
Flächeu  liefert.  .Berücksichtigen  wir,  dass 

(b  -f-  c)x  + («  + c)y)  + («  -f  b)z  = s, 
a(b  -c)*yz-\-b(c  — d^xz-^c^a  — &)*xy  =■*  — abey^ 

*+y+ * — y\ 


so  lautet  die  Gleichung  (2): 

(2)  <z,ar,s-|-p8  abcyx  3 — 0 

Nun  ist  aber 

y\  — 

so  dass  die  Gleichung  resultirt: 

(2)  q*xti-\-abcyl'1  «=*  0 


wo  xv  y,  sich  von  schiefwinkligen  Coordinaten  höchstens  um  Con- 
stante  unterscheiden,  die  als  Factorcn  auftreten.  Dieses  ist  die 
Gleichung  eiuer  semikubischen  Parabel,  deren  Spitze  im  Anfangs- 
punkte 

x =.  y — z = 0 

liegt.  Denn  setzen  wir 


so  erhalten  wir: 


(J>-\rc)x-\-{a-\-c)y-\-(a-{-b)z  — 0 

x~\-y-\~z  = o 

bcx~\-acy-\-,*bz  — 0 


Dieses  System  von  homogenon  linearen  Gleichungen  kann  nur 
durch  die  Werte 

* — y — z *=»  0 

befriedigt  werden. 

Für  die  Werte 

xi  a — pl9>  wo  p =*  abc  ist , und  qls  — yt 
geht  die  Gleichung 
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'i’V+rV  — o 

iu  die  Identität 

-<zV;l6+<zVA6  - o 

über.  Dabei  ist  A sehr  einfach  durch  p auszudrücken  und  wir 
könnten  sogar  p als  Parameter  einführen , was  jedoch  nicht  zweck- 
mässig erscheint. 

Die  Coordinaten  der  Curve  nehmen  die  Gestalt  an: 

x - V i*  (>■+  Q.  , = V 1*  (i+  Q,  > - V i*  (h-  y 

wo 

I-  ' = k'  mm  1{i<l  t ' — C*q 

(a  - h)  ( a — c )'  y ( b—c ) [b  ■ «)’  * (c  — a)  (c  — 6) 

Die  3 Coefficientcn  k/,  kw\  kt‘  können  nicht  alle  zugleich  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  weil  die  Zähler  wesentlich  positiv  Bind,  von 
dea  Nennern  dagegen  wenigstens  einer  negativ  sein  muss. 

a—b)  (a—c)  *=*  J?*,  (b-a)(b—c)  = L\  (a-c)  (b-c)  (a-b)*  = —K*L* 

( c—a ) (c— b)  < 0 

Demnach  wird  von  den  3 Ausdrücken  A4-  — , * 4-  A4-  — 

1 aq  1 bq  ’ cq 

wenigstens  einer  negativ  sein  müssen,  damit  x,  y,  z positiv  seien. 

Bei  den  Rotationsmittelpuuktsflächen  ist  die  Lage  der  Schuitt- 
ebenen  eino  der  früher  erhaltenen  ganz  analoge. 

Soll  ein  Paraboloid 

ax*-\-by*  = 2 z 

von  der  Ebene 

ux-\-vy  xrz — p = 0 

in  einer  Parabel  geschnitten  werden,  so  muss  die  Gleichung 

2U8  -(£>  - ai«4  = 0 

erfüllt  sein,  aus  welcher  u?  «*  0 folgt. 

Eine  Schaar  von  Parallelebenen  schneidet  das  Paraboloid  in 
Parabeln,  welche  der  Gestalt  und  der  Grösse  nach  gleich  sind.  Denn 
transformiren  wir  die  Coordinaten,  indem  wir  setzen: 

x = x't*  — y'r-{-a 
y = x'v-j -y'u-j-  ß 

* — *'+y 


und  die  Gleichung 
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axt  -f-  by 2 — 2z  =-  0 

in  Bezug  auf  diese  Coordinaten,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  x = 0 
setzen,  die  Gleichung  der  Schnittcurve  der  Ebene 

ux-\-vy  — p=  0 

mit  dem  Paraboloid. 


y>a(av * -j~  bu*)  -f-  2 y‘  ( bßu  — aav)  — 2 (z‘  -j-  y ) -j~  aa*  -{-  bß 2 = 0 
Wir  wählen  a,  y so,  dass 

bßu  — aav  = 0,  n«2  -j-  bß'1  ==»  2y 

Alsdann  geht  die  obige  Gleichung  über  in 


y 


'f 


av 


1 -f-  btt1 


2qz’ 


Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Parabel,  wobei  q von  p unab- 
hängig ist. 

Aus  der  obigen  Gleichung  folgt  ferner: 


u- 


1 — aq 


v 


» — 


1 — bq 
q(b  — a j 


q(b  — o)’ 

Ausserdem  muss  noch  die  Bedingung 

ua-\-vß — p = 0 

erfüllt  sein. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

bßu  — ava  =»  0 und  r/3-f-M«  — p 

ergiebt  sich 

a -=  bupq  und  ß = avpq 

woraus 

2 y — » abp%q 

wo  p variabel  ist. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  wenn  umgekehrt 


u4 


1 — aq 
q(b  - a) 


und 


1—  bq 
q(b  — a) 


für  ein  gegebenes  q feste  Werte  haben,  das  Paraboloid 

ax^-^-by* — 2z  — 0 
von  der  Schaar  der  Ebenen 

ux  -{-  vy  — p ■=•  0 

in  Parabeln  geschnitten  wird,  deren  Parameter  gleich  q ist,  und 
deren  Scheitelpunkte  die  Coordinaten 
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ct  = bupq,  ß = avpq , y = $abp*q 

haben. 

Dieselben  Resultate  können  wir,  allerdings  in  einer  nicht  so 
übersichtlichen  Form,  nach  der  allgemeinen  Methode  ableiten. 

Ist  das  Paraboloid  ein  Rotationsparaboloid,  so  dass  a = b ist, 
so  schneiden  alle  zur  Rotationsaxe  parallelen  Ebenen  dasselbe  in 
gleichen  Parabeln,  deren  Parameter  gleich  dem  reciproken  Werte 
des  Coefficienten  der  quadratischen  Glieder  ist,  vorausgesetzt,  dass 
die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

«(**+y*)  — 

gegeben  ist 


Dorpat,  den  6.  Februar  1893. 


Mhc  elhn. 
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xnr. 

Miscellen. 


l. 

Ueber  die  Transformation  eines  Integrals. 

Im  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (2),  T VII,  pag.  110—112  reducirt 
Herr  W.  Läska  die  zwei  Integrale 

dt ^ r dt_ 

auf  elliptische,  und  zwar  das  erste  auf  eine  Summe  von  zwei  ellip- 
tischen Integralen,  aber  das  zweite  auf  ein  einziges  elliptisches 
Integral.  Letzteres  geschieht  durch  die  successiven  Substitutionen 

I . <P 

< — j,  2 = ^2’  0089 

d.  h.  durch  die  Substitution 

1 — x 

Setzt  man  einfach  t%  = u,  so  sinkt  das  Geschlecht  des  Integrals  von 
3 zu  2 herab;  es  muss  unmöglich  sein,  nachher  durch  eine  lineare 
Substitution  das  Geschlecht  noch  um  eine  Einheit  zu  vermindern, 
da  eine  solche  Substitution  das  Geschlecht  eines  Abel’schen  Integrals 
überhaupt  nicht  verändern  kann.  In  der  Tat  zeigt  auch  eine  nähere 
Untersuchung,  dass  Herr  Laska  in  seiner  Rechnung  ein  Versehen 

m 

begangen  hat  (eine  Verwechselung  von  sinqp  und  sin*^)-  — Zu  einer 

Summe  zweier  elliptischen  Integrale  transformirt  sich  das  fragliche 
Integral  bei  der  Substitution 
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Mise  eilen. 


t*-.x  + Vx*-l 
sowie  das  erste  Integral  für 

facx-j-Va:*  — 1 

wie  schon  Legendre  gezeigt  hat  (vergl.  Ennepcr,  EllipL  Functionen, 
Aufl.  1,  p.  435). 

Die  unbrauchbare  Substitution  erwähnt  Ilr.  L.  auch  in  seiner 
„Sammlung  von  Formeln  etc.“,  2te  Lieferung,  p.  323. 

Lund,  März  1893.  T.  Brod6n. 


2. 

Aufgabe. 

Es  soll  folgender  Satz  bewiesen  werden. 

Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  als 
Grundlinien  gleichschenklige  Dreiecke  mit  lauter  gleichen  Basis- 
winkeln, so  schneiden  sich  die  3 Hauptdiagonalen  des  von  den 

Schenkeln  gebildeten  Sechsecks  in  einem  Punkte. 

• 

Dieser  Satz  gilt  gleicherweise  von  ebenen  und  sphärischen 
Dreiecken. 


Gharlottenburg. 


Prof.  Dr.  Lern  an. 
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XIV. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Lamd’sehen 
Functionen  zweiter  Art. 

(Fortsetzung  von  Nr.  VIII) 


Von 

Ulrich  Bigler. 


Es  sei 

1°.  c < « < oc;  man  setze 

, , 1 , D*(n)  G*(n) 

’~a  " (c~o)  z~b  ~ s‘Juy  z~c  “ <•— >ä$ö 

2°.  a < z c'f  in  diesem  Falle  setzo  man 
z—a  = (c—a)k2S2(n),  h— z = (c — a)&*  C*(«),  c — z — c - a)D2(u) 
in  beiden  Fällen  sei 


h — a 


c — a 


Dem  Werte  .r  der  Variabein  z entspreche  das  Argument  w. 


1)  « — 0,  (or,  ß,  y =>  (0,  0,  0),  v — 0 

U(z)  = f *-*u  + . . . 

</  2V(« — a)(z  — b)(z — c) 


U2  (z) 


2 — 3 


also  ist 


(*-*)* 

(/)=0 

Arch.  d.  Math.  u.  Phya.  2.  Keibo,  T.  XII, 


4“-*- 


15 
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Bigleri  Einige  Bemerkungen  über 


/dz 2 K 

Y(x — a)(b — a)(c — z)  V (c — a ) 


a 


f 


dz  K — ic 

Y(z—a)(z  — b)(z—c)  Y(c—a ) 


also  ist  nach  Seite  145 


2»7t 


(//)  + (W)  - -^===Xw 


und  somit 


W(z)  = — 


V(c— «) 
2iit 


V(c— a) 


X «’ 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  auf  Seite  (127) , so 
hat  man 

U’(x)  = - 2 in  X T 


2)  n =*  1,  v = 0 

1)  («,  ß,  y)  = 0) 

P(x)  = Y'x-«  = V(c-a)  x 


1 , 

m — -j—  • . • 


also  ist 


(z—x)*  z 

(7(tr)  . 7)(ir) 

(7)  = 2 inY(x-b)(x-c)  — 2m  (c — a)  . - 


Ferner  ist 


K 


b\  = 2V(c — a)  f k*S\u)  du  = 2 V(c  — a)  (Ä' — E) 
0 


x 


( dz  = 2Y{c-a)  — 

J V (z— b)(z— c)  J ^ u 


w 
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K 


W 


2 Vc  — a j^Ä' — E — ic  -j-ii’am  u?-f- 


Ctc  Z)(ir)~| 

S{w)  J 


also  ist 


U(xx)-U(xt)  - -2  Ylc-a) 


w - £amu> 


Cw  Die 
Sw 


Wird  dieses  noch  mit  —in  X E(x)  multipl.,  so  hat  man 

(//,  + (///,  = (0  - «)  . 2 ^ [^f~—  - 


somit  ist 


irr/  \ / \ o * w E am  IC 

W(x)  = (c  — a)  . 2m  . — 


S(ro) 


und  somit  nach  Seite  (130) 


2 in 


H'W  = -ö-  <«-  <>)(*  - o) . r(*) 


2)  («,  ß,  y)  = (0,  i,  0) 


Ich  will  diesen  Fall  nach  der  Formel 


W(x)  = Il{x  — a)'\*-a{b\  Vt—  XJ%Vx) 
berechnen,  um  zu  zeigen,  dass  meine  Formel 


UdZ 


die  Darstellung  [in  elliptischen  Functionen  insofern  erleichtert , als 
man  nicht  genötigt  wird,  beide  Perioden  eines  Integrales  dritter  Art 
zu  berechnen. 


Q( 


,)  = 1,  n-/  — 


b — 2 


a 


1 /{z—a)  (b  — z)  (c — z) 

K 


dz 


2 Y (c — d)  f k*  C*(M)  du)  =.  2 y (c— a)  {E  — t1  K) 
0 


15« 
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Di  gier:  Einige.  Bemerkungen  über 


K-j-L 

I7a  = 2 Y(c  —a)  j fc*C*(w)dM 


K 


Non  ist  das  unbestimmte  Integral 

J*  C*(w)  du  = £am  u — Z*t*  = Z («)  -J-  ^ u 


Weil 
so  ist 


Z(K)  = 0,  Z{K+  L)  = — 


m 
2 K 


0,  = 2V(c-a)(-~+ 


Dass  dieser  Wert  südlich  lateral  ist,  wie  es  der  anfängliche  Aus- 
druck 

c 


z-b  

i ( z — a)  (z — b)  ( c — aj 


dz 


anzeigt,  kann  man  wie  folgt,  einsehen.  Wenn 


n 

2 


L — iK\  E'  — j*  Vl-^sinV 
0 


dtp 


so  ist 


? = EK'  + KE‘- KK\  ~ — EK‘  + 1*KK'  = K(E'—k*K') 


n 


positiv,  weil 


n 

2 


, » , ri* cos* 

-J  7i= 


Z2cos*qp  X dtp 
/2sin*<p 


0 


K 

2 r s*(w) 

0 


X k2 


Ä' 


Vö 


- /*  ( 
r — a)t/  V 


0 


D*(rc)  S*(«)\ 
1 - fc*  S2(**)£*(ti)‘  ) 
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2 

£(?/?)  D(?c) 

V(c-a)  * 
2 

C(tc) 

S(w)  D(w) 

Y(c-a) 

CH 

in  findet  auch 

2 

SH  dh 

V(e-a)  ' 

CH 

"Tsr*-"«-'] 


<y-  [*’  • L-ri(K+L,w)+n(K,  w) 


Wenn  u von  K gerade  nach  K-\-L  hingeht,  so  ist 

in 

U{K-\-L)—  ii(A)  =.  L . Z[tv)  -|- 

also 

V* 


w 


Il(K+L)-n(K)  - L . Z{w)+2k  1 
2 S(«T)ß(ir)  v_/  S(w)C(«;)  . *r  \ 

WT  x L \k  - ~m  - -«■>  “ SEL-J 


V(c— a)  ^’(w) 

und  somit 

S(w)  7)(w) 

- IT.F,  = — 2 irr  . 

X 


Weil 


C’H 

Kl  - -) 


j9S(w)C(w) 

w — &*  - 2)(w)  " 4-^amio  — 


V (*  — a)  (x  — c)  = (c  — a)  . 


ch 

S*(w) 


so  ergibt  sich  endlich 

W(x)  = —2  in  (c  — a)  . Sa-  ("  £ 
folglich 


*»)  L 


,9  7 tt  C(*»)1 

am  ic  — Ir  w — i*  — - r- 


DH 


2 in 


VV(X)  = -(b  - <*)(«-&)  X -3-  X n*) 


3)  («,  0,  y)  - (0,  0,  i) 


Mau  hat  sogleich 


C'H 


P(x)  = Vx  - c «=  V(c -a)  x SS)  i 


u w 


*./ 


‘ V(s  - <0 


—)(.-*) 


X dz  = -j-  . . . 


also 


_£!Ö1_  1 1 

(z—  x)*  z^~ 


folglich 


>ji  tS 
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(/)  -2  in.  V(z-a)  (z — b)  - 2 *r  . (e-a)  . 


Ferner  ist 


b K 

°*  - • ,i!  ■ ~2/  i/(7-a,x/jj(“)rf“ 


a 


0 


also 


Ut  - -2V(c— «)  X £ 


Ebenso  findet  man 


/ .dz  = 2 Y(c-a)  f ~ 

t/  y(3  — a)(z  — 6)  »/  »520t) 

C 70 

= 2 V(i=5  [-E+£amw+ 

C(w)  D(ir)' 


K 


CHu) 


du 


und  also  ist 

UM  — UM  _ 2 V(c-a)  [tarn  tr+ 


5(»r) 


also  auch 

(///)  = -2  m(c  — a)  . 

folglich 

W(x)  — — 2wr  X (c  — a)  . 


PC») 

Ä<*>) 

C(w) 

S(to) 


+®S5'J] 
*•— "2-] 


Vergleicht  man  nun  diesen  Ausdruck  mit  dem  entsprechenden  Werte 
von  7\x ) auf  Seite  131,  so  erhält  man  zwischen  ^(x)  un(i  2\x)  die 
Relation 

W(x)  = (c  o)  (c  -*)  x ~ X T(x) 


III.  n - 2. 

1)  («,  ß,  y)  = (0,  0,  0),  « = 1 

In  diesem  Falle  ist 

P(x)  — <f;  3rf8  — 2 Za  X d-fZic  = 0; 

U(»)  — C = X^  = *M*  -f- 

c/  2V(»  — a)(z—b)(z — c) 
c 
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U*(z)  1 

„ T*  • • * 


also 

Und  weil 
x 


(z  — *)*  z 

C(w)  /3(>c) 

(/)  = 2 in  Yri(x  — a ) = 2»« (c — o)  '*  ~ 


x 


r z-d  r V{»-a)  , 

J Ynü^~a)  X 3 j YW—b)  (*— c) 


ac 


/dz 


also 


wt/ 

/ 


- d 


V ä(*  —«) 


X dz 


2 Ylc-a) 


T,  , C(u>) -D(«>)  . c—d 

Eannr-E-f--;^  h (K  ~ ,c) 


<S(u>) 


weil  auch 
b 


U,  = C > * d ~~  X dz  = 2 V(c— o)  X ßj 

</  l/(z— «)(6— z)(c  — z)  L°  J 


a 

so  ist 

£>(*,)-  UM  ■=  2 V(7-a')  [zam»H- ^w) 

Ferner  hat  man,  da 


C(ic)  . c — d 


c — a 


X» 


- ini\x)  = —»*(«—«)  (^4-  ^rrs) 


-«(«-“)(^j  + 7T^)  «t. 


/C*(ip)  , C — ri\ 

<//)  + (///)  - -2 <*(«-«)•  * + C-^J 


/ C(m>)  . £>(*<0  c — d \ 

X (£WB+^T-  - — ; • ’") 


und  also  endlich 
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"w--2  *(—)•'•[(§&!+ r=9 


X (Eamu> — c — - . «A  — - — - . 

\ c — « / c - a 


d — a C(w ) . D(ir) 


S{w) 


Um  diesen  Ausdruck  mit  demjenigen  für  71(.r)  vergleichen  zu 
können,  muss  man 


1 c —d 


d - a 


c — n £*(  f)’  c — a 


S*(s) 


setzen.  Dann  ist 

vin  \ o • (c — «)3  * 

?k(«) a.*— gjgjj— 


5*(w) 

<S*(fr) 


(5*(0  X A’am  u>-f  C*(«)  . tc) 

und  die  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  T(x)  gibt  die  Relation 

4 in 

W(x)  — — (d  — a)(d  — b)(d -c)  X T{x) 


Es  ist 


2)  (<*,  ß,  y)  — (0,  i,  |),  v = 0. 

C(  w)  . D(w) 


P(x)  = y (x  — b)(x — c)  = ( c — a) 
U(z)  = i f 


S*(tc ) 


Y(z  — b)(z  — c) 

~ dz 


YW-a) 


wenn  nun  b-{-c  — a 0 angenommen  wird,  so  ist 

U(z)  — -|z3  ? -|-0  . z1  a — £ 6c c z~x  » -|-  . . . ; 
U\z)  «—  Jz3  0 . 24  — \ bc  . 2 -f-  • • • 


also 


U*(z)  , i 

(,_*)•  ""  h - const.  •+■$(**  - bc) 


Hebt  man  die  Beschränkung,  dass 

b-\-c  — a «="  0 

sein  soll,  dadurch  wieder  auf,  dass  man  jedem  der  jetzigen  a,  b,  c, 
</,  x noch  — (t-f-c  — a)  zusetzt,  so  dass  sie  in  — (6  — j—  o — 2«), 
— (c  - o),  - (6  — a),  (d  — b + a — c),  {x  — b -j- a - c)  übergehen,  so  ist 
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U*(z)  1 , 1 

(*—  x)*  “ 9 * z~con8t-  + b-c-\-a)*—  (c—  a)(b-~a)]  - 

+ • • • 

Der  Coefficient  von  - in  der  Entwicklung  von  = ist  also 

z (z  — zr 

gleich 

, +£[((*  — b)  — (c  — a))*—(c  — a)(b  -a)] 

und  somit 

2 Z7t  1 

(I)  = (<.—<.)•  • . -J- . «cv»)  B*(») 

Ferner  ist 


"■  = / 


Y(b  — z)  (c  — z) 


K 


V (z  —a) 


— dz  «=  2 (c  — a) 3 1 * f k2  Cs(u)  D*(u)  du 


a 


0 


weil  nun 

D*(»)  - J 
so  findet  man 


n 

= 2(c — o)'l»  j — t‘JZ+ f D'(u) du] 

0 

i*  fc(S(")  ■ CM  ■ D(u))+2D*(u)  . (l  + t*)-i!l 


[/,  = (c— a)»li  . J X [(l+i>)E-t*J!] 


X 


Y^z — b)(z~  c) 


Noch  bleibt  / - ~=~~ — -1  dz  zu  berechnen.  Es  ist 

Y z — a 


f 


Y(z  - b)  (z  -c) 
Vs rt 


ä: 


2(c— a)*!>  J ° 


C*(u)  . D\n) 
S\u) 


X du 


tc 


und  da 

C*(u)  . Z)*(u)  D*(«)  C»(u)  d /CT«)  • D(u)\ 

S*(u)  “ S*(uj  S*(w)  Bu  V >'3(«)  / 

so  ist 
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rY(z  -»)(*- e) 


T7f==T~  X dz  =(c-o)‘l»  X if(l  + *!)E  - Z»iC+*V 
V (a  - o) 


— (1  + *;*)  £ am  w -j-  ( £*(«0  • #*(«0  ~ *5>4(w))] 


und  demnach  ist 


U(*i)  — U(*s)  — («-«)3;»  X3  X [(1 4- am ,0-1*10 

- (C*(«0  • ß*(«0- **«*(»)] 


folglich 


2,7t, 


(//)  + (///)  - (c-a)»l*  Xj-ßl+^Eamw-i1» 


somit 


C(,p)  . Dfa)  C(tr)  . Z>(»r) 

fC  (W)  • ^(U?)“  * 5 (”)]  * ~SK")  " 


W(*)  *=»  (c  — «)5l*  — - 


— %-P(w)((l  4 &2)  £am  w - J*w) 


-sW+i*<1+i*>sH 


also  nach  Seite  134  ist  demnach 


W (x)  — — -( c—a)(b  — a)(c - />)*  X X 2T(*) 


3)  («,  /?,  y)  — (£,  0,  i),  v «=»  0. 


I\x)  = Vf*— a)  (x— «j  — (c  - a) 


CM 

•V*(tc)  ; 


ü( 


=)  - \f 


Y (z  - a)  (2  — c) 

l/(z—  i) 


X <i* 


Setzt  man  «4*<;  — Ä ■“  0,  so  ist 


ac 


also 


?/(*)=*  . 40  . «Mi  — - . z 1 1 * 4.  . 

U*(z)  , , . t/  , » 1 * 

^ * z4con|t.4^(x*  — ac)  . -4-  . 
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und  somit  nach  Aufhebung  obiger  Beschränkung  der  Coefficient  von 
- iu  der  Entwicklung  von  gleich 


i [(i  — a)  (c  — h) -f-  (x  — a — ( c — 6))2] 


Man  hat  demnach 

(/)  - (c -«)•!•  . ~ . 
Auch  ist 


ut  = -f^j^^-dz  = — 2(e — «)*!*&* J* S*(u)  . Z>*(u) du 


K 


Yb  —z 

= (c  — a)s'«  . $[(**  — Ä;8)E  — Z2A] 


a 


0 


Weil  ferner 


A 


/ 


Y(* — a)(z—  c) 

Yz—b 


dz  = 2 (c 


du 


ic 


K 


K 


= 2(c— o)’i*  [y 


Z>8(«)  . C*^u) 

5*(w) 


du 


+ 7 S*(«) 


du 


w 


w 


so  ist  nach  früherem 


v* 

X _ 

T_a) _c) | [(/*- jfe«) E - (I*  — **) Eam xc-P(K-ic) 

Y(»—b)  L 


/l9  t «v  <?(«>)  . D[w)  , C(ir)  . />(«’)] 

- —g(w)  + S,(W)-  J 

und  also 


Ü(ar,)—  f/(a:2)  — (<— a)5i».  $ 


(Z*  — fc2)  E am  ic  -f-  Z2  «? 


~ (l*  — *'2) 


CT(>e)  . D(ir)  C'(tc)  . Z>(w)“| 
<S(tr)  + S*(xe)  J 


folglich  ist 
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+ («*-**) 


( l 2 — kr)  E am  w — l2  to 
C(iv)  . D(ic)  C(ic)  . D(ic) 


+ 


S(tp)  * 6'3(m?) 

und  nach  einigen  Reductiouen  erhält  mau  schliesslich 

W{x)  =»  (c  — a)J  t I ((1  - 2k*)  E am  ic  — Pw 


•>+-  ■ S?1 


Die  Vergleichung  mit  dem  entsprechenden  Ausdrucke  von  1\x)  gibt 


2 in 


W(x)  = (b  - «)  (c-6)  (c-«)*  . 5 X 7t*) 


Es  ist 


4)  («>  0,  y)  = (i  0),  v = 0. 


A*)  — Y(x -a)(x  -h)  ~ (c— a)  . 


uw  - } f 

c 


p(*°, 

S 

Y(z—a)  ( z-b ) 


y(z-c) 


dz 


wird  a-\-b—  <?  = U angenommen,  so  ist 


ab 


U(z)  — 4 . z3  *-f0 . 2*  « _ . z-1!«  + . . . ; 


U\z) 
(z  — x)2 


^ . z -f-  const.  -j-  & (ar  - «6)  . 1 -f-  . . . 


wird  nun  dio  Beschränkung  «-}-/>  — c—  0 wieder  aufgehoben,  so 
findet  man 

i [(«  — a — h -j-  c)2  — (a  -c)  (b  — <•)] 


i U2(z) 

als  Coeff  von  - in  der  Entwicklung  von  Demnach  ist 


(/)-(*-  «)>[*  X '2!y  X [(1  + J»S»)*  - i» &(«)} 


Ferner  ist 


ü>  - ~f 


Y{z  — a)(b  — z) 

Y[c  — z) 


K 


dz  ~ — 2(c  — o)Jl»  f fc45*(ti)  . C*(n)  du 


a 


0 


also 
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J ' y/i:;'"  * “ J(c“a)  V *<«)  • ** 


tr 


— 2(c  — a)3  « y 


A' 

Z)*(u)  . C?(u) 


A 


-S4(u) 


du  + rfu] 


tr 


»r 


=>  (e—  a)3«  . | [ — (l-ff*)£-f 2Z*A  — 2Zstc-f  (1-f  Z*)Aam 

+ ^^(.+(1+0  *.)] 

ist  und  somit 

U(x j) — U(ar2)  — (<?  — o)sl*  . | £ — -J-  /*)  £amw 


u? 


also  auch 


+s^)(i+»+w))j 


(//)  + (///)  = (c  - «)»  X X 


X 


2Z*»tf — (l  Z* ) A’amic  — 


C[w)  • D(w) 


(i  +(i+(»)SV)>] 


Als  Ausdruck  für  W{x)  ergibt  sich  nun 

’D(u>) 


W(*)  = <c-«)‘  l».~ 


(2Pw  — (l-j- /*)£.’ am 


3 |S*(«-) 

- — (i -o)»(e— i)(c-<i)  X ZW 

In  den  2 Fällen  n = 2,  (£,  0,  und  n = 2,  (J,  $,  0)  gibt  die 
W(x) 

Rechnung  für^-j  dieselben  Werte,  die  man  aus  dem  Falle  » ■—  2, 

(0,  |)  durch  Vertauschung  von  a mit  b und  von  a mit  c bekommt-, 

also  führt  auch  die  Vertauschung  von  b mit  c den  zweiten  Fall  in 
den  dritten  über.  Diese  Wahrnehmung  ist  aus  folgendem  Grunde 
merkwürdig.  Bei  den  zwei  in  n — 2,  (0,  0,  0)  begriffenen  Fällen 
W(X) 

sieht  man,  dass  ' durch  Q(a)  Q(b ) Q(c)  teilbar  ist;  es  ist  daher 
I ( x ) 

zu  vermuten,  dass  im  allgemeinen  P2a(a)  P2?(b)  /^'/(c)  auftreteu  werde, 
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wenn  /^“(x)  = P(x),  - bedeutet,  je  nachdem  a = 0,  4 ist.  Setzt 

man  nun 


/*“(«)  X X I*Y(c)  - HX  Q(a ) Q(&)  Q(c) 


und  verlangt,  dass  das  Argument  r sich  nur  in  der  Nordhälfte  seines 
Feldes  bewege,  so  findet  man 


(a,  /?,  Y ) - (0,  0,  0) 
= (0,  *) 
“ (4>  0,  4) 

- (h  h 0) 

(«,  /»,  y)  — (4»  o,  ü) 
= (0,  *,  0) 

- (0,  o,  4) 
ö (4>  4>  4) 


H = 1 

= (c  — i)*(A  — a)  (c  — a) 

=*  («— a)2(6— a)  (e— 6) 

- (b-a)*(c-a)(c-b) 

H *=*  — (6— a)(e — a) 

= — (i— a)  (c—b) 

= — (c— a)  (c— b) 

= — (c— 6)*(c  — a)*(ö— c)s 


Man  nehme  die  Fälle  (0,  0,  0),  (4,  4,  4)>  die  ohnehin  symmetrisch 
sind,  aus.  Wenn  man  a mit  c vertauscht,  so  gehen  die  H für  (0, 
4,  J)  und  (4,  4,  0)  in  einander  über;  ebenso  die  //-werte  für  (4,  0, 
0)  und  (0,  0,  4)-  Wenn  man  aber  a mit  l vertauscht,  so  geheu  die 
zu  (0,  4,  $),  (£,  0,  £)  gehörenden  Werte  von  H jeder  in  das  ent- 
gegengesetzte des  andern  über;  ebenso  die  zu  (4,  0,  0),  (0,  4»  0) 
gehörenden.  Dasselbe  gilt  von  der  Vertauschung  von  b mit  c. 


IV.  « =*  3. 

i)  («i  ß,  y)  = (4,  o,  0),  v •=»  l. 


In  diesem  Falle  ist 


m 


-»/ 


(z-d)  Y(z—a)  ^ 
V(z-bHx-c) 


Die  Wurzelausziehung  wird  auch  hier  ein  wenig  erleichtert  , wenn 
man  b-\-c  — a = 0 annimmt  Weil 


(z— b)(z-  c) 
2 - a 

so  ist 


V*  — « 

V(7-  b)  (.  - c) 
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U(m)  = $ . 3*1*  1 * * ^ . 2! — 1 i * . . . 

Die  quadratische  Gleichung  für  rf,  die  im  allgemeinen 
5d*  — (2a+4b+4c)d  + 3bc+a(b+  c)  — 0 
ist,  wird  dann  zu 

5 d* — 6ad-|-rt8-l“3&c  =»  o 
Vermöge  derselben  findet  man 

17*(«)  = £ . — §<fe*+  ~(18ad  — 3a*-4fcj)*4- . . . 

der  Coefficient  von  - in  r ^*1»  ist  also 

z (*  — xy 

^ . x 2 — | dx  -|-  (18  ad  — 3a*  — 4 bc)  =»  ^ (®  — 2d)* 

+ ^ (—  Gad  + «*+ 8 l>c) 

Die  Beschränkung  wird  aufgehoben , indem  man  jedem  der  jetzigen 
a,  b , c,  </,  x noch  — ( b-\-c  — a ) zusetzt,  so  dass  sie  in  — 2a), 

— (c — a),  — ( b — a),  d — a — (H~c — 2a),  x—a — (i-f-c— 2a)  übergehen. 
Die  gefundene  Function  zweiten  Grades  ist  nun 

F(x)  — » — a — 2(d  — a)  -j-  b -j-  c — 2a)* 

-f-  2g[6(^"j-c — 2 a)(d  — a)  — 5(ä-j-c  — 2a)*-f-8(c — a)(b  — a)J 

-<-‘),[*Uö-^ä5+1+*v 

+r5(6w-5-2i,-5i‘)] 

Man  schreibe 

. 1 i i_ . , . t,  _ m-*M _ _i_  . j , *, 

S*(w)  s*(t)  S*(t)  T 1 i-  * — «!(„,) . s\t)  S»  (£)  ' ^ 

und  beachte,  dass 

5 (-  äfe + 1 +*’)  + 6 • w ~ 5 - 242  - 5i‘ 

= s‘(tj-4Är+8H  = 5t’ 

ist,  vermöge  der  Gleichung  für  <S*(e)  auf  Seite  135,  Zeile  4 v.  unt. 
Daun  findet  man 
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«■> - fc?ag^y&>sgi-*+*‘+«*») + 


folglich  ist 


x $t»r3+*(l+k')St(t))  + 


u'-f 


(z—a)  [(g—  a)  — (d  — a)] 
V(«  -a) (b  — z)(c—z) 


dz 


a 


K 


2(c  — «)•!*  / 
0 


Weil 


d \ r<  \ 7)/  ^ ‘>  C(tt)  -BW  • * S(m)  d(k) 

0U  (£(**)  <4*0  #(«))  — * 


d . (S*(u)  . C»(u)  . />*(«) 

rf  . (S*(u)) 


2<S(tc)  . d . (Sm) 

1 — 2(1+  **)  S*(u)  + 31**  S*(u) 


so  ist 


3i‘S»(«)  (*»S*(u)  - +y)  = 4‘ £(«(■)  C(n)  £>(..)) 

+ G+)-2(l++  ß*(»)  - 4)  +2+H 

also 

«,-!(—)"•  [(^„'  -#i+m)e  + (-  ^i+2+»*)*] 


/ 


(z  — a)  (z  — d) 

V (»  — a)  (z  — 6)  (*  — c) 


dz 


“(°  *J  £*(«)  0*(«)  Ä*(0  ) 


tr 


Weil 
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3 / 1 1 \ __  OJ  (C(u)  . Diu) 

du  \ S*(u) 


s»(u)  Vs*(“)  &(*)/ 


) 


+ [2(1  4-  **)  £pi(J  £!(*)  **5 


so  ist 

X 


i._,  m,A  8 (C,u).D{u)\ 
.<!*(«)  - 1 ' D (»)  - ^ 


r !*  — g)  (»—<*) 

Y(* — a)(z  — &)(*  — c) 


— | (r  — a)*  i 


pE-f-(j>4- **)  j°  — K)-p  (e am h>4- 


+ 


Ck«j)  . D(w) 

«•(») 


wenn 


P“si(7)-2(1+^ 

gesetzt  wird;  folglich  ist 

ü(flf,)-ürar1)-|(c  -a)s  a[(s*^  -2(I+**))(£amv-f 

+(*+*,-»fc)-a%fs] 

and  also 

(//)+(///)  - (c  - o)*’*  s*i^s\w)  WO  - *W)  [ÜC*J—  TO)] 

Der  algebraische  Teil  von  ~ ist  Also  ist 

(c--a)J  2/7r  £VP) 

*TO  - -3-  fcT«)s  V^^((3- 2(1+^) ^(0)Eam«> 

+ ((* + *2)  *TO  - 3)  «0  + **  6"^(- 

P(x)  =*  (x — </)  Yx  —a 


Weil 
so  ist 


P\a)  I\h)  PKc) (h  — a)  (c  - «)  (a  - d)  (b  — d)(c  — d) 


so  ist  nach  Seite  137 


ÜTC 


m*)  - 3 — 7 w no  • to 


Arch.  d.  Math.  n.  Phjrs.  2.  Reihe,  T.  XII. 
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Bigler:  Einige.  Bemerkungen  über 

2)  («,  ß,  y)  = (0, 4,  0),  „ - l 
In  diesem  Falle  ist 

P(,)  = («-«)•  . 


' J V(* -'«)(*  '- 


){z  — c ) 


dz 


nimmt  man  an,  es  sei 


so  ist 


* a -f-  c — b = 0 


(z  — a)(z  - c)  ac 

z — b “ z*  z — 


also 


a 


l /—■.-» 

r re  — «)(*- 


(z-a)(z-c)~Z 


('+;+?  + • • •) 


' ’xi  + • • •) 


somit 


U(z)  = ^2S  n — -f- . » — 1 »*  — j—  . . . , 

die  quadratische  Gleichung  für  d ist  in  diesem  besonderen  Falle 

hd? — G W-j-i2-|“3  ac  — 0 
Mittelst  derselben  findet  man  nun 


U*(z)  - ä*8— ~ (18M-3*8  — 4ac)z  -f  . . . 

1 # U*(z) 

der  Coefficient  von  - in  der  Entwicklung  von  ist 

z \Z  — X)* 

3*2 — f dx  -{~  tv  (I8bd  — 3b9 — 4ac) 

Wird  nun  die  Beschränkung  wieder  aufgehobeu,  indem  man  jedem 
der  jetzigen  «,  b , c,  d,  x noch  — *)  zusetzt,  so  erhält  man 

für  die  Function  zweiten  Grades  den  Ausdruck: 

F(x)  - \(x-b  — 2(J— J)4-a+c  — 2b)* 

+ ] 5 [<>(« 4*  ~ 2*0  (d  -b)~ 5(a-f  <•  - 2b)*  + 8 (c  ~b)(a—  b)J 


+ iS  (0<1  ~ '2l'3>  ■ &(e)  “ 5 + 121*-  121^1 


fite  Lam€ selten  Functionen  zweiter  Art. 
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Man  schreibe 

%) ? _im-S*(u>)  1 

S*(tc)  S*(«)  _1_  1 ~ . 5*(,r)  “ S*(t)  + 1 

und  beachte,  dass  vermöge  der  Gleichung 

5 — 2(2-f-**)S*(«)4-**S*(f)  ~ 0 

auch 


5 (~  0*77)  + 1 - <!)S+6(1  - 20  ?^,-5+I2fc'‘  -12** 6 k*l* 

ist,  also 


F(x) 


(c—  o)2 


3 


•S«(t)  - S»(u,)  /S*M 019,1  Lt\<ai\\  » ,,1 

S*(0  . S»(tr)  VS*(n>)  3 + 2<J 


und  somit 


V)  — 3 (c  a)3  [s*(£)  . Ä*(tej  ^(,r) 


(.-i)  [(»-»)  — (<!-*)] 


CT,  _ 

J V(a!  — a)(& — z)  (c  — z ) 


a 


K 


2(e  — a)  * 1 * . f & C2(u)  £*(?*)  -f-  ~y  ^ </u 

0 


Weil 


0u  (S(u)  A«) Z>(«)  - -1+A-* -f2(l-  2üp*)  6*(«) 4- 3t«  C*(i*) 
und  wenn 

-24-fc* 


gesetzt  wird,  so  ist 
3 *‘C*(»)  (**C*(«)-h  = |;(S(«)C(u)D(.0)+pi»C*M+jU* 


und  also 


Ut  = (c-«)9  * . |(>£4-^(**  -p)A'] 


16* 
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Biyler:  Einigt  Bemerkungen  über 


X 


r-j* 

J Vu- 


(*  — d)(c—  b) 


V(2—  a)  (z — b)  (k  — e) 


dz 


K 


rmu)(D\n)  D»(t)\ 

2(c  a)  J S*(u)  \S*(“)  S*(0  / ^ 


w 

L+K 


also  nach  Obigem 
x 


2 («-<.)>:•  f **C  '(»)(*>*C*(“)  + ^) 
£+«> 


f/u 


f -JL.-}*2..  ^L--=  <i*  = (c  — a)s  * . I [/*(**“  p)(Ä--tr) 

«/  V(*  — «)(*-/,)(*-<•)  L 

, , , . C(»0)  . />(«•) 

+7»  (JE  am  ( A + £)  — E am  (£  + tr))  + S*(w) 

Weil  nun  aber 

CXic)  . (D(  w) 

E&m(K+L)  — £ara(£  + tr)  - E-£am»c S(w) — ' 

so  ist  auch 

X 

f 1/V  ^ ” (c_n)‘  ’ • * h ‘‘-pH*-") 

•J  y(*  — a)  (3  — b)  (z  — c)  L 

, £»  . jD(w)\  , Ot»)  • 

+p(E-£am«-.— -g(— j + ~ §5^  J- 

somit 

Ul*i)  — — (c  — o)*l«  . | fr*,«’ 

v . C(w).l)(„)\  C{w).D(u,)] 

-p^am<«)+  — ^r)-  j + — gij-,  j 

Wird  dieser  Ausdruck  noch  mit 

— tjr(c  — fl)3  « . • TO-%) 

multiplicirt,  so  erhält  man 

(">+("')  “ ?s* <« " ^ ~ ^ 

v/  r,,/,«  x , I c(w)  . 0(»r)  . /X«0}] 

x (iara^H ^y—  j ^Tj J 


« * 

I 
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Wr'*)  ~ IT  (c~"  a)*  £*(*)  . J»( ir)^  (£)  ““ 
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X . tr-h>S*(«)  (/*«>  -tfannr-f  fc*  — 


Es  sei 


VPSHt)  S(w)  . C(mj)1 


/ - S\t)  . 


C{V)  . 


S*(u0  ’ 

//-  (—  3 +(2-**)^))  . 

a«o 


C(»o)  . D(w) 


S(tc) 


ui  — — s*(«) . 


S3(»r)  . JD(ir)  ’ 


7F-  (3  — 2(1  — -fc*)  €)^  . 

V — jfc*PS*(t)  . 


C(tc) 


S(ie)  . D(w)' 
C(w)  . S(w)  1 


D(*r)  * fl\«)  . S*(u?)' 

Nach  der  bekannten  Relation 

5 — 2(2  -j-  k*)  S*( e)  -j-  &&(£)  -0 

ist  auch 

Z?8(£j(-3  + (2-A:»)S*(f)  =■  — 3— J—  2(1  -}-&*)  »S*(«)  *—  ife*(2  — k*)S4(e) 

= 7— 5**-}-2(-3+As+&4)S*(f) 

Setzt  man  ferner 

S*(s)  S(ic)  . C(tc)  . D{w) 


VI  - . 


/>*(«)*  S»(e;-5*(ic)  ’ 

S(w)  . C\w) 


VII — fc*(—  3 + (2—  fc*)<S*(s))  . 


F777  — — 2k* 
so  ist 
V = k*l*  . 


C*(e)  S(w)  . C(tc) 

D\t)'  D[w) 

S*(s)  S{w)  . C(w)  D*(ic)  — (D*(io)  — D*(s)) 


I)\e)  * D{ic) 


S\e)  — S\w) 


*(f)  fl«)  . C(w)  . D(w)  S^e)  fl«)  . Cytr) 

” * •£*(*)•  S*ü)— S*(u>)  * D*(«)  • 0(w) 


und  weil  nnn  nach  der  Formel 
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Ii  iy  i er:  Einige.  Bemerkungen  über 

5 — 2(2+Jfe*)S*(e);-M*S4(e)  — 0 


&(*) 


c*(t) 


ist,  so  hat  mau 
Ferner  ist 


F = F/-f  k//-f  F/i/ 

0(u') 


/+///  = —k*S*(s)  . 


uud  ebenso 

II  + F//-  (-  3 -f-  (2  - *•)  S*(e))  . 


S(w)  . D(ic) 

C(w) 


also 


S(w)  . D{w) 

i -f-  in  -f  //  + vii  -f  iv  = o 

der  algebraische  Teil  ist  somit 

S*(«)  5(to)  . C(ic)  . D(tc) 


VI  + VIII  «=»  *•/*  . 


/>*(€)  * 5*(€j-5*(tc) 


Also  ist 

. 2 ITT 

Wf«)  = «~(c  — «)8 


9/  a g(w)  i £'(,c) 

Z>*(e)  * Atp)  * 


D(w) 


D*(t ) . 6*(e)  . S*(w)  (^(O  — S*(«0) 


X 


j * oi/  \ <S(w)  . C(ic)  . Dito)  . 


+ (7-64»+8(-8+l»+**)«(«))i’»m»-2 i»C*(t)  . 

iJ(ic)  J 

Wenn  man  nun  beachtet,  dass 

C\X  • Z>2(*) 


I\a)P'(b)I\c)  = - (c  — a)<W  . 


5®(«) 


angenommen  werden  kann,  so  ergibt  eine  Vergleichung  mit  der  ent- 
sprechenden Formel  für  7X*)  auf  Seite  139  die  Relation 

4 in 

W(x)  ~3—7X  I\a)P'(b)I\c)  X TXx) 


wenn  hier 


3)  («,  ß,  y)  = (0,  0,  4),  v «—  1. 

(z  — d)~^z  — c 


U(z) 


/{z  — d)  v z — c ^ 

V(«-a)(,-ij  * 


angenommen  wird,  so  ist 


a-f  Ä-c  = 0 


die  Lam#  sehen  Functionen  zweiter  Art. 


247 


(*  — a){z—  b) 


z — c 


'+  — - * (l+  j + fi  + • • • ) 


also 


V(»  -«) 


V(a  — o)(*  — 6) 


OM  ■ 

uud  weil 
so  ist 

U*(z)  = 


» — d*1  » -j-  k°b*~x  * + • • • 
S<P  — 6cd-f  c2-|-3aZ>  — 0 


$r/;z2-f-  (18c<Z — 3c2 — 4«i)ü  + . 


1 U2(z) 

Der  Coeftieient  von  --  in  der  Entwicklung  von  ; ist 

Z yZ  X) 


$x*  - i<lx  + (18 cd  - 3c2  —4 ah)  — K*  - 2d)2 


+ Jg  (—  6 cd  -j-  c*  -f-  8 «£) 


Wird  die  Beschränkung  wieder  aufgehoben  und  die  Fuuctiou  zweiten 
Grades  von  x wieder  mit  Fix)  bezeichnet,  so  hat  man 

F{x)  = $[*  — c—  (d  — aj  — (d  — 6)]2 

+ ß[-6((c  - £)+(<?—  a))  (d — c)  - 5((c — a)-j-(e  — i))2-|-8(c  — i)(c— a)] 


J 


S*(«)  . Ä*(w)  " ‘ S*(«) 


- Z2 


+ 


15 


(c  — a)2 
1 


-6(1+  Z2)^+1+4Z2-5Z‘ 


Weil  nun  nach  der  Formel 

5 — 2(1+  2k*)  S*(€) + k*  /S4(5)  — 0 

auch 

5 (gfe  +?)’-6(l+^)-  ^ + ! + «■" «* 

“ s^J)(5-ü(X  + 2i‘)S«(t)+(l  + 4/*)S*(£))  = SP, 

„ . , . rs»({)-s>(K.)  /s*(E)  , ,1 

- <<>-«)**  isvrrsv)  U»i_3-21  ‘ (E) ; + 1 \ 

uud  also  ist 
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Bi tjler:  Einiye  Bemerkunyen  .über 


Ferner  ist 


S2(«)—  S*(w)  _ x(&(t) 

S*(e)  . S*( 


5'°«  (f^-3-2^.?^)) 


+ 


PD(tc) 
S«C 


Ml 

tc)  J 


V 

JJ  __  /*  (g  — <^)  (g  — o)  . dz 

1/  V(a — «)(£ — z)  (c  — 


« 


= 2 (c  - «)’  ./ ff(,]  . (/>'(«) + ^y)  du 

6 


weil  aber 


^^(8(u) . q«)  . Z>(m))  - 2(1 -H»)D2(u) + 3^*0 


so  ist  auch 


und  6omit 

^ri  ~ i(c — a)'.* 

Auch  hat  man 

X 

'(»—d)  V(2  — ■ c) 


& $u  (S(u)  . C\u)  . D[u))  - l 2 

+ 2(1  ^2(w)j  4*  £>{u) 

_^Ar+(2(1+?)f3^Ü)£] 


K 


r(»-d)V(z-c)  f'C\n)  (C\ u)  C*(s)\ 

J V(2  — d)(z  ~b)  Zma  (C  a ) S*(u)  \S»(»)  52(£j) 


du 


w 


Za-f-A 

/ ß2«  (ö\u)  + 

jL-j-iR 


setzt  man  abkürzend 


® - 2(l  + t*)  + 3 


C»(t) 

S»(t) 


so  ist  demnach 


die  LarnS sehen  Functionen  zweiter  Art. 
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X 


fu-d)Vi‘-e)i,  = (c-ay,.  | 
V(z  — a)  (z  — 6) 
e 

-f-g  ^E-£am«:- 


— P{K—  ic) 

C(tc)  . D(w)\  C(w)  . D(u>) 


S(ir) 


)\  , C'(w)  . D(ir)  * 
) 8Hw  ) 


folglich 
* 

U(xj)  — U{xt)  =■  (c — a)3!a  . $ flw  — q 

. CV).(ZV)1 

“T 

und  demnach 


(U) +(///)  - ^ (c*  “ a)3  (s*(«)-s*(«9) 


SV) 
■Pto 


, . a«o  • c(«o . D(^)i 

*iÄ“B+ns(.rJ  — svr~J 


Es  ist  somit 


W»)  - 24?.  (e-o)» 


V) 


X 


. (SV)— SV) 

/*£*(«) 


+ 


s*(«) . SV) 

— f*S*(r)  tc-f-5rS*(«)  (e  am 
S(w)  . D(<c) 


IC 


S(w ) . D(w) 


) 


s*(«)  — SV)*  c(w) 


Weil  aber  nach  der  Relation 


' 1 C*it)  Z>*(«)  0 

auch 

(4  -S*(«)) />*(«)  - -CV 

so  ist  auch 

—PS*(i)  C*(e)  = /*  Z>*(«)  (4  — iS*(*))  • S\e) 


Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass 

fca  C*(i)  (2(1  -f  /*)  SJ(«)  + 3 C*(«))  ~ 5 — 7**  — 2(1 4-  A;1  - 3Jfc*)  X S»(«) 
Es  sei  ferner 


7 = - fl*(«) 


6'(>c(  . D(w) 
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Bigler:  Einige  Bemerkungen  über 


77«  (3 +(1  — 2**)  S\z))  . 

D(w) 


C(w ) . D(ic) 


S(w) 


III  ~ 5*(c)  . 


S3(ic(  . C \ic)  ’ 

77  = -(3  + 2(1  -**)S*(«))  . 

S\s) 


D(w) 


Z*.  ; 


S*(*)  — SV) 


X 


S(w)  . C(w)  ’ 

S(w)  . D(iv) 

C{w) 


Wird  uuu 


VJ  _ ^ S(W)  . C(tv)  . D(rr) 


C\t) 

VII  = (3  + (1  — 2**) S2(f))  X 


£*(«)  - SV)  » 

S(<p)  . TV) 


C(ic) 


VW  - 2 2ÜÖ»  X *«>  • 

C*(t)  ^ C(w) 

gesetzt,  so  findet  man 

_ - SHs)  S(w)  . D(w)  C*(tc)  - (CV)  -C*(0) 

C*(s)  A C( IC)  • S*(« ) - S*( «.’) 

S*(e)  S(w)  . C(w)  . D(ic)  S*(e)  S(ic)  . D{w) 
C7(s)  ’ S*(f)  - SV)  L C*(f)  * . C\w) 


uud  weil 


ist,  so  folgt 


-^6^  = 3 + (1-2i,>5'W  + '2c'S) 


7 — 77  + 77/ + VI  11 


Beachte  man,  dass  auch 


also 


*+U I=+S.(t)._Ä-y> 

"+  F//  = (3+(l-2t*)S*(.)  . s+'§^ 


7+  777+77  + 777+  77  =-  0 

Der  algebraische  Teil  im  Ausdrucko  für  W (r)  ist  somit 

,,r  , _ „ &(')  s(w)  . C(w)  . o(W)  , „ n\ t)  w S(w)  . AV) 

1 1+  VW  = i«  ^ )■  4-  i c*üj  X — 


Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  W(x)  erhält  man  schliesslich 
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W{x)  — (c  a)3  3 X . c*(e)  . S*(«)) 

x^^^)+2,^(€)  x • *•> 


X 


ä*^w) 

-f  fc*  Z* /)*(«)  (4  — S2(0)  <S*(s)ic 

-f  (5  — n*  — 2(  1 4-  k%  — 3 k*)  £*(«))  E&mw 


C(w) 


Weil  ferner 


A«)  l\b)  Pie)  = (c-  a)*l*  — 


so  erhält  man  nach  Seite  142,  zweite  Zeile,  zwis  u W{x)  uud  T{x) 
die  Relation 


W(x) 


4 in 
3T"7 


x P(a)  £\b)  P\c)  x rlKx) 


Da 


4)  («,  ß,  7)  = (i,  i i),  v — 0. 


/(*) 


d U\z) 
dz 


von  der  Ordnung  z4  « ist,  so  steigt  t/(z)  auf  z4  »,  ü*(z)  also  auf  z5, 

U*(z)  1 

7 Tj  auf  z3,  von  da  bis  auf  - herab  sind  4 Stufen ; mau  muss  also 

V.2  " X J Z 

f( *)  *=  Y(z  — a){z  — b)(z  — c) 

bis  zur  relativ  vierten  Orduung  entwickeln  und  setze,  um  die  Aus- 
ziehung der  Quadratwurzel  zu  erleichtern, 

a-\-b-\-c  = 0,  dann  ß =»  bc  -f-  ca  -f- ab  = bc — «*,  y = abc. 

Nun  ist 

(s  — o)  (s  — b)  (z  — c)  = z3  ^1-f-  — *aj. 

/W  - «•:.  (1  + i-p'-i  (-a7-)2  + • • ) 

i/W  - 1»*  * +0.  *■  1*  +*&-’  i.- -*/»-*  — «<***-M*  H-  • • •; 


% 
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Biyler:  Einige  Bemerkungen  über 


u*(z)  — z&+°  • z*+  J^**+  A ß*z  4*  * 


15 


Wird  dieses  noch  mit 


1 1 x X*  ~4 

(z  — x j*  “ 3*+2  * 2»  + 3 • a4  + 4 • 2ä  + 5 • 26  4-  • 


multiplicirt,  so  wird  der  CoefF.  von 


UH*) 

(z  - *)* 


gleich 


- in  der  Entwicklung 


von 


^ (3x«  -f  90  x* + 6 yx + 40»)  = j1g[3(x-«y+12o'x-o  » 

+ 9(2a*  + 0)  (x  - ay  -f  6(2«»  + 3 ßa  + y,  (x  — o)  + 3a‘  -f  90a* 
-}-6ya-{-  4/3*| 

Hier  ist 


2a*-{~/3  — a*-}-6c,  2a^-f- 3^a-f-y  “ — az-\-±abc  — — a[c — 6)*; 

3a4  + 9j3a*-f-6ya+4/3*  — — 2a4  -f  7 a2  bc  -f-  4 6*  c* 

= — (o*  — 46c)(2a*-f-6c) 


wo 

und 

also  ist 


a*  — 4 bc  = (b  -f-  c)2  — 46c  — (c  — 6)2 
2a*-}- 6c  ■*  a* — a'A-|-c^-j-6c  ■—  (6  — a)(c  — a) 


3a4  -}-  9/3  a*-f-  6 ya-}-  4/J2  = — (c  — 6/*(&  — a)(c — a) 

Nun  ist 


15  Jt»)  = 3(*-a)4-H2a(*  — «)3  + 9(«»-}-Äc)(x  ~a* 

— 6a  (c — 6)2  (2  — a)  — (c  — 6, 2 (b  — a)  (c  — «) 

Um  die  Beschränkung,  die  durch  die  Bedingung 

a -j-  b -j—  c «•  0 

gesetzt  ward,  wieder  aufzuheben,  setze  man 

x — x — 7/t,  a = a — 7/i,  6 — 6 — //t5  c — c — 77» 

die  Bedingung  wird 

a -}-  6 -f-  c — 3//i  — 0 

also  ist 

“■  4 (<*“f'6-|-c);  3a  ”•  — (6-f-c — 2a),  etc. 
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Unterschiede  wie  x — a,  h — c ändern  sich  nicht.  Setzt  man  für 
einen  Augenblick 


so  ist 


f^b  — a,  g = c — a,  also  e — b = g — f 
3a  f+9,  34  = 2 f-g,  3r  = -f+2g 


folglich 

- (/•+»)*+( V-g)(-f+  2»)  = -/*  + %-/ 

und  endlich 

=**  [3(x  — a)4  — 4 (c  — a -f-  ä — a){x  — a)3  — [(c  — a)* 

— 7(c—  a)  ( b — — <*)*](* — a)*-f-2(c — ct-\~b  — a)  (c—b)*(* — «) 

— (c  — ä)*  ( c — a)  (/>  — «)] 

oder  also 


(j)  „ ?!|f  (tf  - a)4 


3 1 + fc* 

S8(tr)  4 ' Ä®(wj~ 


Ferner  ist 


K 


Weil  nun 


Ut  - (c—ay i*  . 2 y° k* S*(u)  . C*(u)  . D*(u)  . 

0 


du 


15  ^ S*(«)  . C*(u)  . Z>*(u)  - (3*4S3(«)  . C(n)  . D(u) 

- Ar*( l -f- **)  Ä(«)  C(n)  />(u))  — /*  (1  4-  /*)  -}-2(l  — *4)  D*(u) 


so  ist 


2 


l\  = (<!  — «)»!*  . ^ (2(1  -X:*4lr4)E  — **(14**)*) 


X 


fy  («-«)(«- 4)  (*-«)  - (<-«!)»  '■‘if 


K 

C*(u)  . />*(?*) 


»r 


Es  ist  aber 

C*(u)  . />*(«)  d 


15 


also 


&(») 


-£(*+* 


OW^D(»)  Cf«)  ■ Z>(»)\ 
' > *’>(«)  ~ , 

C*(u) 


S5(«)  j 


—ad -**+*>|^-i*a+  **) 
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frn  _l_  fTTT\  / .2inC(tc)D(w) 

(II)  (III)  = (c  — a)*  15 


S3(w) 

C(w)  D(w)  C(w)  0(tc)  C(w)  £»)1 

“3  ~SHrc)~+a  + k ) -SHW~  + i + } 


2(1— —l\  1 -|-72)  »r 


endlich  ist 

W(x)  = (<—«)* . ^ (2(1  - *• + *•)  £ am  * 

_ ( ! + ft)  ,,)  _ + J-*(l  + **)] 

Die  Vergleichung  mit  dem  Werte  von  T(x)  auf  Seite  142  gibt  die 
Relatiou 


2 in 

W(x)  = - (c—a)*  k*  l*  . g— 5^7  X 

— “ (c  ~ «)*  — «)*  (c  — hi‘  3 ~5~.  7 X 

und  weil 

P'(«)  p‘(b)  P’{c)  — — (c  — a)2  (b — a)2  (c  — 7»)2 

so  hat  man 

k)  7 

iv'W  = 3—5-77  x p'(a)  P'W  ?'(')  x n*) 

Diese  wenigen  Beispiele  lassen  vermuten,  es  sei 

= 2 in  . J*»(a)  P*^6)  P2‘/(c) 

multiplicirt  mit  einem  numerischen  Factor,  deu  ich  aus  denselben 
nicht  erraten  kann.  Bleibe  ich  beim  dreiaxigen  Ellipsoid,  so  bin 
ich  nicht  im  Stande,  denselben  zu  bestimmen,  und  gehe  ich  zum 
Rotationsellipsoid  über,  so  sehe  ich  mich  genötigt,  von  der  Heine’- 
scheu  Formel 

W(x)  « ll(x  — «)’  *-«  . ((7,  Fs  --  U%Vt) 


auszugehen.  Wenn 


f(x)  *=  ll(x  — O i"-'  * X p x)\ 


so  ist 


D|  — f A*  ) « , D,  ■=  / ftz  ) <fe , 1 1 “ / 77T2"-  > 


a 


<1 
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und  also 


y% 


c 


f{z')  dz' 
/ 

x — z 


h 


W(x)  = 77(3; 


As') dz'  • 

(h  < < A 

U < *"  < b) 


Weil  für  ein  grosses  x die  Entwicklung  von  l\x)  mit  dem  Term 

n+l 

2 

x beginnt,  so  denke  man  sich  den  vorliegenden  Ausdruck 

auch  nach  fallenden  Potenzen  von  x entwickelt,  also 

1 1 *'2— S'3— 2"3 

x—z7  ~ x-z"  **  “T  x*  r-  - x*  + • • • 

Da 

i n — ^ n-f-1 

j — 2a  = v g—  = »-f-2 g— 

so  müssen  alle  Doppelintegrale 


b 0 

f ft*  - «"»)/(*')  ■ A-")  <i" 

a b 

verschwinden  für 

A =•  1,  2,  . . . v 


erst  derjenige  für  A = i?  1 verschwindet  nicht,  sondern  ist  die 
W(x) 


Constante 


TyX) 


die  bis  auf  eine  Potenz  von  i mit  den  Heine’scheu 


Constanten  j-  überein  kommt.  Es  lässt  sich  aber  auch  direct  zeigen, 


dass  das  Doppelintegral  für  die  angegebenen  Werte  von  A ver- 
schwindet. Ob  der  eingeklammerte  Unterschied  z’v+1  — *"pPl  oder 
(V  — a)*+l  — (**  — bft1  geschrieben  werde,  ist  für  den  Wert  des 
Doppclintegrals  gleichgültig.  Denn  man  braucht  in  der  zweiten 
Form  des  Unterschiedes  nur  nach  dem  binomischen  Satzo  zu  ent- 
wickeln und  zu  beachten,  dass  die  zu 


A 


. v 


gehörenden  Doppelintegrale  verschwinden.  Es  ist  somit 
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b c 

f f [<«'  - -)'+>  - (."  - «)*+  >]  fr)  *' . m 

ab 

Bis  dahin  waren  x — a,  x—b,  x — c die  Halbaxenquadrate  des 
Ellipsoides 

P[x)  = TJx  — er)°  X Q(®) 
und  die  ganze  Function 

Q'x ) = xr  — dj  ar,  _1  -f~  . . . 

durch  keinen  der  Factoren  x — a,  x — £,  x — c teilbar.  Die  v 
Wurzeln  der  Gleichung 

Q(«)  =■  0 

waren  alle  reell  und  ungleich  und  lagen  zwischen  a und  c ; j der- 
selben zwischen  1 und  c,  folglich  v — £ zwischen  « und  b.  Für 
dasselbe  («,  0,  y)  gibt  es  r-j-1  Functionen  Q[x)  (alle  mit  reellen 
Coefficieuten);  für  keine  zwei  hatte  £ denselben  Wert; 

£ *=  0,  1,  2, . . . v 

Nun  lasse  ich  b - a verschwinden;  die  v -~  £ Wurzeln  vereinigen 
sich  mit  «;  es  sei 

Q(x)  <=  (x  - af-Z  Q,(x) 

Wenn  ich 

r-£  + « + /3~™ 

setze,  so  ist  m eine  ganze  nulle  oder  positive  Zahl,  und  es  folgt 


Wenn  m gerade  ist,  so  kann  «4-jS  sowol  *=  0 als  = 1 sein;  wenn 
aber  m ungerade  ist,  so  ist  notwendig 

a -f~  ß — i 

Man  schreibe  nun 

x — c =»  c — b — a,  c — a — a\ 

vi 

2 

l\x)  = xV  (x  -f-  a)  Qi(,x) 
wo  die  ganze  Function 

Qt(x)  x»  — ttl  xC-i 
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weder  durch  x,  noch  durch  x -f-  a teilbar  ist.  Man  kann  von  neuem 
die  Bedingung,  dass 


2(ac  -j-  of  V x 

■ i -■  ■ - ■ i - . — .... 


BP{x)\ 
dx  ) 


eine  lineare  Function  von  x sei,  setzen  und  findet  als  notwendige 
Folge,  dass  y nur  0 oder  $ sein  kann,  und  dass  m eine  der  Zahlen 
0,  1,  2,  . . . , n sein  muss.  Die  lineare  Function  ist  dann 


n(n  1)  (ar  -j-  a)  — 

Die  Differentialgleichung  für  P{x)  nimmt  also  folgende  Gestalt  an 
2(*-f -a)Y*  d ( dP(x)\ 


Hx) 

Dieser  Differentialgleichung  genügt 


u'ti  -j-  1)  (x  -{-  a)  — m*a 


n — m m 

P{x)  —x  (x-\-a)^  F ( — ~ - — ~ -«-hi,  ~i) 

Da  sich  aber  die  Gleichung  nicht  ändert,  wenn  man  » durch  —n- 1 
ersetzt,  so  genügt  auch 


m 


T,x) 


(«+a)S(=fcf±i,5±!?+,, 


Dass  die  Bezeichnung  mit  T(x)  richtig  ist,  erhellt  aus  dem  Anfangs- 
«±1 
2 

terme  * der  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  von  x. 


W(x) 

Aus  der  zuletzt  angegebenen  Integral formel  geht  sogleich 

1 (x) 

hervor,  dass  für  ein  kleines  k*  der  Ausdruck  die  Form 


^ - 17,  f - V%  X 7. 

b 

annimmt,  wo  nun  Ul  und  L zu  berechnen  sind.  Der  Einfachheit 
wegen  nehme  ich  a — b — 0 und  verfolge  den  Wert  der  Lam6?- 
schen  Function  l\x),  während  das  Argument  x sich  von  c nach  b 
(b  sehr  klein)  und  von  b nach  0 hinbewegt.  Wir  hatten 

P(X)  c=  (x  — a)*(x  ~b)ß(x~c)Y  x Q(x) 

gesetzt,  wo 
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Q( x)  - x*  — dx  x*“1  + ds  x*"2  -f-  ...  + (—  1)*  *e“A  + • • • 

. . . 4"  (— 1 )vd. 

eine  ganze  Function  vten  Grades  von  x ist.  Die  Relation,  welche 
die  Coefficienten  vou  x in  der  Function  Q^x)  mit  einander  ver- 
knüpft, ist  bekanntlich 

(*4-l)(2n  — 2|  — l)<fe+i  = [(2»  — l)d  — 2X(n  — l)  . 2a+U  . £aa]dx 
-}-(v  — A4- 1)  [(2t;  -2*4-1)  • 2*>c-\ • 2«l>c]dX-\ 

4~2(v  — A4- 2)  (v— *4-l)oi<?  . d^. 2 

Setzt  man  nun  hier  a ■=■  b = 0,  so  hat  man 

(*4-l)(2n  -2A  — l)rf;t+i  “ — (»  — 2y)H ^ — \tlx 

also 

4*±!  U- «)(*-£)  ( c) 

(A-j-i)  q — n 4~i) 

wenn 

j;-(M-2y);  + (^~—  _ (i-OU-O 
angenommen  wird.  Weil  d0  — 1 ist,  so  ergibt  sich 
Q(x)  — . F f,  — £,  i — n, 

und  da  Q(x)  eine  ganze  Function  von  x ist,  so  muss  die  hyper- 
geometrische Reibe  abbrechen,  also  wenigstens  ein  oberer  Parameter 

eine  negative  ganze  Zahl  sein.  Wird  nun  £ ^ « angenommen,  and 

ist  £ eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  es  wegen  der  Relation 

£-\-t  = n — 2y 

auch  f.  Es  ist  demnach 

Q(x)  - *'-5  X —t,  i-r>, 

und  F ( — t , —t,  i— n,  ist  eine  ganze  Function  ften  Grades 

von  x;  die  Function  Q(x)  ist  somit  durch  xe~C  teilbar  und  von  den 
t,  Wurzeln  fallen  somit  v — £ mit  null  zusammen.  Ist  also  a «=»  6 — 0 
und  wird  dem  Argument  x nur  die  nördliche  Halbebene  als  Spiel- 
raum angewiesen,  so  hat  man  für  b ^ x ^ c 


J(r)  = & . — xy/x!F^-t,  -£,  i— «,  y 

wenn 
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m = i-i  = n — 2y—2t=-2(a  + ß+v-S-,  n - 2(<r+|S-f  y-f  „) 
gesetzt  wird.  Da 

f = 0,  1,  2, . . . , » 

sein  kann,  so  kann  m wol  0 oder  eine  positive  ganze  Zahl  sein, 
nicht  aber  eine  negative  ganze  Zahl  werden.  Setzt  man 


x = c sin*tf  cos  0 — u 

und  beachtet,  dass 

i(m  ~f~  2y  — j—  2jT)  = ^ 

ist,  so  folgt 

n 

P(x)  ~ i?y  . J*  sinw0  cos2'/0  X sin^öF^— r,  — f,  * — n,  — 

Wenn 

— (1  — k*)JF  — fc  J — n,  j~^i) 

gesetzt  und  nun  auf  die  hypergoomotrische  Reihe  die  Verwand  - 
lnngsformel 


F(«,  ß,  y,  x ) = (1  — «)-«  F ^cr,  y — ß,  y, 
angewandt  wird,  so  erhält  man 

r(x)  _ (-i)Cm2CF  _f>  * -n,‘  i). 

Weil  nun  aber 


i _ n+™  , *.  n — m 

+ c ä — r-  +t=-ö~  -r 


so  erkennt  man,  dass  für 


y — » 0 und  y = | 

die  beiden  obern  Parameter  mit  einander  tauschen  und  somit  ist 
auch 

= (~1)£«2CF  (-  S=Ü5,  -(»-}),  y 

Der  Coefficient  von  xU~2)-  in  der  Entwicklung  der  Function  F(.  . .) 
ist  nun  aber 
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j(»-m)(n— m — l)  . . . (n — m — 2A-f-l)Xn(w  — 1)  • ♦ ♦ (« — A-f-1) 

(__1)  j . 2 . . . AX2n(2»— 1)  . . . (2n— 2^4-1) 

(n-m)»n!  . (2n-2l) ! 

“ (2«)  1 ' A!(n~A)l  (n-m— 2A)1 

und  da 


J&JWI  uH_„_w  „ (2»-  2A)(2n — 2i — 1)  . 

(n — m — 2/)l 


a«t' 


rjr*  y r#« 

. . (»  ->n-2;.+i).<— - Su„+-„  . («»—**) 


80  ist 

n— wi  n — »»— 1 . 1 \ 

uH—m  x F ^ 2-, 2 * 

(n— m)l  nl  / d V*+m  g (— 1)A - „2»»-2A, 

• \8«j  * jm>  ^ *!(«-*)!  * 


. («*—  1)" 


(2n) ! 

(n— w) ! / d V 

(2n) ! ' \ö«/ 

Wird  nun  die  Heine’sche  Kugelfunctiou  erster  Art  init  PH(ar)  be- 
zeichnet, so  erhält  man  nach  der  Formel 

^ 1 / o Y /«*  “ l\w 

p"(»)  - „ j (gu)  ( 2 ) 

für  die  Lame'schen  Functiou  J\x)  schliesslich  den  Ausdruck 

n 

J\x)  = i*”'"  . c2 . 2m  . sinmö  Pm  PM(«) 

Dieselbe  geht  also,  wie  auch  schon  Heine  gezeigt  hat,  in  eine  zu- 
georduete  Kugelfunction  über.  Dasselbe  zeigt  auch  schon  die  für 
J\x)  geltende  Differentialgleichung.  Nun  soll  % — e,  also 


gesetzt  werden.  Weil 


71 

ö“2 


w — »i  — 2y  -f-  2£ 


so  ist  n—m  für  y =■  0 gerade  und  für  y — $ ungerade,  und  die 
Formel 

n 


l\x) 


j*-m  c 


2 «!  (n  — w»)l 


(2»)1 


. sin"*  ö 


gibt  nun  sogleich 


v , ni  (2»  — 2*)! _2 

* ;.=o  A ! (»  — 1 («  — w — 2Ä) ! * 
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n 


1)  F(c)  — c . 


n l (n  — ;«) ! (n  -f-  m) ! 


Wf-T*)'  ("t-) > 

rf=Ttl)  • r(=±fti) 


— C 


m . r(n+i) 

für  y = 0 und  .P(c)  — 0 für  y — Ferner  iit 


dP[x) 

dt 


P'(z)  — * Vc  sin  6 — - * Vc  (1  — u*) 


du 


also 


«+1 


2)  F'(e)  -c  . 2 . 


M-f-1 


für  y — Setzt  man  nun 

d*v  _ _ 

* ■^aJ)  “ P^'t{x) 


n!  (n  — m)  1 (» -f-  m)  \ 

C-±|=J)  I (‘-=^3)7 

r<J) . r(»+i) 


so  lassen  sich  1)  und  2)  durch  folgende  Formel  ausdrücken: 

n!  (n  -f-  m)  1 (n — m)! 


l*y(c) ...  c . 22'/ 


Ich  untersuche  nun  die  Function  IXx),  wenn  a = 0,  b sehr 
klein  und  das  Argument  * zwischen  0 und  b liegt  Nach  Weg- 
lassung alles  dessen,  was  die  Ordnung  b übersteigt,  nimmt  die  Re- 
cursionsscale  für  die  d folgende  Gestalt  an: 


a+i)u-»-H)-~J  + 


+ ' — » -f  %ß) 


d^-|-(ü  — Ä-f-1)  (t>  — i -|- 2o — 0 


Dieser  Ausdruck  zeigt  nun  sogleich,  dass  rf,,  <i4,  tlA, . . . , d;  von 
den  früher  angegebenen  Werten  nur  um  ein  kleines  von  der  Ord- 
nung b abweichen.  Weil 
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rfA+1  (X—  e)  U — g)  . 
dx  “(Ä  + l ^ C) 

BO  ist 


. . . .(-C+A-l) 

1.2.3.  . . n)(| — «)($ — n)  . . . (1 — »— i) 

X (—c)\ 

und  man  erkennt,  daBS  sich  die  Coefficienten  d für 
* = £-bl»  f-}-2,  . . • 

von  0 nur  um  ein  Kleines  von  der  Ordnung  b unterscheiden.  Setzt 
man  1 = £,  so  folgt 

e(t  — !)(t  — 2)  . . .(s-C+1)  r(«+l>r(»-C-H)  r 

(»-*)  (»-*)•  • • <»-*+*)  * " n,-t+l)  I\n++)  * 

und  wenn  man  beachtet,  dass 


f- 


n — m 


— y,  « 


n -f-  m 


— V 


ist,  so  hat  man 


r(ü±J?+1_y).r(l±ü+y+1) 


F(m-{-l)  . /•(«-}- J) 


X 


und  erhält  also  für  y — 0 und  y — $ denselben  Wert.  Beachtet 
man  nun,  dass  nach  der  Formel 

T( J)  r( 2x)  - 23*-»  /’(*)  r(*+  i) 

auch 


und 


Ci)  n:-.+m+i)  - 2»+»  r("+”+1 . r(^p+i) 


m)  C2»-fl)  = 22”  . IX»  + t)/\n  + l) 
iit,  so  hat  man  schliesslich 

di  " 2"  • cC 

Man  setze  nun 

x — b sin2(jp 

dann  fallen  in  der  Function  Q(x)  die  Terme 


als  klein  höherer  Ordnung  weg  und  Q(x)  erhält  die  Form 
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1)  Q(x)  =■  5r sin2*5 <p  — r/|J*-l8in2(,,-1>g)-|-da4,-28iii2(,— 1 2)<p4"  • • • 

. . . -j-  (— l)ArfA5‘,-^8in2(c~^)<jo-|-  . . . 

-f-( — 1)^—1  <i^_i 6F— *+ 1 sin2<r— ^+l>  -j—  ( — 1)C  dtbv-Z 8in2^~5)  q>  -j-  . . . 
-H— 1)'  . dv 

Setzt  man  in  der  Recursionsscale  für  die  Coeff.  d auch  A — 0 und 
beachtet,  dass 

dv- }-l  ~ 0 

sein  muss,  so  folgt 

( v — e)(v  — £)  dv  4“  (2o  + $)  b — 0 

und  man  erkennt,  dass  d0  mit  bdv-\  von  derselben  Ordnung  der 
Kleinheit  ist.  Setzt  man  ferner 

A = t>-1 


und  lässt  den  Tern  mit  dr  neben  den  Termen  mit  dx- 1 und  dx—2 
weg,  so  findet  man  ferner,  dass  dv-i  mit  bdv~ 2 von  derselben  Ord- 
nung der  Kleinheit  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  kommt  man  zu  dem 
Schlüsse,  dass  die  Terme 

rfr,  bdv- 1,  i*rZp_2,  b3dt- 4,  . . — , 

alle  klein  von  derselben  Ordnung  sind  und  somit  sind  alle  in  der 
Functiou  Q(z)  noch  auftretenden  Glieder  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit.  Die  Recursionsscale  verliert  somit  den  ersten  Term, 
und  setzt.man  noch  v — X für  A,  so  wird  dieselbe 

ft**1  dc—).— i ( X 4~  f v)  (v  — £ — 

bhdr-x  ~ (*+l)(*+2«4-i) 

und  es  ist  somit 


2)  Q(x)  — (—  1)® dv  . F ( — (v  — £)»  « — v,  2«4-£,  sinV) 

Um  dv  zu  bestimmen,  setze  man  in  Formel  1)  und  2)  die  Coeff. 
von  sin einander  gleich.  Man  erhält 


b'-Zd£ 


(i-v)(e  — v-\-l)(e  — v-\-2).  . . (i— f— 1) 

(2a 4-*)  (2«-H)  . . . (2«4-®-f-i)  *dV 


Nach  früheren  Formeln  ist  nun  aber 


v — 


a — 0,  s — v 


in 

2 


4- «4- ft 


, . , _ , in  — 1 , 

e - £ = m,  v—  £-j-2a  — i — — ^ ha~ß 

wenn  man  m als  von  null  verschieden  annimmt, 
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* rft'+.-f)* '•(?+•+>) 

b9~t ” A2«-|-i)  X T(m) 

Dieser  Ausdruck  liefert  nun  für  ß — 0 und  /*.=  $ denselben  Wert, 
und  man  bat  demnach 


dv  r{  't  + r(2+a)  1 l\i)  . nm4-2«) 

b*-Zdi  ~ JT(2«-j-£)  . Hm)  — 2"+*— 1 * * A») 


also 

*e_c4  , , , b*~tdt  , 

dv  = <w_|  für  a = ü und  = w»  für  a -=*  $ 

somit 

m?a 

= 2Sri  X *-t  H 

und  scblieslicb 


2»*—  2m- 1 m2a 


«!(»+<»)!  2 “ ß 
ml  (2n) ! A 


n — tn 


2 

X c 


— y 


Es  bleibt  noch  zu  erklären,  wie  dieser  Ausdruck  für  w — 0 zu  ver 
stehen  ist.  Setzt  mau  m «=-  0,  so  ist  auch 

v — £4-a*i_0  =*  0,  also  o — 0,  /?  =*  0,  £ — t> 

nur  aus  dem  Werte  für  di  folgt 

n ! « ! 

dr  - 2"  . | X <*r 


und  man  erkennt  somit,  dass  in  dem  Ausdrucke  dv  das  Zeichen 
m 2“  für  »i  — 0,  also  auch  a -=  0 durch  $ zu  ersetzen  ist.  Für  die 

Function  I\x)  erhält  man  nun  den  Ausdruck 


T\x)  -=  «M—ao  . g . nfia  . sin2**  <jp  . C082t*<p 

•F(-(l-“-4  "§+«+ft2«+i, 


wenn  abkürzend 

g = 2w~2wF1 


n!  (n-f- m)  • 

m!  (27t)! 


7/t  7t  — m 

2 2~ 

Xi  Xc 


gesetzt  wird.  Für  die  Exponentengruppen 

(«,  I3)  “ (0,  0),  (£,  0),  (0,  J),  (J,  4) 

nimmt  nun  dieselbe  folgende  Formen  an: 
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m 


ft+l 

'21  \ ')! 


1)  (o,  ß)  - (0,  0) , m - p . g . V' 21  J(  -4»inV)? ; 

(m  eine  gerade  Zahl) 


2)  («,  ß)  - (0,  i)-,  I\x)  - .»-1  . g . cos?  . X \ 

A=0  v 2k 


) 


X (— 4sin*y);;  (m  ungerade) 


3)  («,  ß)  = (£,  0);  jPK*)  = *M_f  • mg  . singe  . Z - 


i tTr+* 


4}  («,  ß)  = (J,  J);  I\x)  = ( 


tt-1 


;.=o2A+l  \ 2k 
X (— 4sin*qp)*;  (m  ungerade) 

ß+i 

X ( — 4sin>9>)*;  (w  gerade) 


Wendet  man  nun  auf  diese  Ausdrücke  bekannte  Summenformeln  an, 
so  lassen  sich  alle  4 durch  die  einzige  Formel 

P{x)  = i*-*«  X g cos(wig>  — ert)  (halb  für  m — 0) 

darstellen.  Beachtet  mau  nun,  dass 


dt  ^ c dtf> 

ist,  so  erhält  man  aus  der  letzten  Formel  sogleich 
02« 

07^*)  (f<ir  * “ °)  - ^*(0)  - *"+2“  X C“  X »*2a  • 9\ 


&ß 

ößß  (für  x—b)=  F*ß(b)  *»-'«  f2/J  . cß  . mia  . g 


wo  im  Falle  m ~ 0 die  Zeichen  m2«  nnd  rn*ß  durch  ^ zu  ersetzen 
sind.  Die  Multiplication  der  beiden  letzten  Ausdrücke  gibt  nun 

/*“(0)  X F*P(b)  — **•»-»+*■«¥  X c*+ß  X m*«+*ß  X g * 
und  wenn  man  dieses  Product  noch  mit  /^'/(c)  multipl.,  so  folgt 
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0)  PV(i)P»y(c) 


l+«+ß+Y 

j*2h— m | *«+2/J  ^ 22*/  X C X«2af^ 


X 


n ! (»-j-»»)!  (n  — m) ! 


(2«)!  (~V  -r)  i (-* r) 


wo  m2®+2‘/  für  m = 0 durch  ^ zu  ersetzen  ist. 


Nach  diesen  Erörterungen  können  wir  nun 
von  Ux  und  L gehen.  Es  war 


an  die  Ausrechnung 


setzt  man  hier 
60  ist 


fiz^dz"  cjy-'l.  X 

- ( — 1 )/?4 */— l (*'0“ ~ 1 1 » (*  — *")/»-* I * (o  — ar">y- ’ 1 • X P[*')d," 


oder  also 

f(t")dz"=z  (— 1 )’*-*+ 2er“l  X 2 ba*  ? . cY-}  * gsin2*  <p  COS2ß  (p(m<j> — art)d<p 

somit 

n 

2 

17,  «=*  (— 1)H-pf2of-12ia+/,cy-,l»fir  ^ sin2a9COB2/5qpcos(m9)  — an)dtp 

0 

Ich  sehe  mich  nun  genötigt,  hier  die  Exponentengruppon 

(«,  fl)  ~ (0,  0),  (0,  i),  ($,  0),  (*,  i) 
gesondert  zu  behandeln  und  setze  deshalb 


n 

2 

S(m,  «,/?)=-  sin2®  <p  cos2!8  qo  C08  (m<p  — an)  dg> 
0 


1°)  Wenn  o = 0,  ß •=*  Ü,  so  ist  m gerade; 
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7t 


<S(m,  0,  0)  COS  mtp  d<p 
0 


i . VITT 

— sm  ~zr  =0 

m 2 


71 


im  allgemeinen,  aber  = g,  wonn  m = 0, 


17,  — (— \)n-*-i2cv-l\*g  = (— l/ 


5+7-1 


. 7t 


2»r(»+j) 

2*)  Wenn  o — ■ 0,  />  ■=  J,  so  ist  m ungerade; 


» rv  i i \ • ö 


7t 

2 


7t 

2 


^(m,  0,  •-/  COS  ? C08  dy  = £ J* (C08(t/i — 1)9  -f-  C08(m-f-  I)  dtp 
0 0 

- * fe=I  Sin  (t5  *)  + mVl  8i"  ("‘tJ  *)  = 0 


71 


wenn  nicht  m = 1 ist;  dann  aber  «=-  j* 
Weil  b = ck * so  ist 


7t 


n— 1 

4_y 


U3  = (-l)“-'”1  . sr  . Arf*  = (-1) 


7t 


n-f-1 


nj)n!  _,lc2 


“9+7 


• 2»n;n+i) 

3a)  Wenn  a = 0 = U,  so  ist  m ungerade ; 


7t 

2 


S(m,  0)  = J* sin  9 sin  mtpdtp  =0, 
0 


7t 


wenn  nicht  m = 1;  dann  aber  = 

n+1 

üi  = (-Di—  -.^^  = (-1)  2 


+y 


»+i 


*•  4 • 2*rj»+iß 


n 


' 2+>' 
. k*c 
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49)  Wenn  « = l,  ß = so  ist  m gerade  ; 


71 

2 


Ä>K  i«  i)  — / sin  tp  cos  <jp  sin  m <f  dtp 
0 


n. 

2 


= i (cos(m — 2)^>  — C08(w-|- 2<j>)d<f  = 0, 
0 


71 

wenn  nieht  m = 2,  dann  aber  = =r.  Es  ist  also 


V1  = (-l)"-  -T  ‘ fc*C  * = (~D 


y+'l*  . . .2  (»-f  1)  (n-f>2) 


* 64 

M-j-1 

-DM L laJ~ 

* 2-/X«-f  J)  c 


+y 


Alle  4 Fälle,  in  welchcu  Ux  dargestellt  wurde,  setzen  also  nach  der 
Formel 

in  = 2(e  — f-j-  «4~0) 

voraus,  dass  £ = v sei,  dass  also  keine  Wurzel  der  Gleichung 

Q(x)  = U 

in  das  Intervall  von  a bis  b falle.  Diese  Voraussetzung  machen  wir 
auch  bei  der  nachfolgenden  Berechnung  von  L.  Es  sei  also 


Setzt  man 


m = 2 («4-0) 

21  — c = x* ; c — a = a\  c - b — a 

wo  aber  « — 0 und  b sehr  klein,  so  ist 

0 


L = J*  (*»  4-  «)CH  /*(**)  ilx') 


Weil 

wenn  man 
setzt,  in 


— a 


f(xl)=  (x^«)  X1*/-'  * P(xl) 

x1  = — a C0S*ß  — — a u* 
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m 1 m 1 3 


n-av?)  - fit-'  (1  — „V  a* 
übergeht  und  nun  nach  früherem 


u2V-1  P{ — rt*<r*) 


n 


in 


Pi-«*')  = .•»-« (i-“*) 2 (s;V+*  («’-•)* 

ist,  so  ergibt  sich  unter  Anwendung  des  Satzes 
dass 

1 

r /*  7/j \n—m 

L ~ (_i)« (-o . 2 -&njraM+'  9J w2y <«*-d"** 

6 

ist.  Beachtet  man,  dass 

2v  -f-  2y  — n — in 

dass  also  der  Integrand  eine  ganze  Function  nten  Grades  von 
ist,  so  kann  man  die  untere  Grenze  auf  —1  herabrücken,  den 
Factor  2 tilgen  und  partiell  integriren.  Daun  wird 

+1 

L «=»  (— 1)w(~0~^yr*  «"+1  % J (u2Y(u*-1)°)<Ju 


— 1 


4-1 


Weil 


( ' ’>  (n^n')I\n+  it  «V >lu 

— 1 


«/«-■**•  rag 

0 0 0 
so  ist  schliesslich 

( J 2»  + l-  (2- /![..+  }))» 

Diese  Formel  werde  nun  in  den  vier  Fällen 

(«,  ß ) = (0,  0),  (0,  (i,  0),  (i,  i) 

auf 
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——  Ut  L — 2 in  x Prod.  X M 

±{x) 

angewandt,  wenn 

Prod.  = P2«(0)  p*?\b)  pzy{c)  und  - = a+ß,  = » + y 

Zuletzt  trachte  man  darnach,  nur  n und  v zu  behalten.  In  den 
Ausdrücken  für  t/,  wenle  der  Buchstahe  c durch  a ersetzt. 


ITT 


2 t 2 t: 

^-(-u  • snc« 


I»)  («,  ß)  - (0,  0). 

n 3 n 

r\i)  . n!  \3  2 


• V*- /*•+*>; a 


I 

p . _ (-1)”  / I\i)»±_y  nl 

"°“  + \,y“ 


also 


JV-  (-1) 


£+>■ 


2"-2/  . 


. ((HO' 


2»+l  ’ 


n\ 


Weil 


1°)  y — 0. 

m 


so  ist 


•"«•(=£)■ '•6+0 

(© ! )"  ™>  (0 1 


i’(^)  . v! 


« : 


! — 


2"iXn~v+*) 


2»)  y-*. 

((HO* 


n! 


Beachtet  man,  dass 


2 -rg+i) 


M fi 

y — 2 —v>  a,so  ä -f  y — « - v 
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so  kaun  man  beide  Fälle  in  folgenden  Ausdruck  vereinigen: 

m PJ 

1 i)  • 2—2.(2«-t-l)H(n  — 1.  + }) 


II')  («,  ß)  - (0,  i), 

„ , n r-y  (»+DV  m . y -r  +y 

V‘L~l~1)  2n-j-l  * 4n  \2»  I\n  + J) ) k a 

p . (-1)“  ( I\i)  ■ »!  V («4-l)*(»  — 1)! 

- 2”-ay+2V2»r(n-f  jj;  /b-B  \ ,/w  — 1 _ V 


(T-'Xt--) 

3n-f- 1 


also 


Af«.  (—1)  2”-Jr  . 


2»  -j-1  * 


(»+ 1)! 


Weil 


so  ist 


1*)  y “ 0,  also 
1 


n — 1 
2 

ni) 


= t». 


2*»fi 


)r(-+0 

(n-j-lj!  T(n  — 


n 


2°)  y «=»  also  ^ — 1 = ». 
— }—  1 


2"+1  . 
weil  ferner 


CT-iMt-O' 


(n-f  1)! 


■Hl) . «>l 
i\n  - »-f  i) 


n — 1 n — 1 

y=— o v,  also  — ö— + y = n -t>  — 1, 


so  ist  in  beiden  Fällen 
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i ni)v! 

M — (— l)w  r~1  • 2n-{-l  * 


III»)  («,  ß)  - (*,  0). 

_ i Al)  .»>1 

M " ( 1)H  ^n+l  ’ 2"-*fI\n—v  f|) 


(7tL  - (-1) 


n 

2 


IV#)  (a,  ß)  _ (|,  |). 

^ 2m  («  + !)».(»  + 2)»  ( AD«*  V 

* 2u +1  * 64n(n  — 1)  * \2wr(n4-|)/ 

3»,  . - 

“ö+rfi 

. A*4a 


Prod.  — 


(-D" 

s (n-fl)3  («4~2)3(n  — 2)  ! 

2**+6-8/ * \2,irx»+$)) 

^■4 

+ 

X 

1 

• 

• 

i ! 

! 


. fc4  o 


3 n 

2 +f+1 


also 


_J+r  *..*  (1  -y+0 ! ß-irOj, 

(2«4- !)•(«  + 2)! 


M--(-l)  .2**-2'/. 


n 


r = r 4-  1 4-  y 


Weil 


1°)  y — 0,  also  *’  D £ — I ; w_  v “ § 4“  1 


ad 


so  ist 


2»«+2 

<,,+2)i “ K43)4H’ 

2*M  (ä+0 ! nj) 

(n+2)T  ~ r(n-..  + i) 
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n — 3 


2°)  y = also  v — —g— , 


« — v 


«4-3 
' 2 # 


2»*+2 


! 


Ai) 


(«4-2)!  T(n-«4-i) 

and  somit  ist  in  beiden  Fällen 

i r(i) . v\ 


M = (-l)n-r-l  . 


2«  4-1  * 2**-2»D[n--«4-i) 
Die  vier  Ausdrücke  für  M können  nun  in  den  einzigen 

M (—1  n-v-2ß  — - — üfil.:—} 

m K A/  P * 2«-f-l  * 2»-**I\n— 


zusammen  gefasst  werden.  Der  Factor  M ist  zwar  nur  für  die- 
jenige Wurzel  der  Gleichung  =»  0 bewiesen,  bei  welcher  keine 
Wurzel  der  Gleichung  Q(x)  =■  0 zwischen  a und  b liegt.  Da  der- 
selbe aber  eine  rationale  Zahl  ist,  so  muss  er  für  alle  «4-1  Wur- 
zeln jener  Gleichung  </r+i  — 0,  die  sehr  wahrscheinlich  irreductibel 
ist,  derselbe  bleiben.  Dann  gilt  allgemein  für  das  dreiaxige  Ellipsoid 
die  Gleichung: 


W(x)  — 2 in  . (—  !)«-*-¥  . 


1 

2«  4-1  * 


IU).»1 

«4-i) 

X p®“(a)  F*p(b)  r*7(c)  X T[x). 


Aarau,  den  10.  April  1890. 


Arch.  d.  Math.  u.  Phy..  2.  Kalbe,  T.  XII. 
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XV. 

Zur  Mechanik  der  atmosphärischen  Bewegungen. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Wir  geben  in  den  nachfolgenden  Entwickelungen  eine  Fort- 
setzung derjenigen  Arbeiten,  welche  wir  in  der  „Wochenschrift  der 
Astronomie,  Meteorologie  etc.“  unter  dein  Titel  „Das  Gesetz  der 
Windbahnen  in  Cyklonen4*  im  Jahre  1891  veröffentlicht  haben.  In 
dieser  Abhandlung  haben  wir  die  Theorie  der  Cyklonen  in  grösst 
möglicher  Allgemeinheit  entwickelt  und  die  Theorie  der  allgemeinen 
Cirkulatiou  der  Luftströmungen  in  einer  Form  dargestellt,  welche, 
soweit  sie  mathematisch  durchführbar  war,  die  wirklichen  Verhält- 
nisse der  Luftbewegungen  möglichst  genau  zum  Ausdruck  brachte. 
Zum  Verständniss  des  Folgenden  wird  es  also  nötig  sein,  die  ge- 
nannte Arbeit  einzusehen,  von  welcher  wir  glauben,  dass  dieselbe 
vermöge  der  Wichtigkeit  der  darin  behandelten  meteorologischen 
Priucipien  einiger  Aufmerksamkeit  wert  erscheint. 


I. 

Die  Kräfte,  welche  auf  ein  Luftteilchen  einer  Cyklone  ein- 
wirken, sind:  die  Centrifugalkraft,  die  Gradientkraft  FXl  uud  die 
ablenkende  Kraft  k = 2wsiny  der  Erdrotation,  unter  tp  die  geogr. 
Breite  des  bewegten  Punktes  verstanden.  Diese  letztere  Kraft  zwingt 
den  Puukt,  sich  in  einer  Spirale  dem  Centrum  der  Cyklone  za 
nähern,  welcher  Tendenz  die  Reibung  deren  Constaute  L ist,  ent- 
gegenwirkt. Der  Ablenkungswinkel  w der  Wiudbahu  von  den  Gra- 
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dienten  der  cirkular  gedachten  Isobaren  ist  also  vornehmlich  ab- 
hängig von  diesen  Grössen,  und  ebenso  ist  es  die  Geschwindigkeit 
v — a yj cos  , worin  y eine  Grösse  bedeutet,  welche  vom  Radius- 
vector  r des  Punktes  abhängt.  Die  allgemeinen  Gleichungen  sind 

.Fsin  ip  = v A + r~  sin  -f-  f sin 9°  cos  ip  cos  e 

1) 

(lv 

F cos  =»  k v -f-  — sin  tp  cos  <p  sin  s 

in  welchen  f eine  meridionale  Kraft  bezeichnet,  uud  t den  Winkel 
bedeutet,  den  die  Strömung  mit  dem  Parallelkreis  bildet.  Die  Elimi- 
nation von  F führt  unter  Benutzung  von  v auf 

Acos tp  — Asinip-j-a  sin y (r—  -f-  -r)  -j ~ «=  0 

' r V tgr  ' drj  1 cost \)  dr 

d.  i.  auf 


r ist  die  sphärische  Entfernung  des  bewegten  Punktes  vom  Mittel- 
punkt der  Cyklone. 

Die  vorstehende  wichtige  und  merkwürdige  Gleichung  ist  von 
uns  a a.  0.  mehrfach  behandelt  und  integrirt  worden , indem  von 
ihr  die  Kenntniss  des  Ablenkungswinkels,  die  Grösse  der  Geschwin- 
digkeit und  die  Werte  des  Luftdrucks  an  den  verschiedenen  Stellen 
der  Cyklone  abhäugt. 

Wir  wollen  nun  an  dieser  Stelle  auf  einen  Punkt  aufmerksam 
machen,  der  bisher  noch  nicht  erledigt  worden  ist,  dessen  Wichtig- 
keit aber  eine  genauere  Untersuchung  um  so  mehr  verdient,  als  von 
ihm  eine  Menge  Ungleichheiten  herrühren,  die  man  bisher  nicht 
weiter  beachtet  hat 

Es  betrifft  den  Ausdruck  A = 2W  sin  <p  der  ablenkenden  Kraft 
der  Erdrotation,  der  bisher  in  allen  Cyklonenberechnuugen  als  con- 
stante  Grösse  angenommen  wurde,  dies  aber  keineswegs  ist,  vielmehr 
namentlich  in  ausgedehnteren  Depressionen  in  erheblichem  Grade 
von  der  Polhöhe  abhängt. 

Für  genauere  Berechnungen  ist  es  daher  nicht  gestattet,  A als 
unveränderlich  zu  betrachten,  und  es  wird  der  Zweck  der  folgenden 
Auseinandersetzungen  sein,  diesen  Einfluss  in  Rechnung  zu  ziehen. 

18* 
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Wir  müssen,  um  sinqp  anders  auszudrücken,  auf  das  sphärische 
Dreieck  zwischen  dem  Centrum  <jp#  der  Cyklone,  dem  bewegten 
Punkt  <p  und  dem  nächsten  Pol  zurückgreifen.  Wie  früher  sei  der 
Winkel  zwischen  r und  <p0  wieder  welcher  also  mit  der  Be- 
wegung wächst,  daun  ist 


sin  <p  = sin  gt>0  cos  r — cos  sin  r cos  # 

mithin 

^ d tg  » , / du  1 k \ .2« 

3)  dr  +(yi+t«r-«J/JtgV+  ayBm  ^C08r  - C0B  Bln 

Es  ist  aber 


cos#)  «=»  0 


d& 

dr 


tg» 

sinr 


also 


. d» 

tg»  = -sm  rj-r 


und  dies  eingesetzt  in  die  obige  Gleichung  giebt 


d*& 

dr* 


/ , du  k\d»  2(0  . 

-4-  ( 2cotr  -| 5 IT“  — — sin<jpttcoti 

1 \ 1 ydr  ay/ dr  ay 


2(o 

-f-  — C08?>0CO8#  = 0 


Dies  ist  die  genaue  Differentialgleichung  der  Cyklone,  in  welcher 
y den  Wert  ausdrückt  der  über  die  Art  der  cyklonalen  Bewegung 
entscheidet  Sie  ist  eine  nicht  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  deren  Integration  wegen  des  Eintretens  von  cos#  Schwie- 
rigkeiten uuterliegt  Mau  kann  zwar  statt  der  Yariabelen  # eine 
andere  einführen,  z.  B.  setzen  tg$#  = z,  und  man  würde  erhalten 


d*z 

dr * 


A . dy  k.  \ dz  ' 2(0  . , , 

+ (2c0,r  + J - ay  / dr  ay  BIQ  cotr  (’  4“ **) 


2a) 

+ — COS^tU—  **) 


0 


welche  aber  ebenfalls  den  bekannten  Regeln  der  Integration  Trotz 
bieten  dürfte.  Dahingegen  können  wir  noch  eine  dritte  Form  auf- 
stellen, welche  auf  der  Relation 


beruht.  Hiernach  ist 


dr 

— «=*  — v COS  y>  «=>  ay 


tgy  ==• 


Sinr  dr 
ay  dt 
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und  man  hat  nach  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  die  entsprechende 
Formel 

dtt 

4)  — 2a^cotr)™-f-2acoy(cos^0cosO‘—  sin  gp#cotr)  =0 


Wenn  nun  auch  diese  Gleichung  im  allgemeinen  nicht  integrabel 
ist,  so  könen  gleichwol  au3  ihr  mit  Hülfe  der  Sectorcngoschwindig- 
keit  einige  merkwürdige  Beziehungen  abgeleitet  werden,  welche  mit 
andern  Reibungsprobleraen  in  Zusammenhang  stehen. 


Wir  führen  die  Soctorcngoschwindigkeit 

S 

darin  ein  und  erhalten 


*"nr  5T 


5)  — +Ar<S+aojy8inr(cos9)08inrcos^  — sinqp0cosr)  — 0 
oder  einfacher 

(iS 

jT~\~kS  “ a coy  sin  r sin  cos  & 

woraus 

6)  S «=  «-«  f C’-f- 

Die  Reibung  (k)  verringert  also  die  Flächengeschwindigkeit.  Für 
k = 0 und  <p0  — 90°,  also  für  die  grosse  Cyklone  um  den  Pol 
würde  folgen  aus  5) 

S — C — Jtosinr*. 

Am  a.  0.  S.  380  haben  wir  nachgewiesen,  dass  für  das  Reibungs- 
gesetz R — • fccosr  . v die  Sectorengeschwindigkeit  durch 

k 

Sx  «=  k~2a  s^  r*"f-^T8inr° 
dargestellt  werden  werden  kann,  sofern 

sinr 

v «=  a also  y = sm  r 

COSy/ 

als  dem  Inneren  der  Cyklone  entsprechend  der  Bewegung  zugrunde 
gelegt  wird. 


> J*  ysinr  sin<p«**  dt ^ 


Gehen  wir  wieder  auf  die  obige  Differentialgleichung  zurück 
und  setzen  das  Centrum  der  Cyklone  in  den  Aequator,  so  erhalten 
wir  wegen  <p0  — 0 
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7)  - — }-  iiS-j-a  coy  sinr*  . cos#  = 0 

Ct  t 

Diese  merkwürdige  Gleichung  können  wir  mit  einer  analogen  der 
Pendclbewegung  in  Beziehung  setzen. 

Das  Zeitintegral  der  Pendclbewegung  ist  bekanntlich 

8)  7«?  + f sin  » - o 


worin  & der  vom  tiefsten  Punkte  gerochuete  Ausschlagwinkel  im 
Kreise  vom  Halbmesser  I bedeutet.  Statt  des  Pendels  kann  man 
auch  den  entsprechenden  Kreis  einführen,  in  welchem  der  schwere 
Punkt  ohue  Reibung  gleitet.  Wir  denken  uns  nun  dies  Bewegungs- 
system so  mit  seinen  parallelen  Kräften  gedreht,  dass  letztere  nicht 
nach  unten,  sondern  in  einem  rechten  Winkel  nach  links  gerichtet 
sind,  und  dass  das  Centrum  auf  dem  Aequator  liegt  oder  genauer, 
dass  die  Kreislinie  durch  einen  Schnitt  einer  Ebene  mit  der  Erd- 
kugel gebildet  werde.  Nach  der  vorausgesetzten  Richtung  der  (ge- 
dachten) Schwerkräfte  würde  also  ein  Punkt  in  diesem  von  ihm  voll- 
ständig durchlaufenen  Kreise  im  Ostpunkte  die  kleinste,  im  West- 
punkte die  grösste  Geschwindigkeit  besitzen.  Setzen  wir  nun 

& = 90°  4-  s, 

so  wird  der  jetzige  Ausschlagwinkel  identisch  mit  dem  früheren,  und 
mau  hat,  weil  in  der  Kreisbewegung  die  Flächengeschwindigkeit 


die  Gleichung 


S 


<IS 

dt 


4- o 


1 

2 cos  0 = 0 


Setzen  wir  noch  wegeu  der  Eiuhcit  des  Halbmessers  / = sinr,  so 
ist  auch 

dS  . sin  r ^ 

,u  +9~r cos9  " 0 


worin  g dio  Acceleration  der  Bewegung  bedeutet. 

Diese  Gleichung,  verglichen  mit  der  entsprechenden  reibungs- 
losen cyklonalen  Bewegungsgleichung 

{iS 

9)  j ■ - -f-  aojy  sin  r*  cos  & = 0 


zeigt  die  Verwandtschaft  beider  Bewegungen  und  mau  erkennt  deut- 
lich, dass  die  cyklonalen  reibungslosen  Strömungen,  deren  Gradienten 
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sämtlich  nach  einem  Punkt  des  Aequators  gerichtet  sind,  mit  der 
Bewegung  eines  von  parallelen  und  westwärts  gerichteten  Kräften 
angegriffenen  Punktes  im  Kreise  verglichen  werden  können.  Die 
notwendige  Bedingung  der  Identität  ist 

g «=  2 acoy  sin  r 

Wählen  wir  für  das  äussere  Gebiet  der  Cyklone  wie  früher 

y =*  1/sin  r,  so  ist  g<=-2a(o 

woraus  hervorgeht,  dass  die  im  allgemeinen  willkürliche  Beschleu- 
nigung g der  Winkelbewegung  « der  rotirenden  Erde  proportional 
ist.  Für  die  vorausgesetzte  cyklonale  Bewegung  ist  also  deren 
Flächengeschwindigkeit  gleich  derjenigen  im  entsprechenden  Kreise. 

Vergegenwärtigt  man  sich  also  die  Phasen  der  circularen  Be- 
wegung, so  kann  man  behaupten,  dass  die  Luftmassen,  welche  nörd- 
lich vom  Aequator  um  das  Centrum  der  Cyklone  herumgeführt  wor- 
den, in  beschleunigter  Flächongeschwindigkeit  sich  befinden  und 
ihren  westlichsten  Punkt  im  Aequator  mit  der  Maximal-Flächen- 
geschwindigkeit erreichen,  während  in  der  zweiten  Hälfte  der  Be- 
wegung, also  in  der  Südhälfte  der  Erde  dio  Bewegung  sich  verzögert 
und  im  Ostpuukte  ihren  minimalen  Wert  erreicht. 

Aber  auch,  wenn  das  obige  Gesetz  y = 1/sinr  nicht  geradezu 
erfüllt  sein  sollte,  so  dass  g noch  abhängig  und  also  eine  Function 
von  r ist,  so  bleibt  im  allgemeinen  der  Vorgang  ziemlich  derselbe, 
namentlich  wenn  die  Cyklonen  in  angenäherter  circularer  Bahn  ihr 
Centrum  umkreisen. 

Nicht  minder  merkwürdig  ist  es,  dass  die  Gleichung  für  reibende 
Luftmassen  vollständig  mit  derjenigen  identisch  ist,  welche  die  Kreis- 
bewegung mit  Rücksicht  auf  Reibung  darstellt.  Vrgl.  Schell,  Theorie 
der  Bew.  u.  d.  Kräfte. 


Dio  betreifende  Formel  lautet 


10) 


oder  transformirt  für  dio  Flächengeschwindigkeit  der  Kreisbewegung 


11) 


dS 

dt 


<7  sin  /* 
"2 


cos  & = 0 


welche  mit  unserer  cyklonalen  Differentialgleichung  für  <*>0=0 
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dS 

12)  ~ — f-  kS  -f-  «w^siar*  . cos#  = 0 

der  Form  nach  übereinstimmt,  wenn  y — 1/sin  r,  also 


V 


cos  fp  sinr 


ist. 


Diese  merkwürdige  Uebereinstimmung  zweier  sonst  in  sich  ver- 
schiedenen Bewegungsformon  ist  recht  geeignet,  die  eine  durch  die 
andere  zu  erläutern.  Wie  gross  auch  die  Reibung  ist,  die  Bewegung 
in  den  westlichen  Quadranten  wird  im  allgemeinen  diejenige  in  den 
östlichen  übertreffen 

Verlassen  wir  nun  den  Aequator  und  lassen  eine  Cyklone  in 
einer  beliebigen  Breite  n entstehen , so  ändert  sich  die  Gleichung 
insofern,  als  noch  ein  weiteres  Glied  zu  derselben  hinzutritt.  D.  h. 
es  ist 

dS 

13)  -j£  -f-fcS-f-ß coy  cos  <p0  sinr2 COS # — aojy sin  <p0  sinr  cos  r *=  0 

Für  das  äussere  Gebiet  y = 1 : sinr  folgt  also 
dS 

14)  — -|-  kS  = — a w cos  sin  r cos  #-f- arcsin  <p0  cos  r 

In  den  nördlichen  Quadranten  ist  cos#  negativ;  und  da  nunmehr 
noch  das  Schlussglied  arcsin  9>0  cosr  hinzugetreten  ist,  so  herrscht  in 
diesen  Gebieten  der  Cyklone  eine  beschleunigte  Bewegung  zum 
Westpunkt  derselben,  während  in  den  südlichen  Quadranten,  wo 
cos#  positiv  bleibt,  die  Flächengeschwindigkeit  gegen  den  Ostpunkt 
abnimmt.  Diese  Unterschiede  wachsen  mit  der  graphischen  Breite, 
wie  aus  der  allgemeinen'Gleichung 


hervorgeht. 


flS 

dt 


kS  = a coy  sin  r . sin  y>  cos 


Auf  alle  Fälle  erhalten  die  cyklonalen  Luftmassen  in  Folge  der 
Rotation  der  Erde  eine  wesentliche  Beschleunigung  welche  in  einem 
der  westlichen  Quadranten  zu  ihrem  Maximum  gelangt. 

Um  nun  für  eine  beliebige  Lage  der  Cyklone  die  Differential- 
gleichung mit  der  entsprechenden  der  Kreisbewegung  zu  ver- 
gleichen, denken  wir  die  oben  genannten  Parallelkräfte  g nicht  mehr 
nach  Westen  wirkend,  welcher  Fall  dem  Aequator  entsprochen 
würde,  sondern  in  die  Nordwestrichhing  parallel  verschoben,  und 
zwar  um  den  Winkel  <p0  der  geogr.  Breite. 
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Da  wir  # von  Süden  über  Osten  rcchucu,  S aber  von  der  Nord- 
westrichtung über  Süden,  so  ist 

ö - n + 90°  + » 

und  so  folgt  für  die  Bewegung  im  Kreise 
dS 

15)  ^ fcS-j-^sin r cos?0 cos# — sin  r sin?,,  sin  # =■  0 


und  für  die  cyklonale,  wonn  y — 1/sin  r 
dS 

16)  — -f-  kS  -f-  au  sinrcosqpy  cos  # — a»sin?0cosr  =0 


Setzen  wir  also  wiedor  <7  =■  2 a«,  so  werden  in  beiden  Glei- 
chungen die  3 ersten  Gliedor  identisch,  die  letzten  nicht,  wogegen 
aber  dieselben  in  den  Zeichon  überoinstimmen , wenigstens  in  der 
Bewegung  in  den  östlichen  Quadranten. 

Hiernach  steht  fest,  dass  auch  ira  allgemeinen  Falle  der  cyklo- 
nalen  Bewegung  auf  der  nördlichen  Halbkugel  die  Flächengeschwin- 
digkeit derselben  nach  dem  nordwestlichen  Quadranten  hin  zunimmt, 
und  dass  sio  mit  der  reibendeu  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
im  verticalen  Kreise  verglichen  werden  kann.  Da  nun  der  Ablen- 
kungswinkel 1//  mit  der  Geschwindigkeit  wächst,  vermöge 


ay 

cos  W = — 

V 

oder  für  y — sinr  nach  früherem 


. Z&)  . a 

17)  tgt  = 

ist,  so  ist  für  wachsende  a der  Ablenkungswinkel  in  der  östlichen 
Hälfte  der  Cyklone  kleiner  als  in  dor  westlichen. 


Diese  Erörterungen  bezogen  sich  im  allgemeinen  auf  die  Flächcu- 
geschwindigkeiten.  Indessen  kann  man  auch  die  Formeln  für  die 
Winkelgeschwindigkeiten  beider  Bewegung  in  Beziehung  setzen,  z.  B. 
wenn  man  durch  Einführung  von  y = tgr  das  innere  Gebiet  zu- 
nächst berücksichtigt.  Für  diesen  Teil  der  Cyklone  hat  man  dann 
wegen 


d$  2 (i  coy 

-J-  0 — 2er y cot  r)  — - -f-  - (cos  <p0  sin  r cos  0-  — sin ?# cos  r) 


0 


die  Gleichung 
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öl  sin  <jp0  = 0 


im  (tl&  , ^ d&  . 

lö)  fit%  mr\K  — 2a)  , -f  2a  w cos  <f>0  tg r . cos  & — 2a 


und  für  die  Kreisbewegung 


19) 


d*&  , , d$  , g 

dt*  ~^~kdt  + icm&  = o 


Beide  Gleichungen  lassen  im  allgemeinen  Vergleichungen  zu, 
welche  das  oben  Gesagte  zum  Teil  bestätigend  wiederholen.  Die 
vorletzte  Gleichung  ist  iutegrabel,  wenn  n 90°  oder  die  Cvklone 
den  Pol  zum  Centrum  hat.  Sic  wird  daun 


20) 


d*d- 


dtt 


dl*  +^-2a)  ~u  - 2«*> 


woraus  wegen 


« tffr 


und 


oder  wegen 


V = 


folgt 


21) 


cos 

d&  2 coa 
dt~k= 

2 coat 

“ t=2«+  C* 
d&  sinr 

T uud  y:=tgr 

2 tu  COS  r . 

tgrjj  = 2 - -j-C’cosre-(*-2«)# 

sinr  = sinr#c-a/ 


und  wenn  man  sich  auf  die  polaren  Zonen  beschränkt,  die  äqua- 
torialen also  ausschlicsst,  als  Gleichung  für  den  Luftdruck 


Pr — Pv  , , 2a0)s  . 2 a*to  . « 

__  — — aA:log  cosr  Sin  r2  -J — C sm  r 


2a)2a* 

a2 log  COSr—  ^ (tg  r2  + 2 log  COS r)-f ^ sin r* 

Tc  2k 

4 üia3  C.a  a*  C*  . a ^ 
k(k  — 2a)  Smr  + 2 (k—a)  8Ulr 


oder  einfacher 
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22)  tg  (p 


Pr-Pv 


2 co 


k — 2« 


- cos  r 


(,  H 

yl  — csinr  / 


a1 


, ~ . 2ao)*(k  — ö)sinr* 

-oilogCOSr tgj  | 


X \1- 


ao 

k — a 


2 


810r 


II. 


In  Bezog  auf  die  Hauptgleichungen  der  cyklonischeu  Bewegung 


. « , v*  siu  ip  vdw 

Fsm  xb  = 2wv  cos r H : = 0 

^ tgr  dt 


dv 


/'cos  tp  — lev  -f-  = 0 


können  wir  leicht  ein  Integral  für  den  Fall  aufstellen,  dass  keine 
Gradientkräfte  wirksam  sind.  Aus 


dxl) 

dt 


dxp 

— -J-  v COS  1p 
dr 


folgt  nämlich  aus  der  ersten  Formel 

dsinu»  . . , 2wcosr 

+ cot  r sin  ip  + — 

und  vermöge  der  zweiten  oder 

dv  k 


dr  COSip 


0 


2(o  COS  r 

~T  t , rfsinip 
cotrsm  (p-f-  — -j — 


Ferner  ist  nach  einer  Differentiation 


r/*sin  t p , 1 dsin  y „ 

H : : 8inU'C0trz  = 

I am  m s*s\a  w«a  • 


dr 2 1 sin  r COS  r dr 

oder  einfacher,  wenn 
eingeführt  wird, 


/ . , d sin</A 

k 1 sinipcotr-j- — 1 

2(0 cos  ipeosr 


u =*  sinrsinip 
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d*u 

23)  — 2cot2r 


du 

dr 


&tgi 


du 


drt  • dr  2»  V 8in  r*—u*  * dr 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Trägheitscurvo  für  reibende 
Bewegung.  Für  reibungslose  ( k — 0)  wird  aus  ihr 
C *-f~  G)C08  r*  , . C-\-  » COS  r* 


24) 


u = 


v 


also  sin 


v sin  r 


Ist  dagegen  w = 0,  die  Erde  also  rotationslos,  so  folgt 

25)  u *—  C = sin  r sin  t/; 

und  das  ist  der  Clairaut’sche  Satz. 


Wir  wollen  noch  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  einen  spe- 
ciellcn  Fall  ableiten,  indem  wir  nämlich  die  cyklonalen  Bewegungen 
als  in  einer  Ebene  vor  sich  gehond  botrachton.  Dieselben  verein- 
fachen sich  dann  in 


26) 


vdtü  . . dv 

/SlUI t /C08T/>  = ^ 


l = 2«  sin  (p 


Die  X- Achse  sei  nach  Westen,  die  F- Achse  nach  Norden  ge- 
richtet. Man  hat 


also 

und 


dx  tly 

--  — vcost/;,  ^-^rsiny' 

x”  ■=»  — v sin  y y'  -j-  v cos  y>,  y"  — » cos  y y'  -f-  »'  sin  y 

vdy  n • n 

— a x 8in  v~y  cos  y 


mithin 


woraus 


oder 

27) 


~ =»  ^cost^-j-^sinv; 

dt 

/sin  y = Xv  + x sin  y - y”  cos  y 
f cos  y = kv  -\-x"  cos  y -f-  y”  sin  qp 

f *=  kx‘  Xy‘ -\-k' 

ky‘  - xx'  - j r 

d*X  clx  dy 

d*y  __  dy  dx 

dt*  ~ dt  ' * dt 


folgt,  welche  Gleichungen  zuerst  von  Herrn  F.  Roth  aufgestellt  worden 
sind. 
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m. 


Einige  bemerkenswerte  Sätze  folgen  noch  aus  dem  Integral  der 
Gleichung  2) 


28) 


°y 

C0S1 \) 


Man  kann  nämlich  nach  den  Werten  ton  y fragen,  welche  dem 
Anfangs-  und  Endzustand  der  cyklonischen  Bewegung  zukommen. 
Im  allgemeinen  werden  die  Werte  von  0 oder  90°  verschieden  sein, 
während  aus  der  obigen  Formel  für  r *=  0 ein  Wert  y = 90°  zu 
folgen  scheint.  Da  es  aber  Vorkommen  kann,  dass  mit  dem 
Nenner  auch  der  Zähler  dos  obigen  Ausdrucks  verschwindet,  so  ist  es 
möglich,  dass  für  die  Grenzverhältnisse  der  Cyklone  der  obige  Quo- 
tient sich  in  der  Form  fl  darstellt,  weshalb  für  die  Auswertung  der- 
selben eine  Differentiation  seiner  Glieder  nötig  ist  Differentiiren 
wir  also  in 


29) 


den  Zähler  und  Nenner,  so  erhalten  wir  wegen  X = 2cosinr 


30) 


tgt  = 


2 co  sin  qp 
ady 

k — — ay  COtr 


welche  Gleichung  den  Ablenkungswinkel  zu  Anfang  oder  Ende  der 
cyklonischen  Bahn  bestimmt. 


Um  eine  Anwendung  davon  zu  geben,  führen  wir  das  schon 
früher  aufgestellte  Gescbwindigkeitsgesetz 


31)  v 


asinnr 
cosy  ’ 


y — sin  nr 


ein,  aus  welcher  wir  nach  den  Formeln  85)  bis  89)  S.  206  die  fol- 
gende (verbesserte)  Relation  entwickeln. 
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qon  M “?  /logCOtinr— COßJwr  , , ns  - 4 

J2)  '* * “ n*  Tinr"  V ~+i-  ~ 6,,*' 

(n®  4)  (9n*  4) 

H i2Ön* — 1 C08J«r*) 

, (»* — 4)  (9»*  — 4)  (25«®  — 4) 

“*“  504Oi 6 (t—l  c°s  + icos  inr 4) 

+ • • 

p**8in«r/  l 1 . \ 

0=3  2un — V1  ktß'*'~  ic03wr4-2^8in«rcotrtg^*  ) 

Hierin  ist  — = 2 und  6’  = 0. 

an 


dy 


Setzen  wir  nun  wegen 

y = sin  nr,  — = nCOSnr 
tfr 

diese  Beziehungen  in  die  Formel  für  tgy  ein,  so  folgt 

An>  2o)sina) 

33)  tgrft  — j - — — r 

r k — an  COS  wr — acotrsinnr 


Im  Anfang  der  Bewegung  ist  nun  nr  — 180°,  oder  die  Geschwindig- 
keit *=*  null,  und  die  entsprechenden  Ablenkungswinkel  der  Cyklone 
folgen  aus 


34) 


tgi Pa  = 


2dj  sinqc 
fc-f-a«  * 


va  — 0 


tg^e 


2 co  sin 

k-  2a«1  re  0 


Zunächst  bemerkt  man,  dass  die  Ablenkungswinkel  in  der  Cyklone 
stetig  zunehmen. 

Setzen  wir  nun  in  32)  statt  nr  den  Grenzwert  180*  ein,  so  folgt 

2A  /2  . 2 «®  -4  2 (ns — 4)  (9n*  — 4) 

— 3*8in  r \n  + n * 6n*  + « 120  n«  * 

und  da 

2 2 2 «*  — 4 

A-  — 2a«,  sinr  =sin-  90°  = --J ^ + • . . 

n n 1 « 6«2  1 

so  folgt 

A 2cö  . 

tg*a  = 511.3^- sin* 
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was  mit  der  obigen  Formel  wegen  k ==■  2 na  übereinstimmt.  Diese 
letztere  Bedingung  bringt  es  mit  sich,  dass  in  beiden  Formeln 

y,  = 90° 

ist,  und  man  erkennt  aus  diesen  Bestimmungen,  dass  die  Grenz- 
gleichung 30)  genau  ist. 

Daraus  ergeben  sich  nun  einige  weitere  Folgerungen. 

Denken  wir  uns,  dass  auf  der  nördlichen  Hemisphäre  sich  eine 
Cyklone  gebildet  habe,  deren  südlichster  Punkt  etwa  den  Aequator 
berührt.  In  dem  Grenzkreise  beginnen  die  Strömungen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit ==»  null  und  werden  durch  die  Erdrotation  um  so  be- 
deutender von  ihrer  zunächst  nach  dem  Centrum  gerichteten  Be- 
wegung abgelenkt,  so  nördlicher  die  Strömungen  sind.  Hiernach 
zeigt  die  Formel 

2<osin  cp 

w*  = T+^r 

dass  der  Ablenkungswinkel  der  Strömung  um  den  aequatorialen  Berüh- 
rungspunkt — null  ist,  so  dass  also  nur  au  dieser  Stelle  die  ein- 
geleitete Bewegung  zunächst  nach  Norden  gerichtet  ist.  Jo  weiter 
wir  uns  aber  auf  der  Peripherie  des  Grenzkreises  von  dem  voraus- 
gesetzten Berührungspunkt  nach  Norden  entfernen,  also  zu  höheren 
Breiten  gelangen,  um  so  grösseren  Ablenkungswinkel  werden  wir 
begegnen,  die  demnach  im  nördlichsten  Punkt  ihr  Maximum  erreichen. 
Hieraus  ist  ohne  weiteres  erklärlich,  weshalb  die  verschiedenen  Teil- 
gebiete der  Cykloneu  verschiedene  Ablenkungswinkel  haben,  und 
warum  sie  in  den  nördlichsten  Quadranten  grössor  sein  müssen,  als 
in  den  südlichen,  wogegen  in  den  östlichen  im  Vergleich  zu  den 
westlichen  kein  Unterschied  obwaltet. 

Ferner  zeigt  die  Formel,  dass  für  grössere  Reibung  ein  kleinerer 
Ablenkungswinkel  eintritt,  und  dass  dies  auch  bei  grösserer  Ge- 
schwindigkeit der  Fall  ist,  da  v von  a abhängt. 

Was  den  Einfluss  von  n betrifft,  welcher  Coefficient  in  Bezug 
auf  die  Ausdehnung  der  Cyklone  eine  Rollo  spielt,  so  sieht  man, 
dass  für  grössere  n,  also  bei  kleineren  Ausdehnungen  der  Ablen- 
kungswinkel kleiner  wird. 

Unter  allen  Umständen  hat  natürlich  w oder  die  Rotationsge- 
schwindigkeit dem  massgebendsten  Einfluss. 


• Am  Eude  der  Bewegung  ist 
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tg  V* 


2 co  cos  cp 
k — 2na 


also  xf>e  > yut  und  ist  im  Grenzfall,  wenn  k = 2 na,  gleich  90°. 


Bei  anticyklonaler  Bewegung  dagegen  gelten  die  Formeln 


35) 


tg^«  — 


2wsin  cp 
Ä:-|~  2h«1 


tgtfc 


2(osin  qp 
k — an 


welche  Werte  kleiner  als  die  der  cyklonalen  Bewegung  sind. 


Es  scheint  nützlich  zu  soin,  die  Grenzwerte  für  die  schon  früher 
betrachteten  Fälle 


a 


v 


COS  sinr’ 


sin  r 


des  äussern  Gebietes 


und 


a 


v 


COS1 Jt 


tg  y — tg  des  inneren  Gebietes 


einer  Cyklone  zu  berechnen.  Man  findet  beziehungsweise 


tg  Va 


V 


tg^« 


k — a 


welche  mit  den  entsprechenden  Werten  in  VII.  a.  a.  0.  geuau  über- 
einstimmen, da  a — c ist. 


IV. 

In  den  bisherigen  Berechnungen  waren  wir  immer  davon  aus- 
gegangen, zunächst  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  aufzu- 
stellen , aus  demselben  vermittelst  einer  Differentialgleichung  ein 
Integral  für  den  Ablenkungswinkel  zu  finden  und  durch  eine  noch- 
malige Integration  den  Ausdruck  für  die  Luftdruckdifferenzen  zu 
gewinnen. 

Die  Gleichungen  waren 


V 


ay 

COS  tp 


dtgy 

dr 


36) 


/dy  ,1  k\  A , k 
+ (jT<7r  + ~ ay)  ‘g  ^ + «5,  “ ° 


«V 
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Wie  wir  schon  früher  bemerkt,  haben  wir  vermittelst  dieser 
Gleichungen  einen  bedeutenden  Teil  der  atmosphärischen  Bewegungen 
zu  erklären  versucht,  indem  wir  zunächst  über  y als  Function  des 
Radiusvector  eine  dem  inneren  oder  äusseren  Gebiete  der  Cyklone 
entsprechende  Annahme  machten.  Um  z.  B.  die  Verhältnisse  für 
den  Nordostpassat  hinsichtlich  seiner  Geschwindigkeit,  Ablenkungs- 
winkel und  Luftdruckdifferenzen  zu  berechnen,  würden  wir  für 
dessen  anticyklonale  Bewewegung  zu  setzen  haben 

o sinr 

v =• , also  y =■  sinr 

cos  V' 


£co  a 

37)  tgip  = jTLj_2ä  “I" e 8in r vergl.  F.  124)  a.  a.  0. 

- {1+1)  O+csJs?)  ““’-o*) 

4 a8  ©*  sin  r02  | / sin  r0 

(Jb-f-2a)*“  V~  \8iirr 


+2 


2a*cö28inr02  I /sinr0\a 

(fc-f-2a)(£-f-a)  \ \sinr  / 


Nimmt  man  als  Grenzen  des  Nordostpassates  theoretisch  die  Grenzen 
<p  =*  30°  und  cp  = 0,  also  r = 00°  und  90°  und  nehmen  an,  dass 

a — 0,00000333  = 2,1  lw,  k = 0,0000364 

und  zwar  auf  Grund  des  Reibungsgesetzes 

R = &C08  rv 


so  werden  die  Potenzen  von  sinr0/sinr  sehr  kleiu,  und  die  Luft 
druckformel  wird,  wenn  der  Anfangswert  von  «=  0 ist, 


38) 


4a*  co2 
(fc-f-2  a)* 


“ I (a+1)  0+«q^) 

O+sfc) sinroi 


COS  r0* 


Führen  wir  hierin  die  obigen  Constanten  mit 


o)  - 0,0000729,  r0  — 60° 


ein , so  folgt  nach  Reduction  auf  die  Barometerstände  zwischen 
Aequator  und  30°  Breito  auf  Grund  der  Relation 

Arch.  d.  Math.  u.  Phjs.  2.  Reiho,  TI.  XII.  19 
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760 

“ 10333  <7 


{Pr  - P0) 


ba  — b9  — — 9,2  mm. 


Ist  also  der  Luftdruck  am  Aequator  757 mm,  so  ist  er  iu  30° 
geogr.  Breite  766,2mm,  ein  Resultat,  welches  den  wirklichen  Ver- 
hältnissen ziemlich  gut  entspricht. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  beginnt  mit 

va  — — 2,11  . ^-j/3  = 1,8m 

und  endet  am  Aequator  mit  9m,  indem  dort  der  Ableitungswinkel 
bis  zu  76°  gewachsen  ist. 


Diese  Zahlen  sind  selbstverständlich  nur  hypothetische,  und 
ändern  sich  mit  der  Annahme  der  Constauten  Im  allgemeinen  aber 
dürften  sie  der  Wirklichkeit  entsprechen,  wiewol  die  Grenzen  der 
Passate  andere  sind,  als  diejenigen,  welche  wir  der  Bequemlichkeit 
der  Rechnung  wegen  angenommen  haben. 

Will  man  für  den  unteren  Passat  unter  zu  Grundelegung  des 
Reibungsgesetzes 

JR  = k COS  r . v 


die  Geschwindigkcitsformel 

1 


39)  v - — 


a 


cosy  sinr 

benutzen,  so  erhält  man  für  den  Ablenkungswinkel 


2co 


k . 4 
— 5-  smr 
2a 


40)  tgi p — 

und  für  die  Luftdruckdifforenzeu 

= _ (ah  + log8-!"  - - - — L) 

(J  \ ' k ) b8inr0  2 \sinr*  sin  ryv 


41) 


203*0*  „ _ /* 

— (cotr*  — COt r0*)  — a co  C j 


2c öo*C  r e 2ax  . o*C*  /»  c 

+ r~  /— rfa  + ~r 


kx 

2 ad? 

x 

k 

— -x 


Hierin  bedeutet 
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c 


3 k 

2«  8a  . 
c , 81Ü  r* 


x 


Die  Anfangsbewegung  des  Passates  ist  also  zunächst  von  Nord  nach 
Süd  gerichtet,  und  zwar  in  30°  Breite.  Demnach  ist 


42)  tg^ 


- — (sinr*  -I) 


) 


Die  Integralo  können  vermittelst  der  Gammafunctionon  in  Roiheu 
ausgedrückt  werden.  So  ist,  wenn 

k 


k 


1 2« 


Im  allgemeinen  sind  diese  Glieder  sehr  klein,  soweit  sie  sich 
auf  die  beiden  Grenzen  des  Passates  beziehen,  und  so  wird  hierfür 
die  Luftdruckdifferenz 


43) 


Pa- PQ 

a^Q 


“ - i \ (X+1f)  l0«  * +*  + 


6w2 

~k* 


also,  wenn 


« = 0,000000333,  k « 0,0000  364  ist, 

19* 
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bm  — b0  = 10,5  mm 

Der  Luftdruck  in  80°  Breite  ist  also  jetzt  um  10,5  mm  grosser  als 
am  Aequator. 

Aus  diesen  Beispielen  erhellt,  dass  man  aus  v zunächst  and 
dann  b erhält. 

Es  [ist  indessen  noch  möglich,  » zu  bestimmen,  wenn  ^ als 
Function  von  r bekannt  ist 

Wie  aus  der  Differentialgleichung  für  t gtj>  hervorgeht,  kann 
man  dieselbe  umgestalten  m 

«)  d£  + (c°‘r+ »+ ^ - 1 = o 

und  integrirt 

45)  » “ sTnTtg*  (-‘/G— ) 8inr,,r) 

Ist  für  die  Berechnung  der  allgemeinen  Circulation 

A = 2w  cos  r 

darin  eingcfürt,  so  folgt 

46)  v*=>- — — -r — C — — sin r*  -4-  - / tgipsinrrfrj 

9 smrsint^v  a aj  / 

und  man  erkennt,  dass,  wenn  tgif;  als  Function  von  r gegeben  ist, 

die  Ermittelung  von  v keine  Schwierigkeiten  mehr  macht. 

Endlich  wollen  wir  noch  erwähnen,  dass,  wenn  das  Gesetz  der 
Luftdruckdifferenzen  bekannt  ist,  sich  hieraus  vermittelst  einer  Dif- 
ferentialgleichung höherer  Ordnung  die  Formel  für  die  Geschwin- 
digkeit und  damit  für  den  Ablenkungswinkel  herieiten  lässt,  welche 
Rechnung  wir  indessen  übergehen. 


V. 

Wir  wollen  noch  einige  Beziehungen  aufsnchen,  welche  in  dea 
Gleichungen  für  die  cyklonale  Bewegung  im  inneren  Gebiete  der- 
selben enthalten  sind,  und  welchen  wir  die  Form 

(k 

. , 2- 
e / sin* r\  c 

gegeben  haben. 
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Im  Folgenden  setzen  wir  dagegen  gemäss  der  Grenzen  der  räum- 
lichen Bewegung  statt  tg£r  und  sin£r. 

Wir  suchen  zunächst  das  Maximum  der  Geschwindigkeit,  indem 
wir  v differentiiren.  Es  resultirt  eine  quadratische  Gleichung  mit 
den  Wurzeln 


Wollte  man  das  obige  Geschwindigkeitsgesetz  überhaupt  der 
cyklonischen  Bewegung  zu  Grunde  legen,  so  Hesse  sich  unter  be- 
stimmten Verhältnissen  auch  noch  das  äussere  Gebiet  durch  das- 
selbe darstellen,  da  die  letzte  Formel  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit 
zuerst  einen  kleinsten  und  daun  einen  grössten  Wert  erhalten  kanu, 
welches  der  Bewegung  im  Gesamtgebiet  der  Cyklonc  durchaus  ent- 
spricht. Als  besonderer  Fall  ist  dio  Annahme  A = k zu  betrachten, 
wie  man  findet,  wenn  in, 


das  untere  Zeichen  gewählt  wird.  Hierfür  ist  n “ r§,  oder  die 
Maximalgeschwiudigkeit  fällt  in  den  Grcnzkrcis  der  beiden  Gebiete, 
während  die  Mininialgcschwindigkeit  in  den  äusseren  Teil  fällt.  Ist 


Ist  c noch  kleiner  als  4/5A*  angenommen,  so  rücken  dio  Orte 
der  beiden  extremcu  Geschwindigkeiten  noch  näher  aneinander, 
während  sie  weiter  auscinaudergchen,  wenn  z.  B.  c = k ist.  In 
diesem  Falle  ist 


welcher  Ablenkungswinkel  dem  Radiusvector  rx  entsprechen  möge. 


48) 


49) 


z B.  c . =»  so  folgt 


V 

Das  Maximum  der  Sectorengeschwindigkeit  xvsintp  findet  dann 


statt  für 


ig*  - 1 
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Das  Minimum  der  Geschwindigkeit  findet  mau  vermittelst 


das  Maximum  durch 


worin  r,  und  ra  dio  entsprechenden  Radien  bedeuten , welche  durch 
die  Beziehung 

r»rm  = r,* 

mit  einander  verknüpft  sind. 

Dio  entsprechenden  Ablenkungswinkel  folgen  dann  aus 

* i /X*  ~ x , i /W~ 

53)  tg  ih«  “ jj.  y tg  £ *4~  y i 


woraus  ühulich 

tg^itgta  = 1 also 
54)  ■— 90°  folgt. 

Diese  Längen-  und  Winkelrelatiouen  lassen  eine  einfache  geome- 
trische Constructiou  zu. 


Das  Maximum  der  Sectoreugoschwindigkeit  befindet  sich  also 
in  dem  durch  dio  Radien  r,  und  ra  begrenzten  Raume.  Die  den- 
selben entsprechenden  Geschwindigkeiten  sind 


55)  

*■  - viV'+V'-\* 

Dio  Luftdruckformel  und  die  Curvengleichung  sind  endlich  noch 


Pi- P0 


56) 


X*r*/1  k*  /3,  - r,  \2\ 

= — Gr«  + l2+l0gr-;  ) 


u 


(tg^a  - t#V) 


Das  Vcrhältniss  der  extremen  Geschwindigkeiten  ist 
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Ist  Z.  B. 


also  im  allgemeinen  eine  geringe  Reibung  vorausgesetzt,  so  findet 
man 

- - 0,334 

oder  dio  Minimalgeschwindigkeit  ist  ungefähr  l/3  der  maximalen. 
Wenn  also  k < X ist,  so  kann  man  für 

kr 

f)  msa  ■ ■ ■ 

2 cos  ip 

zwei  Gebiete  der  Cyklonc  der  Rechnung  zu  Grunde  legeu,  in  wel- 
chen zuerst  zuuehmende  und  dann  abnehmende  Geschwindigkeit  auf- 
tritt.  Nur  ist  daun  das  äussere  Gebiet  kleiner  als  dasjenige,  welches 
der  Beziehung 

c 1 

v = . - 

cos  r 

entspricht.  Immerhiu  ist  dieser  engere  Fall  von  Interesse,  schon 
deswegen,  weil  für  beide  Gebiete  oiu  Geschwindigkeitsgesotz  genügt. 
Dieser  Fall  entspricht  übrigens  demjenigeu,  welchen  wir  schon  bei 
der  Berechnung  der  allgemeinen  Circulatiou  der  Atmosphäre  be- 
nutzt haben. 

Um  eiu  Beispiel  zu  geben,  nehmen  wir  an,  dass  sich  in  der 
Breite  von  55 ‘/a0  eine  Cyklone  gebildet  habe;  und  setzen  voraus, 
dass  k «=*  j?A  sei.  Da  nun 

A — 0,00012 

ist,  so  ist  der  Reibungscoefficient 

k = 0,000072  und 

— -=*  e* •*,  — = oder  annähernd  r,  = jrj,  r»  = |r, 

ri  r, 

Es  ist  r j der  Radiusvector  des  Maximums  der  Flächengeschwin- 
digkeit. Ist  derselbe  z.  B.  = 450 Am,  so  würden  die  Radien  der 
Minimal-  und  Maximalgeschwiudigkeit 
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r =»  675  A:m,  ru  =■  300  Arm 
sein,  mit  den  Ablenkungswinkeln 

i^  = 18V2°  ^a  = 7lV,° 
and  den  Geschwindigkeiten 

t>,  25,5  m va  = 34  m 

Die  Luftdruckformeln  für  die  bezeichneton  Orte  sind 


57) 


Fi  — P0  Aar,3 

Q 4 

7«  7^  rg 

? ~ 4 


8 


(5  -3}/l-£). 

(5  + 3 j/l  ^*) 


und  die  Barometerdifferenzen  nach  der  Formel 


b b°a  10333</P  P°* 

bi  — b0  «=*  41,3  mm  &0 — 60  = 23,2  mm 

In  der  Entfernung  von  4501m,  wo  die  grössto  Flächengeschwin- 
digkeit eintritt,  ist 

rx  = 450  fern,  1/Zj  — 59°  vx  «=*  31m,  bt  — b0  *=*  28,3  mm 

Der  mittlere  Sturmgradient  in  dem  Cykloueuraumo  zwischen 
675  und  450A*m  ist  demnach  6,4mm,  der  zwischen  450  und  300  Ami 
ist  3,7  mm,  und  der  im  inneru  Raume  8,6  mm,  im  Centrura  ist  natür- 
lich der  Gradient  = null. 


Diese  Zahlen  beziehen  sich  auf  Durchschnittswerte.  Im  allge- 
meinen muss  man,  um  genaue  Werte  zu  erhalten,  verfahren  wie 
früher.  S.  S.  186.  a.  a.  0. 


Wir  wählen  noch  ein  Beispiel.  Die  Reibung  sei  geringer,  nämlich 

k = 0,00004 

der  Oberfläche  des  Meeres  etwa  entsprechend.  Die  geogr.  Breite  des 
Centrums  sei  wieder  55 1/2  °,  also 

X — 0,00012, 


demnach 


D ie  grösste  Flächengeschwindigkeit  findet  statt  in 


Digitized 


Oekinghaus:  Zur  Mechanik  der  atmosphärischen  Bewegungen.  297 

fj  = 450  km 

Entfernung  vom  Contrum.  Dann  findet  man  folgende  Werte 

r,  im  Minimum  720  Am  y%  = 9° 50',  i>,  14,9 m bi—b0  = 39,3  mm 

rj  450  fcw  y1  — 71°  30',  vt  ~ 27  m bt  - b0  — 32,2  mm 

r0  im  Maximum  281  km  ya  = 80°  10',  vv  = 32,2  bu— h0  =»  21,5  mm 

Es  gewinnt  hiernach  den  Anschein,  dass  man  für  den  Grenzfall 
c = k < X das  Gesetz 

er 

v “*  2cos^ 

für  die  ganze  Cyklone  als  gültig  ausehen  kann,  sofern  k nur  einen 
Bruchteil  von  A ausmacht,  was  in  nördlicheren  Breiten  und  auf  dem 
Oceau  der  Fall  ist  Es  steht  dann  frei , über  die  Grenze  r,  das 
G esch  wiudigkei  tsgesetz 

c 1 

v — - 

COS  y r 

herrschen  zu  lassen,  wenn  man  das  noch  für  nötig  hält. 


VI. 


Wir  kehren  nun  zu  dem  allgemeineren  Falle  zurück,  iudem  wir 
anuehmen,  dass  die  Geschwindigkeit  im  ganzen  Gebiet  derselben 
durch  die  Formel 

a sin  nr 
V COS  ifJ 

definirt  sei  und  mit  null  beginne.  Der  Ausdruck  r bezeichne  wieder 
den  Radius  der  Curve,  dessen  grösster  r0  vermittels 

nr0  = 180° 

den  Wert  n bestimmt.  Gemäss  der  Formel  nimmt  die  Geschwindig- 
keit bis  zu  oinem  gewissen  Grade  zu  und  dann  bis  zum  Centrum 
wieder  ab. 

Der  entsprechende  Ablenkungswinkel  ergiebt  sich  aus 


58)  tg  ip 


k 

tg  j nrna  ( A P smrdr  \ 
sinrSinnrV  aj  k_)'  1 

♦ l na 

tg$  nr 


2 co  sin  cp 
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Wie  wir  schon  früher  nachgewiesen,  ist  der  Ablenkungswinkel  im 
Grenzkreisc  r0  durch 

2co  sin  cp 

***“ 

und  im  Centrum  durch 

2o>sinqp 
tg  **  '■  k=2Ta 

bestimmt. 

Der  grösste  Wert  von  \ p*  ist  90°.  Dies  tritt  ein,  wenn 

k “ 2 na 

ist.  Damit  ist  auch  a bestimmt,  nämlich 

krq 

a “ 360 

und  mit  ihm  v . Da  nun  aber  A oder  2a>siu<p  eigentlich  durch 
2(u  (sin  eprf  cos  >*  — cos  g $ sin  r cos  S)  ausgedrückt  werden  müsste,  dio  In- 
tegration aber  des  letzten  in  Bezug  auf  & periodischen  Gliedes  auf 
Schwierigkeiten  stösst,  so  kann  man  immerhin  als  genauem  Wert 

A =>  2cosin^0cosr 

setzen,  worin  qp0  die  geogr.  Breite  des  Cyklonouccutrums  bedeutet. 
Die  obige  Formel  wird  dann 

tginr2  2wsinqo0  /’sinr  cosr^rX 

59)  tgtp  “ ( C — / r t — « — ) 

' ° Sill  r Sill  nr\  a J tg$n/'2  J 


und  man  kaun 


A0  =»  2«  sin  <p0  setzen. 

Wählt  man  deu  ersteren  Fall,  und  führt  ein  £nr  — x,  also 


r 

und  entwickelt  das  Integral 


2x 

n 


f 


COSar 
sin  xs 


. 2 

sin  - xdr 
n 


in  Reihenform,  so  erhält  man  nach  einer  Reiho  von  Reductioneu 
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60)  tg*  = -7- 


4A  sin  $ n r 
nk  sin  r 


log  COt  inr — COS  hnr  . n . 180 
* — i — s — ~ — h c sin  — 

COS  \nr 3 6 ?» 


(«•  X)  (ns  9)cosi 


nr* 


5! 


(n*  1)(!»  9)(»»  25)  . 

H ^7 (sCOSjnr® 


7! 

— -}cOS$nr4) 

S-Oö-Ofe-^fe-86) 

9! 

X ($COS^n ra — ^COS^nr4-{“icOs^,ir6)  • • ♦ 

Im  Beginn  der  Bewegung  ist  «r0  = 180°.  Alle  Ausdrücke  iu 

der  Klammer  verschwinden  bis  auf  5 sin  *—  und  tg  ti;  wird  = % 7 

■ 6 n 3 « 


Dies  stimmt  vollständig  mit  der  Formel  für  tg  ya  überein,  wenn 
man  darin  «a  =>  $k  setzt. 

Die  obige  Formel  ist  etwas  weitläufig.  Mau  kann  indessen  auch 
oliuo  Ileihcuontwickeluug  einen  geschlossenen  Ausdruck  für  tgt|/ 
gewinnen,  wenn  n zahlenmässig  gegeben  ist,  z.  B.  » ==•  12. 

Wählen  wir  einer  bequemeren  Integration  wegen  die  zweite 
Form  desselben,  so  können  wir  dasselbe  iu  seinem  Integral 


Sin  r COÜ  >'dr 

: — ; — 3—  umgestalten  in 
tg  jnr* 


A0  /'sin2rci:,r 

4a  J tg  6r* 


oder  wenn  2 r = u 


in 


Da  aber 


io  /*!  — a 
4a  J sin 


sin  \hil 


d cos  u. 


sin  3*4* 

sin  3m2  = (4  cos  u2  — l)2  (1  — cos  i*a) 
st,  so  kann  man  den  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen 

d cos  u 


siu  3m2 


— d cos  n 


durch  Einführung  von  cos u =°  y zerlegen  in  Partialbrüche 


1 


<3 


und  da 


(4y*  — 1)2(1  — y*>  (ly2-l)2^  4j/2-l^  1-y* 


+ 


/y 


V» 
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y 

2(V-1) 


+ fclog 


2y+l 
2y  — 1 


l log 


1 

i-y 


Vermöge  der  Relation 

2 cos  2r  -f- 1 tg  3r 
2 cos  2r  - l 13  tg  r 

erhalten  wir  schliesslich  nach  vollständiger  Roduction  und  Bestim 
mung  der  Constanteu 


61)  tgtp  = 


3A0  sin  6r  fl 


, . £-ö  I 2 log  cot  r - log  cot  3r—  cos2r 

k sinreosör3  \b  18  ° 

1 sin  4r  1 . . 2 \ 

-§.k6;-6logcotl5+3V3) 


und  die  Gradientbeschlcuuigung 


62)  Gk  — ^ Assiu  12r  ^1-f-^  cosr  tg  i \>  — ^ cos  12r 

-f-  sin  12r  cot  r tg 

A = 0,000 12,  k = 0,0000  6 


Es  sei 


I)a  » = 12,  so  ist  der  Grenzkreis  der  Cyklono  15  Meilen  = 1665  Am. 
In  der  Entfernung  von  7,5  Meilen  = 832,5km  ist  die  Geschwindig- 
keit auf  Grund  der  Formel 


k ßinl2r 
21  co  stp 


gleich  40,7  m 


und  der  Ablenkungswinkel  = 68°  18'.  Hieraus  erhält  man  als 
Gradieutkraft  ca.  7 mm.  Hierbei  ist  daran  zu  erinnern , dass  die 
vorausgesetzte  Annahme  k ==»  2 na  der  Greuzfall  der  Geschwindigkeit 
und  des  Ablenkungswinkel  ist,  welcher  letztere  im  Ceutrum  den 
höchsten  Wert  90°  erreicht,  welcher  nicht  überschritten  werden  darf. 
In  dieser  speciellen  Cyklone  erreichen  die  Geschwindigkeiten  den 
höchsten  Wert. 


Der  vorhin  benutzte  Wert  « ==>  12  brachte  es  mit  sich’,  dass 
die  Cyklone  eine  bedeutende  Ausdehnung  erhielt. 

Setzen  wir  dagegen  n «=  16,  so  ist  der  Grenzradius  durch  den 
kleineren  Wert 

r0  «=  180/16  «=  HV4  =■  1249 km  bestimmt. 

Dio  Gleichung  für  ip  ist  dann 
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8in8r  / X /*8ill2rrf2r\ 
1=3  28inrcos8r*  V 4 aj  tg8r*  / 

Es  ist  aber 

/5S-* = -f{w  -i)dc°82r 

Führen  wir  ein  cos2r  — y,  so  hat  man 


also 


d cos  2r 
sin  8r* 


1 r <jy 

16 J vV-l),(l-iV 


1 


4 

( V - l)* 


r 


d COS  2 r 

sin8r2 


1 ,n„V2y-|-1 

^5  log 


8(2/ -1)  1 16  1/2  b V2y  «=>  1 


+W+y 


1 


Demnach 


1 — y 16y 


41  sin  8r  f 1 /45,\  / 45  \ 

63)  * iin~rcoi8r{C+  i6V2lof!Cot (2  +r) cot \ 2 ~r) 


1 , _ cos  2r 

+ ijl0gC0tr-C08&— 


! 1 

16cos2rJ 


180 


C wird  so  bestimmt,  dass  der  Wert  in  der  Klammer  für  r =*  vcr- 

schwindet,  t ft  ist  an  dieser  Grenze  nicht  =>  null,  vielmehr  folgt 
sein  Grenzwert  aus 

2cosin<)p 

Die  Gradientkraft  istj 

64)  G ^ j| k* sin  16r ^l-{- ^ cos rtg j cos  16r 


-f-  £2  sin  16r  cotr  tgi 


Nehmen  wir  andererseits  — > 2 an,  so  ist  der  Ablenkungswinkel 


na 


im  Centrum  < 90°.  Es  sei  z.  B. 


- - 3 

na 


Dann  wird  der  betreffende  Wert  zu  Endo  der  Bewegung 
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. 2 a>  sing»  „An 

65) 

und  im  Beginn  derselben 


6G)  tg  i/'a  — V a f 7° 


2 co  sin  qp 
A -}-«» 


Allgemein  ist 
67)  tg  ip 


tg^nr3  / Ap  P sin  rcosrrfr\ 
rsinwr  \ a J tg|7jr3  / 


sin 


Ist  n «=  12,  also  r0  = 15  Meilen,  so  kann  man  das  Integral  wie 
folgt  schreiben,  wenn  2 /•  = u, 

A P 

— 2a  / sin2rcot6/3<Z2/-  *=  — $sm?t($cot3u*-|-l0gsiü3u) 

-f-  £ J co8ii^cot3?42-f-log8in3u)rfu 

Es  ist  aber 

J log  sin  3m  cos  m rfM  = log  sin  3m  sin  m — 3 J cot3usin?i  </m 

/ 

COS  U p 

cob  u cot  3u*  du  = — — g-  (cot  3m -f- 3m)  — i / sinM(cot3?i-{-3M)f/u 

f*  Msinwc/M  = sinM  — mcosm 

und  combinirt  unter  Beachtung,  dass 

V3  + 2 sin2r  tg  (30°  + r) 

•\/3  — 2sin2r  ° tg  (30° — r) 

ist,  und  nach  Bestimmung  der  Constantcn 


AO  . . 1 , V 3 2 sin  m 

cot 3m  sin  udu  = sinM  — 75  log  -75 — r r—, — 

2 V3  e yd  — 2810m 


68)  tgtg 


9A0  sin6r* 
2A*sin  r COS  6r4 


19  19 

16  ^3^^  cot(30°+r)  — ^logcottfO«  r) 

19  1 

+ 3öy3  log  cot  1 5°-f-  ^ cos  2 r cot  6r 

+ g siu2rcot6/-5,-f-^:  sin  2r  — 
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G 


1 g 

36 


^&lsilll2r  ^l-f~  ^ COSrtgy;  — ^ COS  I2r 

+ sin  12rCOtrtg^2^ 


k sin  1 2 r 


36  cos 

Ist  dagegen  wieder  die  Ausdehnung  der  Cyklono  eine  kleinere, 
nämlich  ■=  11  '/4  Meilen  für  » = 16,  und  wie  oben  k = 3n«,  so  ist 


69)  tgi/;  = 


6/0  sin  8ra 
&sinrcos8/-4 


C-f  £ sin  2r  cot  8r2  -f-  22  cos  2r  cot 

,37  33  . tg(45°-f  r) 

+ 32S1',2’-256l0?tg(.15<'^ 
33 


ölog 


tg(22Vs°4-r)l 

2Vi°-r)J 


128V2‘Vtt  tg(22 


G = ~ &asill  16r  ^1-f-  £ cos  r tg  — ^cos  16  r 

-f-  ^ sin  16?- cot r tg  y2^ 


k sin  16/ 


V 


48  cos  t/> 

Allgemein  ist,  wenn  n unbestimmt  gelassen, 


70)  -nJ<)  — 

**  ™ 8k  sin  r cos  £w4 


2 8 
C-j"  - cot  $nrä  sin2r  -j-  cot  |nr  COS  2 r 


71 


+ ?siu2r+(l-f  X 

/ cot  ^nr  Sin  2rd2rj 


• sin  2r  d ! 

Wenn  z.  B.  n — 20  und  also  dio  Cyklono  ein  Gebiet  von  1000 km 
bat,  so  ist 


15  Aq  sin  10/a 
k ^ 2 k sin  r cos  10r4 


C+  2QC°tl0r28in  2r  -J-  ^ cotlOrcos  2r 
1 . , 51  p 

+ 2 r -J-  / cot  10r  sin  2/- d kV 


Man  findet  nun  leicht 
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COt5M8in?i</tt 


1 — 12  sin  n*-f- 16  sin  m4 
5 — 20  sin  u*  -j—  1 6 sin  w4 


d sinu 


sin  n—  l sin  72°  log 


sin72°-f-sin2r 
sin  72°  — 8in2r 


£ 8in3G°log 


sin  36° -f-  sia  2r 

sin3Gu  — sin2r 


und  damit  auch  r/;. 


VII. 

Sieht  man  die  Wetterkarten  mit  ihren  vielgestaltigen  Cyklonen 
durch , so  erkennt  mau , dass  nur  in  seltenen  Fällen  die  Isobaren 
Kreise  sind.  Weit  häufiger  tritt  eine  elliptische  Form  derselben 
auf,  und  selbst  parabolische  oder  ähnliche  mit  nach  Norden  gerich- 
teter Oeffnung  sind  nicht  selten.  Diese  Unterschiede  sind  izum  Teil 
in  der  allgemeinen  atmosphärischen  Luftcirculation  mit  ihren  nach 
Norden  hin  abnehmenden  Gradienten  begründet  Zuweilen  scheint 
es  sich  zu  ereignen,  dass  die  Luftströmung  in  den  innern  Gebieten 
fast  genau  den  Isobaren  folgen.  Wenn  diese  nun  elliptisch  geformt 
sind,  so  kann  man,  wenn  die  Strömung  in  der  Ellipseubahn  selbst 
erfolgt,  nach  der  Kraft  fragen,  wolche  die  Strömungen  diese  zu  ver- 
folgen zwingt.  Allerdings  wird  im  allgemeinen  die  cyklonische  Be- 
wegung in  der  logarithmischen  Curve  cinhergehen.  Gleichwol 
wollen  wir  den  Versuch  unternehmen,  die  Berechnung  einer  ellip- 
tischen wenigstens  versuchsweise  einzuleiten. 

Dabei  nehmen  wir  an,  dass  das  Centrum  der  Bewegung  ein 
Brennpunkt  der  sphärischen  Curve  sei,  und  setzen  fest,  dass  ihre 
Gleichung 

71>  sinr  = 1=7338  ö’  8inr'  = i^Tcoa"», soi- 

Wir  bezeichnen  mit  n- die  Radien vectoren  von  den  beiden 
Brennpunkten,  deren  Entfernung  2c  sei,  und  berechnen  die  durch 
sie  gebildeten  Winkel.  Hiernach  ist 

sinrsin  0 = sinrj  sin  0,  also 

1— ecos0  8in0 
1 — e cos  0,  ""  sin  0j 

Wendet  man  auf  das  Dreieck  2crr„  welches  natürlich  durch  grösste 
Kreise  gebildet  ist,  eine  Gauss’scho  Formel  an,  so  folgt 

tg*___ 

* tgMr+ri) 

Wir  setzen  in  Analogie  mit  der  ebenen  Ellipse 
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r-f-r,  = 2a 


305 


BO  folgt 

72)  « = *£-? 

tg« 


welche  für  die  zur  Ebene  deformirte  Kugel  in 


ß «=>  - übergeht. 


Man  hat  ferner  noch 
cos — 

73)  ß=  0 0 

C08 


Da  nun 


2 


cos  r'  = cos  r cos  2<?-f- sinr  sin  2ß  cos  0 

ist,  und  r,  = 2a  — r,  so  folgt  nach  Elimination  von  8 

(sina2  — sine*) 

A — 

also 

sinr  = 


U C) 

7%—  COS  (o  r) 


sina  cos  cs 
sin  aa— -sine8  cos  (a  — r) 


sina  cos  c8  ’ 1 — « cos  8 
und  endlich  als  Curvengleichung  der  sphärischen  Ellipse 

. sin  a cos«  (1  — ß8) 

74)  tgr  = Yi 5 

cosa8/cosc8  — ßCOS0 

oder  auch 

75)  tgr  « sin  (a-fc)  sin  (a  — c) 

sin  a cos  a — sine  cos  c cos  0 

In  der  ebenen  Ellipso  schliesst  die  Normalo  mit  den  Radien- 
vectoren  gleiche  Winkel  y ein.  Ob  dies  in  der  sphärischen  Curve 
zutrifft,  wollen  wir  sehen. 

Wir  bezeichnen  mit  o den  Winkel  zwischen  dem  Vector  r und 
der  sphärischen  Tangente,  dann  ist 


tgff  “=  — sinr 


Aus 


dr 


folgt  aber 


(cos  a*  \ 

c~  § — ß cos  8 ) — » Binacosa(l— ß2)  B 
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d.  i. 
also 


— ~ . ÄCOtr 

ctgrsin0</0+-^y  dr  = 0 


. , . dS 

e sin  r*  8in  9 — = B 

dr 


tg  a 


sinacosa(l — c*) 


e sinr  sin  £ 
oder  für  das  Complement  y — 90° — a 


und  ebenso 
und  demnach 


«sinr  sin  0 

tgy  "*  sin«cosa(l  — «*) 
«sin  rx  sin  0f 

tgyi  “ sinac08a(l  — e*) 


76)  y — yx 

Bezeichnen  wir  wieder  den  Ablenkungswinkel  mit  rf),  so  ist 

77)  2y  — 2g> — 180°,  y mmm  ijj  — 90° 

und  demnach 

sin0sin  2c-+-8in2t/>sinr'  <=  0 
Wird  diese  Gleichung  differcntiirt,  so  folgt 


d& 

sin  2c  cos  0 -j-2sinr'cos2t//r//  -f-  sin  2y/COSr'  . »costp  = 0 


da 


dr.  dr 

df  “ _ dt  “ +t’c°9<|' 


ist. 


Da  nun  aus  dem  Obigen 


dS 

(Ü 


bekannt  ist,  so  folgt 


2sin  r ' cos  2xp  dtp 
v cos  tp  dt 


+ cos  r'  sin  2xi) + 2 cos  0 


(cos  c*  sin  a%  — sin  c 2 cos  as) 
sinr2  sin  0 


Drückt  man  hierin  cos£,  sin  0 etc.  durch  r und  rt  aus  und  benutzt 


cos  2c  sin  r = cos  0 cos  r sin  2c  — sin  r'  cos 
sin&cot2y>  *=  cot 2c sinr — cos r cos 0 

( 

so  erhält  man  schliesslich 


dxf)  t>sin(r'  — r)siny> 
dt  2sinrsinr' 


Da  nun  die  Gradientgleichung 
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. v*  diü 

F sin  xv  = il  v - — sin  — v — 

T 1 tgr  dt 


bekannt  ist,  so  resultirt  nach  Einsetzen  von  y>'  als  Endresultat 
78)  F 


Xv  sin  a cos  a 

j_  v& 


sm  ip  • smrsmr 
so  dass  vermöge  der  Gleichung 


79) 


sin  v / rp' 


tgr  v tg  Q 
der  Krümmungshalbmesser  der  sphärischen  Ellipse  durch 
sin  r sin  r‘ 

80)  tg  o = : — - 

’ smacos«sinig 

definirt  ist. 

Beim  Uebergang  der  Kugelfläche  in  eine  Ebene  ist 


81)  p = 


rr 


iV® 


a cos  y a cos  y® 


wie  bekannt. 


Hinsichtlich  der  Geschwindigkeit  der  Luftmassen  in  den  ellip- 
tischen Bahnen  wollen  wir  annehmen,  dass  dieselbe  sich  umgekehrt 
wio  der  Sinus  der  Normale  auf  die  Tangente  verhalte.  Dann  ist 

c 

V — — ; 

sm  /•  sin  xp 

und  die  Gradientkraft  der  olliptischen  Bewegung 


81)  Fe  = 


sin  i pi 


( * _i_  csinacosaX 
\sin  r-*"  sinr3  sin  r,/ 


Lassen  wir  die  Ellipse  in  einen  Kreis  übergeben,  so  wird 

r <=  r,  = a und  ip  =»  90° 

und  es  ist  dann 


Xc  c2 

r»,  _ | 

sin  r ' sin r* tgr’ 


X «=>  2wsin<p  vergl.  a.  a.  0.  Gl.  38) 


als  Gradientkraft  der  Bewegung  im  Kreise.  In  der  logarithmischen 
Spirale  ist  bekanntlich  ip  =>  coust.,  also  xp‘  = 0,  und  die  obige  Formel 
79)  für  den  Krümmungshalbmesser  wird  für  diese  Curve  sehr  einfach 


t SQ 


tgr_ 

sinip 


20* 
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VIII. 


Wir  nehmen  an,  dass  an  irgend  einer  Stelle  der  Erdoberfläche 
durch  Sonnenstrahlung  eine  aufsteigende  Bewegung  der  Luftm&saen 
eingeleitet  sei,  und  fragen  nach  der  Grösse  der  Ablenkung  dieses 
aufsteigenden  Stromes  in  Folge  der  Erdrotation.  Durch  den  uuteren 
Punkt  legen  wir  ein  Axensystcm,  dessen  X,  Y,  Z-Aehse  bezüglich 
nach  Osten,  Norden  und  oben  gerichtet  sind,  und  beziehen  die  auf- 
steigende Bewegung  auf  dieses  System. 

Die  allgemeinen  Formeln  für  dieses  sind 


82) 


d*x  _ (ly  ^ dz 

—Z  = 2«, sin?  - 2t» cos  q>  <u 


iPy 

dt* 


— 2 w sin  cp 


dx 

(Ü' 


d*z  dx 

d?  =-»+20)008^  £ 


und  beziehen  sich  auf  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes. 


Wir  machen  hier  indes  die  einfache  Annahme,  dass  die  Be- 
wegung unabhängig  von  der  Schwerkraft  sei  und  gleichförmig  in 
vertikaler  Richtung  erfolge,  etwa  wie  bei  einem  Luftballon.  Dann 
folgt  aus 

z'  «=»  2cocoQcpx' 

die  Beziehung 


z‘  — c-f-2et>cosqpff 


und  analog  aus 

x”  = 2co  sinqpy'  — 2wccos<p 


und  aus 

demnach  ist 
83) 


x ' =»  2{oBinqpy  — 2cö<?cos<p* 

y"  = — 2»sin<px4 
y'  = — 2cosin9x 

r ■=»  — caccoBg)^ 

y = -f- a>*  c sin  cp  cos  qp<3 


Der  erste  dieser  Ausdrücke  zeigt  nun,  dass  die  Ablenkung  der 
gleichförmig  ansteigenden  Luftmassen  eine  westliche  ist,  dass  die- 
selbe im  Aequator  ihr  Maximum  erreicht  und  an  den  Polen  null 
ist.  Die  durch  die  Rotation  der  Erde  modificirto  aufsteigende  gleich- 
förmige Bowegung  erhält  also  eine  Tendenz  nach  Westen  bzhw. 
nach  links,  eine  Tendenz , deren  Analogon  wir  bei  der  cyklonischen 
Beweguug  in  der  ablenkenden  Kraft  der  Erdrotation  wiederfmden, 
welch  letztere  die  auf  der  Oberfläche  bewegten  Körper  auf  der  nörd- 
lichen Halbkugel  nach  rechts  ablenkt. 

Wir  wollen  die  Grösse  der  Ablenkung  berechnen.  Am  Aequator 
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steige  ein  Lnftquautum  mit  der  constantcn  Geschwindigkeit  c — im 
zu  einer  Höhe  von  4000m.  Dann  ist  seine  westliche  Ableitung  in 
dieser  Höhe 


x - —4 . 0,0000729 . 10002  - - 291,6m 

Bemerkt  möge  werden,  dass  ausser  dieser  Ablenkung  noch  eine 
kleine  polare  Componente 

y = (oa  sin  <p  cos  <pt3 

auftritt. 

Es  ist  Grund  zur  Annahme,  dass  im  Inneren  einer  Cyklono  ein 
aufsteigender  Luftstrom  vorhanden  ist,  welcher  oben  abfliesst  und 
zur  Bildung  von  Luftdruckmaximis  Veranlassung  giebt.  Wcuden  wir 
auf  diesen  Erfahrungssatz  die  obige  Theorie  an,  so  zeigt  letztere, 
dass  der  aufsteigende  Strom  einer  stationären  Cyklone  eine  schräge 
Lago  erhalten  wird,  und  zwar  *ird  diese  Abweichung  von  der  Vcr- 
ticalen  um  so  stärker  nach  links  hin  verschoben  sein,  jo  bedeutender 
die  Geschwindigkeit  der  centralen  Luftraassen  ist.  Ist  die  Cyklone 
fortschreitend  und  also  ihr  Fuss  in  Bewegung,  so  wird  diese  Ab- 
weichung wahrscheinlich  am  grössten  sein,  wenn  das  Centrum  nach 
Osten  wandert.  Selbstverständlich  werden  noch  andere  Gründe 
massgebend  sein,  welche  die  schräge  Lage  der  Achse  der  Cyklone 
bedingen,  aber  der  soeben  aus  mechanischen  Principien  abgeleitete 
ist  jedenfalls  ein  mit  zu  berücksichtigender. 

IX. 

Bisher  haben  wir  auf  die  translatorische  Bewegung  der  cyklo- 
nischeu  Beweguug  keine  Rücksicht  genommen,  um  die  Gleichungen 
in  einfachst  möglicher  Form  zu  erhalten.  Stationäre  Cyklonen  dürfen 
indessen  nur  selten  Vorkommen;  die  praktische  Meteorologie  weist 
vielmehr  nach,  dass  die  Ortsveräuderung  der  Depressionen  je  nach 
den  localen  Umständen  mehr  oder  weniger  schnell  erfolgt.  Eine 
einigermassen  vollständige  Analyse  der  cyklonalen  Bewegungen  hat 
auf  dieselben  um  so  mehr  Rücksicht  zu  nehmen,  als  durch  die  ver- 
einte Wirkung  der  Rotation  und  Translation  Resultanten  entstehen, 
deren  Wirkung  tatsächlich  in  sehr  ausgeprägter  Weise  in  der  Natur 
zu  Tage  tritt. 

Man  kann  nuu  fragen,  in  welcher  Curvo  oder  Zugstrasse  die 
Wanderung  des  Cyklonencentrums  vor  sich  gehen  soll.  Wir  werden 
annehmeu,  dass  dies  in  einem  Kreise  geschieht,  welchen  der  Mittel- 
punkt der  Cyklone  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  beschreibt. 
Diese  Annahme  dürfte  sich  im  Hinblick  auf  die  durch  die  Beobachtung 
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annähernd  genau  ermittelten  Tatsachen  hinlänglich  empfehlen , da 
sie  auch  die  Rechnung  wesentlich  vereinfacht  uud  gleichwol  die 
Eigentümlichkeit  der  cyklonischen  Bewegung  hervortreten  lässt. 

Der  leichteren  Orientirung  wegen  haben  wir  die  geometrischen 
Verhältnisse  in  einer  Figur  hinlänglich  verständlich  skizzirt. 


C,  bezeichne  das  Centrum  der  Cyklone,  welche  ausser  ihrer 
eigenen  Spiralbewegung  noch  die  zweito  hat,  welche  sie  auf  einem 
Kreise  vom  Radius  p links  drehend  um  das  feste  Certrum  C mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  nt  herumftihrt.  C habe  die  geographische 
Breite  y0,  die  entsprechende  Breite  und  Länge  von  C,  sei  bzhw. 
L,  vom  Meridian  durch  C gemessen.  Das  sphärische  Dreieck  zwischen 
Pol,  dem  festen  Kreis-  und  dem  beweglichen  Cyklonencentrum, 
FCCX  hat  also  dio  Seiten  90°  — qp0,  90®  — qp,,  p,  und  die  Winkel  m, 
180°  — «<,  L.  Ferner  sei  A ein  beliebiger  Punkt  der  Cyklone  und 
die  Seiten  des  Dreiecks  PC\  A seien  bezeichnet  durch  90°—?!,  90° — 9?, 
r und  die  Winkel  t-}-^ — 90°,  180° — l t — u , l *=  X — L.  Hierin  be- 
deutet t den  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  cyklonischen  Luft- 
massen in  A und  dem  durch  ihn  hindurchgehenden  Parallelikreis, 
und  u den  Winkel  zwischen  90° — <px  und  p. 


Wir  werden  uns  nun  der  Formeln  der  sphärischen  Astronomie 
bedienen,  wie  sie  nebst  den  hier  besonders  wichtigen  Relationen  der 
sphärischen  Dreiecke  in  Brünnows  Lehrbuch  S.  14  zu  finden  sind. 


Für  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  werden  wir  also  benutzen  : 

da  = cos  Cdb  -f-  cos  B de  -f-  sini  sin  CdA 

84)  cot  a da  -f-  cot  B dB  = cot  b db  -f-  cot  A dA 

siüadB  — sin  Cdb  — sin  B cos  ade  — sinZ>cosC<b4 

dA  — — cos  c dB  — cos&<iC-j- sinfi  sinC'd/z 

Ist  abc  bezüglich  r,  90°  — qp,  90°  — qp,,  so  hat  mau  zunächst 


Um 


dr 

di  '' 
d<y>! 

dt 


dtp  , A . dm,  . . (dX  dL 

- cos  A —■ -f  cos  (3  + n)  — 1 + cos  qp  sin  A l - — 


9/  zu  finden,  benutzen  wir  die  Relation 


woraus 


oder 


sin  = sin  tp0  cos  p — cos  (p0  sin  p cos  n t 

dg, 

cos  qP|  --j£-  “ ncos?0sin  psinnt 
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dg), 

~ = ucos7>0sinZ»  folgt. 

Um  V zu  berechnen,  benutzen  wir 

cos  q = sin  ?0  sin  g>t  -f-  cos  ?0  cos  <p x cos  L 


woraus 

also 

oder 


0 *=■  n sin  <p0  cos  qp,  cos  ?0  sin  L — cos  ?0  cos  cpt  sin  LLr 
— neos qp0s sin  ?,  cos  Z,  sin  £ 


dL 


n 


(U  COS  qpj 

dL 


(8iu(p0  COS^I  — CO8?0sin?l  COSl/) 
sin  pcosu 


n 


folgt 


Da  nuu  aber 


dt  cos  qpj 

cp'  = wsinr,  A'cosqp  ■=  ucosr, 

so  folgt  nach  Einsetzen  all  dieser  Ausdrücke  in  r* 

dr  . , , , . . cos  cp  . . 

~ = — i>cos i/; -f- w (cos "T M) sin ? sin m — — — sin  Asm? cos u) 


d.  i. 


^ = — vcosip  — nsinpsind 


oder  wenn  wir  den  Winkel  zwischen  der  Zugrichtung  der  Cyklone 
uud  dom  Vector  r mit  y bezeichnen, 

dr 

— = — vcos? — nsinpcosy 

nsinr  ist  die  Geschwindigkeit  c des  Centrums  auf  dem  Kreise,  also 
endlich 

dr 

— = — v cos  *p  — c cos  y 

Wir  ziehen  jetzt  die  3te  der  obigen  Differentialgleichungen  heran 
uud  erhalten 


sinr(^-f  ^ — — sin  A ^ + siu (£ -f  u) cos 


d<Pi 

dt 


Um  n'  zu  finden,  benutzen  wir 

sin?  sin  u — sinZ,cosqp0 


(di  dL\ 
-cosqocosA^  — ^-1 


) 


woraus 
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sin?  cos  uu'  = cos  tp9  cos  LLr 
«CO8<p0  COS  L 


also 


u — 


C08  cpx 


Wir  haben  also  nach  Substitution  von  u\  op'®/  A'  V in  dis 
obige  Gleichung  ’ 

d&  COS 

— Sin  r - n cog  L sin 

«*  cos  gjj 

■“  v ßin  A sin  « -{-  « sin  (0  -f~  u)  cos  r cos  sin  L 
. , cos  qp 

— *»C0S^lC08«-|-n^-^-  COS^lSin  (>C08M 


Es  ist  aber 


cos  tpi 


cos<p0  cos  L . sinqp. 

— cos  Q - sin  P — — cos  » 


Nach  mehreren  Transformationen  erhalten  wir  dann 


dir 


oder 


sin  r = v sin  — «(sin  r cos  p -f-  cos  r sin  p sin  y) 


8inr 


d& 


dt 


csinr 

vbiüV' — ^ ccosrsmy 


dr 

dt 


— v cos  y — c C08  y 

Die  Geschwindigkeit  in  der  Cyklone  folgt  nun  aus  der  Formel 

V2  =*  sinr*#<s-|~r'* 

oder  nach  Einsetzen  der  obigen  Worte  für  r'  und 

84)  F*  — (veos^-j-ccosy)8 -f- r^sin^  — ccosrsiuy — --P rV 

v tgP  J 

Man  kann  diese  Formel  noch  anders  ausdrückcn,  wenn  man  das 
Dreieck  ACC\  cinführt.  Schliesst  der  Bogen  A C=~  R mit  AC\  *=r 
den  Winkel  ß ein,  so  ist 

dr 

— =»  — «cosy/— «sin-Rsin# 

« 

d& 


3inr  = «sint//  — «sin R cos ß 

und  also 

85)  F*  -=»  sini?2-|-2nt’sin7?sin  Q3  — y) 
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Ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c des  Cyklononcentrums 
— 0,  so  ist  F =»  0. 

Beschreibt  das  Centrum  der  Cyklone  einen  grössten  Kreis,  so 
wird  g =■  90°  und  die  Geschwindigkeit  folgt  aus 

F2  = (v  cos  t^»  ^ e°s  y)*  — |—  sin  — csiny)2  oder 

86) 

F2  = ü*-f"C24“2cucos(i//-}_y) 

Die  resultirende  Geschwindigkeit  der  rotatorischen  und  trans- 
latorischen Bewegung  hängt  also  ausser  von  dieser  ganz  besonders 
von  dem  Winkel  y zwischen  der  Zugrichtung  und  dem  Radius- 
vcctor  ab. 

Ziehen  wir  eine  Linie  durch  das  Cyklonencentrum  senkrecht  zur 
Zugrichtung,  und  beachten,  dass  der  Winkel  y rechts  von  der  Zug- 
strasso  einen  positiven,  links  davon  einen  negativen  Wert  hat,  so 
ist  für  diejenigen  Punkte,  in  welche  die  genaunte  Linie  die  Cyklone 
rechts  schneidet,  wegen  y = -f-  90° 

87)  Fr2  = -f-c2 — 2<n>siny» 

und  wo  jene  Linie  sie  links  schneidet 

88)  Fi*  — v2  -f-c*  -f-  2 cv  sin  tp 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Cyklone  an 
der  linken  Seite  der  Bahn  grösser  ist,  als  in  der  rechten,  was  mit 
der  Erfahrung  übereinstimmt. 

Und  da  an  der  Vorderseite  der  vorwärts  schreitenden  Cyklone 
y = 0 und  an  der  Hiutcrseite  y ==>  180°  ist,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit der  Cyklone  an  der  Vorderseite 

89)  Fc*  = v2-{-c2-f  2ct>cos^ 
und  an  der  Hinterseite 

90)  Fa2  v*  -f-  c2  — 2 cv  cos 

Die  Geschwindigkeit  der  Cyklone  ist  also  an  der  Vorderseite  grösser 
als  an  der  Hinterseite,  was  ebenfalls  ein  Erfahrungsrcsultat  ist. 

Hat  etwa  die  Cyklone  die  Bewegung  nach  Osten,  so  ist 
das  Maximum  der  Geschwindigkeit  im  Nordostquadranten,  das  Mi- 
nimum im  Südwestquadranten. 

Hat  ferner  im  Südwestquadranten,  oder  allgemeiner  im  Qua- 
dranten au  der  hintern  rechten  Seite  eine  Luftmasse  für  einen  Augen- 
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blick  die  Richtung  des  Centrums,  so  ist  y-j-t/'  = 18  J°  und  die  Ge- 
schwindigkeit ist 

91)  V — v — c oder  c — v 

welche  eventuell  null  oder  gar  negativ  worden  kaun. 

Hiernach  kann  es  Vorkommen , dass  bei  gleichen  Geschwindig- 
keiten des  fortschreitenden  Centrums  und  der  cyklonischen  Luftmasse 
im  hiutern  Quadrauteu  letztere  nur  die  Cyklono  begleitet,  ohne  mecha- 
nische Wirkungeu  zu  äusscrn.  In  diesem  Quadrauteu  würde  also 
auch  am  ehesten  ein  Erlöschen  des  Windes  oder  eine  Auflösung  der 
Cyklone  statttinden,  da  wenigstens  hier  die  Bedingung  der  Fort- 
dauer der  Cyklone  nicht  mehr  vollständig  erfüllt  ist  Die  Ortsvcr- 
äuderung  schliesst  also  eine  reine  circulare  Gestaltung,  wie  wir  sie 
bei  den  stationären  vorausgesetzt,  aus.  Der  wirksamste  Teil  der 
Cyklone  befindet  sich  links  vorn,  denn  in  diesem  Quadranten  ist, 
wenn  ein  Teil  des  Wirbels  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  des 
Cyklonencentrums  hat,  y-j-t/;  = 0,  also 

92)  V=  u-fc 

und  die  Geschwindigkeit  ist  dann  ein  Maximum, 

Diese  Verhältnisse  setzen  voraus,  dass  die  Bahn  der  Cyklone 
ein  grösster  Kreis  ist. 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  hat  man  noch  auf  die  Componente 

csinr 

tge 

Rücksicht  zu  nehmen,  welcho  den  Einfluss  zeigt,  den  eine  mehr  oder 
weniger  gekrümmte  Kreisbahn  des  Cyklonencentrums  auf  doren  Ge- 
schwindigkeit ausübt. 

Diese  Beziehungen  lassen  sich  auch  aus  einem  andern  Gesichts- 
punkt betrachten,  wenn  wir  die  4.  Differeutialformel  zu  Grunde 
legen.  Wir  können  indessen  auch  die  Betrachtungen  au  die  beiden 
sphärischen  Dreiecke  ilffCj  und  PC\A  auknüpfen,  indem  wir  den 
Cosinussatz  heranziehen. 

Man  hat 

sin<p0cos(>  — co8gp0sinpcosn{  ==>  sing>cosr-J-cos<psinrain(£-j- 1£») 
und  differentiirt 
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n COS  <p0  sin  q sin  nt  ==>  — sin  cp  COS  rr  -f-  cos  q>  COS  r cp’ 

-j-  cos <f> sin r cos  (c'  -f-  tp')  -j-  cos  tp cos r sin  (£ -}- tp)  r 

— sin  cp  sin  r sin  (f  -f- 


Hierin  vereinigen  wir  rechter  Hand  die  zu  tp  und  r'  gehörenden 
Ausdrücke,  und  erhalten  nach  Einsetzen  der  sphärischen  Werte 


nco8<3P0sin  (»sinn/  — cosgpicos^-f-t^r'-f-cosqpicoszqp' 

— cos  cp  cos  qp,  sin  l(e ' -f-i//) 


Da  nun 


cos qp0  sinn*  sin sin u und  y -}-  O = 90° 


so  folgt 

n sin  p sin  ti  — — (v cos  tp  -j- n sin  g cos  y)  cos( & -f- u)  -{-  v sin  e cos  l 

— eos<jpsinZ(£'-f-lJ’') 


also 

cos<psin/(£'-f-  tp')  *=»  t?(cosZsinc  — cos(f>-f-w)  cost/>) 

- 7i(sin  g sin  u -J-  cos(#-f-  m)  sin  g cos  y) 


Hierzu  addiren  wir  beiderseits 


und  beachten,  dass 


rsinqpcosrsinZ 
£ = 90°  — (tp  — A)  ist. 


Nach  Einführung  dieser  Beziehungen  folgt  unter  Berücksich- 
tigung von 

cosZsinA-j- 8iuZcos  Asinqp  = sin(#-{-  u)  cos  r 
sin?i-j*cos(^"l~w)cosy  “ sin  & sin  y 
sin  r sin  & -»  cosqosinZ 

das  Resultat: 


93)  e'-fip' 


rsini/; 

tgr 


y tg  9 C08£ 


»sinpsiny 

sinr 


Es  ist  aber  £ -}-  tp  der  Winkel  zwischen  dom  RadiusYector  r der 
Cyklone  und  dem  Parallel  kreis,  e‘-\-tp‘  ist  also  die  Drehungsge- 
schwindigkeit dieses  Winkels,  dessen  Aenderuug,  soweit  sie  von  der 
fortschreitenden  Cyklone  hervorgebracht  wird,  durch 


bestimmt  ist. 


n sin  g sin  y 
sinr 


Demnach  äussert  die  fortschreitende  Bewegung  der  Cyklone  in 
Bezug  auf  die  L)  rehungsgeschwindigkeit  der  Luftmassen  sich  in  fol- 
gender Weise: 
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Dio  Drchungsge8chwindigkoit  wird  uni  so  bedeutender  beein- 
flusst, je  grösser  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c = nsiur  der 
Cy klone  ist, 

Da  y positiv  ist  an  der  rechten,  und  negativ  an  der  linken  Seite 
der  Cyklone,  so  ist  die  Drehungsgeschwindigkeit  eines  fortschreiten- 
den Wirbels  an  seiner  rechten  Seite  kleiner  als  an  seiner  linken, 

An  seiner  Vorder-  und  Rückseite  ist  sie  null. 


Bei  grossen  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  kann  überhaupt  dio 
Drehungsgeschwindigkeit  verschwinden,  aber  dieser  Fall  kann  nur 
in  den  rechtsseitigen  Teilen  der  Cyklono  eintreten,  während  zur 
Linken  derselben,  wo  y negativ,  der  Wert 

. csin  y 
sinr 

jo  nach  den  Umständen  eine  bedeutende  Drehungsgeschwindigkeit 
sich  entwickeln  kann,  was  mit  den  vorhin  abgeleiteten  Sätzen  über 
die  Gesehwindigkeitsänderuugeu  vollkommen  barmonirt. 


In  Bezug  auf  dio  Gradientkräfte,  welche  durch  den  Ortswechsel 
der  Cyklone  vermindert  werden,  haben  wir  aus 


94) 


F . , l'sintp  . f (a*  . dtp 

™smip  =-  *4- + -prsm()pcos<pcose—  äf 

F . dF  . /-o>*  . 

-pCOS  «p  =■  & -f-  — -\ y sin  <p  cos  (p  sin  £ 


nach  Elimination  von  F 

dtp 

— = 2&)sin<p — ktgxp  — 


V' 


tg^+ 


V siujP 

tgr 


+ 


f c o*  sinqp  cosqp  cos(g-j-y) 
V cos  tp 


Hierin  bedeutet  der  letzte  Ausdruck  den  Wert  des  Unterschiedes 
zwischen  der  Centrifugal-  und  Attractionscomponentc,  welche  also 
nach  Süden  hin  wirkt.  S.  a.  a.  0.  Will  man  f als  eine  von  <p  ab- 
hängige Gradiontkraft  ansehen,  welche  meridional  nach  Norden  wirkt, 
so  ist  f negativ  zu  setzen.  Der  Ausdruck  ist  periodisch. 


Der  Ausdruck  für  V ist  nach  früherem 


F*  «=»  (vcostp-f-ccosy),4“  ^«8inip  — ccosrsiny tgr~/ 

Die  Veränderung  dos  Ablenkungswinkels  y>  ist  nun  in  beson- 
derem Masse  abhängig  von 

V' 

— y* 
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indem  er  zeigt,  dass  mit  zunehmender  Beschleunigung  eine  Abnahme 
desselben  verbunden  ist. 

Da  wir  nun  eben  nachgewiesen,  dass  die  Geschwindigkeit  au 
der  rechten  Seite  dös  Wirbels  kleiner  ist,  als  an  der  linken,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  die  Ablenkungswinkel  an  der  rechten  Seite  grösser 
sein  müssen,  als  an  der  linken. 

Nach  den  Ausdrücken  der  Geschwindigkeiten  an  der  Vorder- 
und  Rückseite  der  Cyklone  folgt  ferner,  dass  der  Ablenkungswinkel 
der  einströmenden  Luftmassen  an  der  Vorderseite  kleiner  ist,  als 
an  der  Rückseite. 

Die  vollständige  Uebereinstimmuug  dieser  Theorie  mit  den  Be- 
obacbtungsreihen  von  Clement  Ley  und  Hildebrandsohn,  wie  sie  von 
Dr.  Sprung  in  seinem  Lehrb.  der  Meteorologie  S.  248  und  250  mit- 
geteilt sind,  ist  damit  nachgewiesen. 
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XVI.. 

Ueber  eine  neue  geometrische  Construction 

der  Lemniskate. 


Von 

Ernst  Schultz. 


Ist  die  Gleichung  der  Lemniskate 

(«•  -f  - y*)*  = «2(a8  — y a) 

so  lassen  sich  dio  einzelnen  Lemniskatenpunktc  durch  folgende  ein- 
fachte geometrische  Construction  finden. 

Ich  mache  BN  «=*  a,  wo  a eine  beliebige  Strecke  ist,  und  ich 
errichte  auf  BN  in  N das  Lot  ND  = a,  so  ist 

BD  «=  b — aV2 

Der  um  BD  als  Durchmesser  geschlagene  Kreis  geht  durch  N.  Jetzt 
ziehe  ich  von  B aus  eine  beliebige  Sehne  BS , so  dass  der  Punkt  S 
auf  dem  Bogen  ND  liegt.  Der  mit  BN  = a um  B geschlagene 
Kreis  treffe  BS  in  T,  wenn  wir  den  anderen  Schnittpunkt  nicht 
weiter  berücksichtigen.  Die  durch  T zu  BD  gezogene  Parallele 
schneidet  das  auf  BS  in  B errichtete  Lot  in  U.  Der  mit  I3S!  um 
B geschlagene  Kreis  trifft  die  Gerade  ND  in  Iil  und  Rx.  Die  Ge- 
raden BB1  und  BR14  werden  von  dem  mit  BU  um  B geschlagenen 
Kreise  in  Lx" \ Lx"'  geschnitten,  welches  4 Punkte  einer 

Lemniskate  sind,  deren  Achse  die  Gerade  BN  ist. 

Zieht  man  BS‘,  und  führt  dieselbe  Construction  aus,  so  erhält 
man  4 andere  Lemniskatenpunkte.  Auf  diese  Weise  kann  man  fort- 


Digitized  by  Google 


Schultz:  Ueber  eine  neue  geometrische  Constrvction  der  Lemniskate.  319 


fahren,  bis  man  sämtliche  Punkte  erhalten  hat.  BN  ist  dann  die 
Abscissenachse  und  B der  Doppelpunkt  der  Lemniskate.  Fällt  der 
Punkt  S in  iV,  so  wird 

BU  = a ~ BN 

und  hiermit  erhalten  wir  die  Punkte,  deren  Ordinate  0,  Abscisse 
gleich  ±«  ist.  Fällt  ferner  der  Punkt  S in  Z),  so  wird  BU  = 0 
und  B ist  der  Doppelpunkt  der  Lemniskate. 

% 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergiebt  sich 
folgendermassen : Es  sei  das  Coordinatensystem  (x,  y)  gegeben,  und 
eine  Schaar  concentrischer  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Coordi- 
natenanfaugspuukt  ist.  Einen  Teil  dieser  Schaar  von  Kreisen  durch- 
schneidet die  Gerade,  deren  Gleichung 

y =*  ax-\-b 

ist.  Die  Kreise,  welche  die  Gerade  schneiden  resp.  berühren,  wollen 
wir  äussere  Kreise  neunen,  und  ihren  Radius  allgemein  mit  R be- 
zeichnen. Die  anderen  Kreise,  welche  die  Gerade  nicht  schneiden 
resp.  berühren,  mögen  innere  Kreiso  heissen,  und  ihr  Radius  sei 
allgemein  r.  Zur  Vereinfachung  wollen  wir  noch  die  die  äusseren 
Kreise  schneidende  Gerade  Schuittgerade  nennen.  Ist  die  Gleichung 
irgend  eines  äusseren  Kreises 

1)  xl-\-y'1  — R* 

so  sind  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  des  äusseren  Kreises  1) 
und  der  Schnittgerado 

y =■  ax  -| 

h + a y«*(l  -t-a1)  —'4*  . _ — ab  + Vä»(T+  a*)  — Is 

yi  - ; “*  “ ” i +y 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  dieser  Schnittpunkte  mit  dem 
Coordinatenanfangspunkt  ist 


oder,  wenn  wir  die  Werte  für  y,  und  a*,  einsotzen: 

b + a^TP^+a1)  — h* 

V ~ — ab  ± b*  X 

Die  Gerade  soll  einen  Kreis  der  inneren  Schaar  schneiden,  uud  als 
Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  ergeben  sich 


2) 


X * 


± 


Xj  r 

R 


y 


+ 


y \ r 

R 


wenn  die  Gleichuug  des  betr.  inneren  Kreises  ist 
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x%  -| -y*  = r* 

Setzen  wir  die  vorhin  erhaltenen  Werte  für  x,  and  y,  ein,  so  ist 
, r( — ab  + l/7Z*(l  -}-«*)  — Ä*) 

* = ± Ä(l  + a*) 5 

, , r(b±a)T/mi  + a')-b') 

v ~ ± Ä(l  + a!) 

Das  doppelte  Zeichen  vor  dem  Bruch  können  wir  fortlassen,  wenn 
wir  dieses  mit  r verbinden.  Die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie 
mit  dem  inneren  Kreise  liegon  immer  in  gegenüberliegenden  Qua- 
dranten. Bezeichnen  wir  den  zwischen  dem  Coordinatenan fangspunkt 
und  der  Schnittgeraden  liegenden  Radius  als  positiv,  so  muss  der 
nach  dem  anderem  Schnittpunkt  gehende  Radius  negativ  sein. 

Führt  man  diese  Construction  mit  unendlich  vielen  äusseren 
und  inneren  Radien  aus,  so  werden  die  Schnittpunkte  auf  den  in- 
neren Radien  eine  Curve  bilden,  deren  Gleichung  ist 

, r(—  ab ± VÄ*a+a*)  -b*) 

X “ Ä(l-fo*)  5 

, r(b  ± a Vä*(  1-|- <**)—&*) 

y ""  R{\  -j-a2) 

wenn  zwischen  R und  r eine  bestimmte  Relation  r = j(R)  besteht. 
In  diesen  Gleichungen  sind  die  Coordinaten  der  Curve  proportional 
dem  Radius  d.  h.  der  Entfernung  des  Curvenpunkts  vom  Coordi- 
natenanfangspunkt.  Dasselbe  ist  der  Fall  bei  den  Polarcoordinaten 

x’  =rC08qp;  y'  = rQiüfp 

Nach  unserer  Methode  suchen  wir  für  ein  beliebiges  R das  zuge- 
hörige r gemäss  der  Gleichung 

r — f(R) 

was  jedoch  weiter  nichts  ist  als  zu  oinem  beliebigen  Azimut  cp  das 
zugehörige  r zu  suchen,  wenn  die  Gleichung  der  Curve  in  Polar- 
coordinaten 

r = g(cp) 

ist.  Dieses  ergiebt  sich  auch  aus  den  Gleichungen  2).  Es  ist 

xt  yt 

K = cos  cp-}  £ = sin  cp 

mithin  wird 
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— ± rcosqp;  y'  = rsingp 

Diese  beiden  letzten  Gleichungen  stellen  die  Curve  dar,  sobald 
zwischen  r und  <p  eine  Relation  z.  B. 


besteht.  Die  Gleichung 


9(<P) 

g(v) 


bedeutet  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarcoordinaten.  In  gleicher 
Weise  bedeutet 

r - f(R) 

die  Gleichung  der  Curve  in  den  Coordinaten  r und  72,  wo  die  zu- 
sammengehörigen r und  R immer  auf  einer  Geraden  liegen. 

Es  sind  zwei  Arten  von  Aufgaben  möglich  dadurch,  dass  wir 
zu  einer  gegebenen  Function  zwischen  r und  72  die  zugehörige  Curve 
suchen,  oder  dass  wir  zu  der  gegebenen  Curve  die  zugehörige  Re- 
lation zwischen  r und  72  aufsuchen. 

Als  Beispiel  für  die  erste  Art  wollen  wir 


R 

r 


setzen,  wo  n eine  positive  Zahl  ist.  Alsdann  gehen  die  Gleichungen 
3)  über  in 

— ab ± V Ä*( l 4-«*)  — b * &±aV^(H-a*)  — ft* 


x 


n(l-f-a*)  ’ y n(l 

wenn  wir  noch  die  Striche  an  den  Coordinaten  * und  y'  fortlassen. 
Diese  Gleichungen  stellen  eine  Gerade  dar,  denn  es  ist 


dy 

dx 


a 


Diese  Gerade  ist  also  der  der  Schnittgerado  parallel.  Nehmen  wir  n 
negativ  an,  so  muss  r negativ  sein,  da  R stets  positiv  ist.  Hiofür 
erhalten  wir  ebenfalls  eine  Gerade,  welche  der  Schnittgorade  parallol 
ist.  Beide  Geraden  sind  ferner  gleich  weit  vom  Coordinatcnanfangs- 
punkt  entfernt. 

Ist  das  Product  der  Radien  constant,  so  ist  die  Curve  ein  Kreis, 
auf  dessen  Peripherie  der  Coordinatenaufangspunkt  liegt.  Es  ent- 
steht hierbei  noch  ein  zweiter  dem  ersten  congruenter  Kreis. 

Bei  der  zweiten  Art  von  Aufgaben,  die  Relation  zwischen  r und 
72  zu  suchen,  wenn  die  Curve  gegeben  ist,  kommen  wir  auf  den 
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Fall  der  Lemniskate.  Zar  Vereinfachung  nehmen  wir  an,  dass 

« -=  — 1 

sei.  Ferner  wollen  wir  das  Coordinatcnsystem  um  45°  drehen.  Sind 
die  neuen  Coordiuaten  x\  y\  so  bestehen  die  Transformationsglei- 
chungen: 

*=  yijte+y);  y'-=y2(y— *) 

Es  ist  mithin 

, br  V2JI*  — ft* 

W*  “ yj  i W--  fl 

Wir  wollen  jetzt  die  Striche  fortlassen,  und  diese  Werte  für  *•  und 
y in  die  Gleichung  der  Lemniskate  1)  einsetzen.  Es  ist  nun 

ft*  r*  2r*  72*  ft*  r* 

2(**-f-y*)  — 7^'  + 772 -jfi  = -r2 

(**+y*>*  “ '-4 

ft*  r*  272*  r*  ft2  r* 

“(r  y ) 77*  772  1 772  “ 772 

Aus  der  Gleichung  der  Lemniskate  folgt  nun 

r4  ■ 

Also  ist 


ift*r* 


2r2 


«*ft*r*  o2ft* 

“72* °d0r 


4 V ft*  — 72* 


72 


die  zwischen  den  Radien  72  und  r bestehende  Relation,  wenn  die 
Curvo  eine  Lemniskate  sein  soll.  Auf  das  doppelte  Vorzeichen  von 
r braucht  nach  den  vorhin  gemachten  Bemerkungen  nicht  mehr 
eingegangen  zu  werden. 

Die  Gleichungen  der  Lemniskate  in  rechtwinkligen  Coordiuaten 
mil  Hülfo  der  Variablen  72  sind 


4)  ry  2 


ab  y ft*  — 72* 
— 72* 


_«yft*  -72*  y 272«  — ft* 

yy/2  = + J{i 


Nach  der  Gleichung  der  Lemniskate  ist  für  y = 0 


* = i a,  x — 0 

1 


Es  ist 
wenn  72  *= 


x = y = 0,  wenn  72  = ft 
ft 

-7-7.  ist.  Für  diesen  Wert 

y2 


ist. 

von 


Es  wird  ferner  y =»  0, 
72  wird  sr  — ^ a,  was 


1 
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die  Gleichung  der  Lemniskate  erfordert.  Wir  ersehen  ferner  hier- 
aus, dass  b beliebig  sein  kann.  Durch  die  Drehung  des  Coordina- 
tensystems  schneidet  die  Schnittgerade  die  neue  Ordinatenachse  unter 


h' 


Die  Construction  für  r wird  am  einfachsten,  wenn  V = a,  also 

4-dV  2 

ist.  Nach  der  Formel  

« - R* 


ist  die  zu  Anfang  angeführte  Construction  ausgeführt.  Zum  Beweise 
für  die  Richtigkeit  der  Construction  ist  zu  beachten,  dass 

BN  = fl  *=  ND  und  ND  j_  BN 


ist.  Infolgedcssscn  ist 


mithin 


BD  «= 
SD 


a.y  2;  BS  — 
= V2«2  — R* 


n 


Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BSD  und  TBU  folgt: 


SD  BU 
BS  ” ~BT 


Da  BU  = r\  BT  = a,  so  ist 


r 

was  zu  beweisen  war. 


BU  = 


aV2a* — R* 
R 


Nehmen  wir  b willkürlich , so  gestaltet  sich  die  Construction 
analog  der  ersteren.  Es  sei 

BD  — b > o 

Man  construire  um  BD  als  Durchmesser  den  Kreis,  welcher  den 
mit  a um  5 geschlagenen  Kreis  in  JV  trifft.  Das  in  der  Mitte  von 
BD  errichtete  Lot  schneidet  den  Kreis  um  BD  in  Nt\  so  ist 

^.'  = •«0  = 72 
Jetzt  mache  man  auf  BN 

BNt  = BNX ' 

so  ist  die  durch  Nt  senkrecht  auf  BN  gezogene  Gerade  die  Schnitt- 
gerade. Da 

21* 
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ist,  so  können  die  Punkte  S nur  auf  dem  Bogen  Nt'D  liegen.  Die 
weitere  Ausführung  der  Construction  verläuft  wie  in  dem  Falle  b «=  a . 

Der  Ausführlichkeit  wegen  ist  noch  zu  zeigen,  dass 

BU  = a *) 

wird,  wenn  der  Punkt  S auf  Ntr  fällt..  Es  ist  nämlich 

Xi'BD-j 

TU  | ß./,  mithin 

Wkl.  UTB  — ~ 

ferner  ist 

Wkl.  BUT  = ~ 

Es  muss  also  & TB  U ein  gleichschenkliges  sein,  und  folglich  ist 

BU  = BT  = a 

Der  mit  BNX  um  B geschlagene  Kreis  berührt  die  Schnittgerade 
im  Punkte  Nx  und  der  mit  BU=  a um  B geschlagene  Kreis  schneidet 
die  Gerade  BNX  in  Nt  und  Nu , welches  die  beiden  Lemniskaten- 
punkte  sind,  deren  Ordinate  null,  und  deren  Abscisse  gleich  ±o 
ist.  Bei  constantem  a erhalten  wir  für  jedes  beliebige  b eine  und 
dieselbe  Lemuiskate. 

Die  allgemeinen  Trausformationsgleickungen  3)  lassen  sich  mit 
Vorteil  zur  Construction  von  Curven  anwenden,  wenn  dieselben  durch 
den  Coordinatenanfangspuukt  gehen.  Die  Gleichung  der  Curve  in 
rechtwinkligen  Coordiuaten  enthält  alsdann  kein  constantes  Glied. 
Haben  wir  z.  B.  eine  Gleichung  dritten  Grades  zwischen  den  Coor- 
dinaten  x und  y ohne  ein  constantes  Glied,  und  wenden  wir  hierauf 
die  Transformationsgleichungen  3)  an,  so  erhalten  wir  eine  Glei- 
chung zwischen  r und  Ä,  welche  für  r nur  vom  zweiten  Grade  ist. 
Bei  der  Lemniskate  kommen  wir  ebenfalls  auf  eine  Gleichung 
zwischen  r und  /£,  welche  r nur  in  der  zwoiten  Potenz  enthält. 

Nicht  uninteressant  ist  die  Anwendung  dieser  Transformations- 
methode auf  homogono  Gleichungen  zwischen  x und  y ohne  con- 
stautes  Glied.  Es  sei  die  Gleichung 

5)  /*(x,  y)  «=»  er” -j- «a:**-1  • • • “f-  yy*  •=•  0 

1)  Die  übrigen  Buchstaben  sind  die  der  ersten  Figur. 
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gegeben,  wo  a,  ß , y Constanten  sind.  Der  einfacheren  Bezeichnung 
wegen  wollen  wir  setzen 


* = ?>(/?))  und  y = atp(R)) 


wo  sich  die  Bedeutungen  von  A,  B,  g(R)  ohne  weiteres  aus  den 
Gleichungen  3)  ergeben.  Setzt  mau  die  Werto  von  x und  y in  die 
Gleichung  5)  ein,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung: 

(-^1  -j- -f“ — f-  1 (Ä-f-  ct^p(72))  — |—  . . -|-(^-{-a^(-R))n  =0 

Diese  Gleichung  giebt  im  allgemeinen  n verschiedene  Werto  für 
qp(Ä).  Um  eine  Relation  zwischou  r uud  R zu  erhalten,  müssen 
wir  auf  den  Differentialquotienten  übergehen.  Es  ist 

Bf  . Bf 

0 

Es  ist  nun 

, _ A-\-(f(R)  . r r(^4+9(Ä)) 

dx  = — dr-j-ßCf  (R)  dR Rt% dR 


Da  /■(*,  y)  eine  homogene  Function  in  x und  y von  7iter  Ordnung 
ist,  so  sind  es  die  partiellen  Ableitungen  ebenfalls,  jedoch  von 
(»  — l)tor  Ordnung.  Setzen  wir  die  Werte  von  x uud  y ein,  so 
werden  die  partiellen  Ableitungen  als  Functionen  von  r und  R von 
der  Form  sein: 

Bf  rn~l  Bf  r*-1 

dx  ""  W»  B~yaR»~ lteW 


wo  p,(72)  und  Qt(R)  Functionen  von  R sind.  Mit  Berücksichtigung 
von  fix  und  dy  geht  die  Gleichung  in  die  Form 

a>j(Ä)rfr-f  r <2 \{R)dR  ~ 0 

über,  wo  d>i(/?),  bestimmte  Functionen  von  R sind.  Mithin 

dr___  <X>, (Ä) 
r “ O^R) aU 

also 

r — Ce~W  . 7) 

wenn 

fW)dR~9(R) 

gesetzt  wird.  Eine  solche  Relation  zwischen  r uud  R besteht  für 
alle  homogenen  Functionen  von  der  Form  5). 
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Die  Constante  C ist  so  zu  bestimmen,  dass  die  vermittelst  der 
Relation  7)  construirte  Curvc  durch  den  auf  R liegenden  Punkt 
geht.  Geben  wir  der  Constanten  C beliebige  Werte,  so  erhalten  wir 
Curven,  welche  in  den  auf  R liegenden  Punkten  parallele  Tangenten 
haben.  Bei  Polarcoordiuaten  muss  mau  natürlich  zu  einer  ähnlichen 
Relation  wio  7)  zwischen  Radius  und  Azimutli  gelangen. 

Zum  Schluss  sei  darauf  hingewiesen,  dass  man  R und  r auch 
als  rechtwinklige  Coordinaten  ansehen  kann,  sodass  die  zwischen 
ihuon  bestehende  Relation  die  Gleichung  der  Curvc  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten  (R,  r)  augiebt.  Als  Beispiel  möge  der  schon  oben 
augeführte  Fall  dieueu,  wo  das  Product  der  Radien  constant  ist. 
Es  stellt  daun  R . r -=>  « eine  gleichseitige  Hyperbel  dar  in  recht- 
winkligen Coordinaten  (R,  r),  und  man  gelangt  dann  zu  einer  ein- 
fachen Construction  der  Coordinaten  für  die  Hyperbelpunkte. 

Zur  graphischen  Darstellung  von  Curven  dürfte  in  vielen  Fällen 
die  Constructionsmethodo  mit  den  Kreisen  einige  Vorteile  ge- 
währen. 

Stettin,  Juni  1893. 
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XVII. 

Gleichseitiges  Tetraeder. 


Von 

R.  Hoppe. 


§ 1.  Vier  Eigenschaften  können  einem  Tetraeder  nur  gemeinsam 
zukommen:  1)  Congrucnz  aller  Seiten,  2)  parweiso  Gleichheit  der 
Gegcukanten,  3)  Gleichheit  aller  Seiten,  4)  Gleichheit  aller  Uöhen- 
lote.  Die  2 ersten  und  die  2 letzten  bedingen  sich  offenbar  gegen- 
seitig, und  der  dritte  ist  in  der  ersten  enthalten.  Daher  reducirt 
sich  die  Behauptung,  dass  alle  4 Eigenschaften  durch  einander  be- 
dingt sind,  auf  folgenden 

Lehrsatz. 

„Sind  alle  Seiten  eines  Tetraeders  einander  gleich,  so  sind  sie 
„auch  einander  congruent.“ 

Dieser  Satz  gilt  nicht  für  die  Grenzgcbildo  von  1 und  2 Dimen- 
sionen, in  welche  das  Tetraeder  stetig  degeneriren  kann. 


Beweis. 

Die  Ecken  des  Tetraeders  seien  A , B,  C,  D,  die  Kanton  a = BC, 
b — CA,  c = AB,  d = AD,  e ==»  BD,  f = CD\  die  Seiten  seien 
bezeichnet  durch  die  Grenzkanten  in  Klammern.  Dann  ist 

16  (aefY  =■  2(e2f2  -f- «* / 2 -j-  a2 e2)  — a4 — ß4  — f 4 
16  (bfd)2  = 2(f*tP+b2d2-\-b2f*)-  bt  — ft  — d* 

16  (ede)*  =»  2{(tl  c1  -|-  c1  e2  -f-  c2  d2)  — c4  — <1'1  — ß4 
16 (abc)2  = 2(b2c2-\-  c*a*-J-a262) — a4  - b*  — c4 
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Nach  Voraussetzung  müssen  diese  4 Grössen  einander  gleich  sein. 
Durch  Subtraction  der  auf  einander  folgenden  erhält  mau: 

2/2  (a2  — iP  - b*  4-  c2)  -f-  2 (a*  — 6*  d2)  — a4  -f-  d*  -f  b*  — e*  = O 

2 rf2(&2  ~ c2—  c2-f/'2)-f  2(&V*  — c*c*)-/>4-}-c*-f-c<— /4  =-  0 
2ct(ffl — «2  - t2-f-  e*)-j~  2 (d2c2 — — r/4  — |—  A4  — e*  = 0 

Sei  nun 


a = tt1  — a2;  ß =*  e2 — &*;  y «=»  /2  — c*  ^ 

<3  = £ — e2-f-Ä2;  £ =*  /’2-j-c2  ) 

(2) 

Dann  werden  diese  3 Gleichungen: 

(“+W<*— *)+(«- Wtt+r)  = o 

(3) 

(/H-r)(t-*)+«*-r)(*+«>  - o 

(4) 

(o-0)(e— *)+(«+P)tt-y)  - 0 

(5) 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  Gl.  (3)  und  (5)  ergeben  sich 
die  zwei  ersten  der  3 folgenden  Relationen,  durch  Verbindung  mit 
Gl.  (4)  daun  die  dritte: 


«(«+£— $)— ßy  — 0 i 

0(f-f  <3  — t)  - yct—  0 5 

y(ö  -f  f — £)  — aß  = 0 ) 


Ist  nun  keine  der  3 Grössen  a,  ß,  y null,  so  findet  man: 


<3  = « 


0!+7* 

2ßy  ’ 


£ = ßr*+*. 

^ 2 yct  1 


«*+/»* 

r -T«F 


und  nach  Gl.  (2) 


* - w* 


(6) 


(7) 


(8) 


n 


2 


4 aßy 


Da  der  Drciccksinhalt  rational  in  den  Quadraten  der  Seiten  ist,  so 
kann  man,  wenn  es  sich  um  die  Seiten  des  Tetraeders  handelt,  den 
obigen  Ausdrücken  der  6 Kanten  beliebige  Vorzeichen  geben.  Stellt 
man  das  16  fache  Quadrat  jedes  Dreiecks  als  Product  von  4 alge- 
braischen Summen  der  3 Kanten  dar,  so  zeigt  sich  aus  den  eben 
gefundenen  Werten  der  Kanten,  dass  in  jedem  der  4 Producte  ein 
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Factor  null  ist.  Demnach  sind  alle  Seiten  des  Tetraeders  null,  und 
das  Tetraeder  degenerirt  in  eine  gorade  Linie. 

Ist  ferner  eine  der  Grössen  a , 0,  y,  z.  B.  y,  null,  so  zeigt  die 
letzto  Gl.  (6),  dass  noch  eine  zweite,  z B.  ß,  null  sein  muss,  und 
es  bleibt  als  Bedingung  nur  übrig: 

«(*  + £—*)  “ 0 

Ist  « nicht  null,  also  £-{-£“<5  = 0,  so  hat  man  vermöge  der 
Gl.  (2): 

= 2(^8-|-c8);  c=6;  / =*  c (9) 

Es  fragt  sich,  ob  diese  Relationen  an  einem  Tetraeder  möglich  sind. 
Wir  projicircn  das  Tetraeder,  dessen  Höhe  über  der  Basis  ( ahc ) =»  h 
sei,  auf  die  Basisebeno  und  bezeichnen  die  Projectionon  von  c, 
f durch  d\  e\  / ' ; dann  ist 

cP  = c2—  2 bc  COS  (bc)  (10) 

d‘ 8 = 2 — 2c'ccos(e'c) 

mithin  nach  Addition  von  h 8 

<P  — c*-f ~c*  — 2e'ccos(c'c)  (11) 

Addirt  man  dio  Gl.  (10)  (11),  so  erhält  man  mit  Anwendung  der 
vorausgesetzten  Gl.  (9): 

iC0S(ic)-f-e,C0S(e'c)  = 0 

Dieso  Grösse  drückt  aber  dio  Differenz  von  c und  von  der  Projection 
des  f auf  c aus.  Folglich  ist  c gleich  der  Projection  von  f',  und 
man  hat: 

c = c 

folglich  f = das  ist 

h = 0 

und  das  Tetraeder  degenerirt  in  ein  ebenes  Gebilde. 

Es  hat  sich  ergeben,  dass  wenn  keine  der  Grössen  «,  ß , y null 
ist,  das  Tetraeder,  um  lauter  gleiche  Seiten  zu  haben,  in  eine  Ge- 
rade, wenn  eiue,  und  demzufolge  auch  eine  zweite,  aber  nicht  die 
dritte  null  ist,  in  ein  ebenes  Gebilde  degenerircn  müssto.  Daher 
bleibt  nur  der  Fall  übrig 

a = ß = y = 0 

das  ist 

a — d)  b — c\  c =>  f 

in  welchem  alle  4 Seiten  des  Tetraeders  einander  congruent  sind. 
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Demnach  können  nur  congruento  Seiten  des  Tetraeders  sämtlich 
einander  gleich  sein,  w.  z.  b.  w. 

§ 2.  In  Betreff  der  2 Grenzfälle,  weiche  ausser  der  wirklichen 
Lösung  der  untersuchten  Frage  übrig  bleiben,  ist  folgendes  zu  be- 
merken. 

Ist  keine  der  Grössen  «,  /3,  y null,  so  kann  man 

« > ^ > V 

annehmeu.  Dann  erfüllen  die  Werte  (8)  dio  Gleichungen: 
ß =>  a-f-/;  d^b-\-f\  d =*  c- f- e ; b = a-\-c 

woraus: 

d = a -{-  c -f-  f 

Man  sieht  also,  dass,  indem  das  Tetraeder  in  eine  Gerade  degene- 
rirt,  eine  Kaute  d die  ganze  Länge  darstellt,  zwei  andre  6,  e von 
je  zwei  Kauten  gedeckt  werden,  und  dio  Ecken  in  der  Reihenfolge 
A,  JJ,  C,  D liegen. 

Fragt  man  nun,  ob  bei  stetigem  Uebergang  des  Tetraeders  in 
eino  solche  Gerade  seine  Seiten  stetig  zur  Gleichheit  gelau- 
gon,  so  ist  zu  beachten,  dass  wir  bisher  nur  vorausgesetzt  haben, 
dass  die  Differenzen  der  Seiten  null  seien.  Da  aber  bei  jenem 
Uebergang  dio  Seiten  selbst  verschwinden,  so  ist  das  Verschwinden 
ihrer  Differenzen  bedeutungslos.  Die  Annäherung  zu  ihrer  Gleich- 
heit kann  nur  darin  bestehen,  dass  ihre  Quotienten  den  Grenzwert 
1 haben.  Macht  man  dies  zur  Forderung,  so  ergibt  sich  die  aus- 
reichende und  notwendige  Bedingung: 

(2a -J-c-j- /“)(<?* — /*)  «=  0 

Der  erste  Factor  ist  > 0,  der  zweite  ist  nach  anfänglicher  Voraus- 
setzung nicht  null.  Folglich  hat  der  in  Rede  stehende  Grenzfall 
nicht  einmal  finale  Beziehung  zu  der  Frage  nach  gleichseitigen  Te- 
traedern. 

Der  zweite  Grenzfall  ß — y =•  0 ergibt  ein  Parallelogramm 
nebst  seinen  Diagonalen.  Er  zeigt,  dass  in  der  Tat  ein  Tetraeder 
sich  der  Gleichseitigkeit  ohne  Grenzen  stetig  annähern  kann,  wäh- 
rend seine  Seiten  nur  parweiso  congruent  werden. 

§ 3.  Wenn  wir  jetzt  ein  Tetraeder  gleichsoitig  nennen,  so  ist 
in  dem  Attribut  schon  einbegriffen,  dass  seine  Seiten  einander  con- 
gruent, mithin  seine  Gegenkanten  einander  gleich  sind.  Ein  gleich- 
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8eitiges  Tetraeder  ist  demnach  durch  3 Kanten:  a,  6,  c,  bestimmt, 
unter  donen  keine  Gegenkanton  Vorkommen. 

Diese  3 Grössen  haben  indes  2 Bedingungen  zu  erfüllen,  damit 
die  Kantenpare  ein  Tetraeder  bilden  können:  1)  muss  in  jedem 
ebenen  Dreieck  ( abc ) jede  Kante  kleiner  sein  als  die  Summe  der 
beiden  andern-,  2)  in  jeder  Ecke  [aic]  jeder  Seitenwinkel  kleiner  als 
die  Summo  der  beiden  andern.  Da  nun  die  3 Seitenwinkel  einer 
Ecke  auch  Winkel  eines  Dreiecks  (aic)  sind,  so  verlangt  letztere 
Bedingung,  dass  alle  Seitenwinkel  < R sind.  Ist  aber  dies  der  Fall, 
so  folgt  von  selbst,  dass  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist. 

Notwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  a,  £,  c ein 
Tetraeder  bilden  können  ist  also: 

^ i2-}~c*>  h 2 ^ c2-{-a2;  c2  ^ a*-{-ö® 

Zu  den  speeifischen  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Tetraeder 
gehören  noch  folgende. 

Da  in  jeder  Seite  die  Kauten  den  Sinus  der  Gegenwinkel,  diese 
wieder  den  Sinus  der  gegenüberliegenden  Flächenwinkel  proportional 
sind,  so  hat  man  a priori: 


sin«  = aq\ 

sill  ß = bq\  siny  =*  cq 

(12) 

Sei 

5 <=*  ( i — J-  l)  — J-  c } 

t — bc-\-ca-\-ah\  u = abc 

(13) 

S1  = 

|—  — }—  c2 ; 

/,  = b2c2  -f~  c*«2  -j-  a*b2 , ttj  = a'ib2c2 

1 

n 1 

Jtfj2  — «(8t  - \fl3  — 2«) 

(14) 

dann  findet 

man: 

q2  «=*  2n(<j  — 

2nwa)  «=  2 n(s2 — 2 1 — 2 re«*) 

(15) 

und  ferner: 

COS  a > 

= ua2(s  — 2a2) ; etc. 

(16) 

Hieraus  ergibt  sich  der  Wert  der  Ecke,  sphärisch  gemessen 

Tj  =»  t*~j“  ß+y  — 2R 

dnreh 

siniS  - (i  +»);  cos  E - 8 — ±-'  _ 3 (17)  (18) 

Der  Abstand  der  Endpunkto  bebiebiger  Strecken  v,  tv  auf  den 
Gegenkanten  «,  o von  einander  sei  = R\  dann  ist  K2  von  der  Form: 


R 2 =-  y*-J-  io2 — 2y  wCOS  d’-J-  Lv-\-  JWt«?  — f—  iV 


(19) 
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Dies  ist  ein  Minimum  für 


v — wcos#-}-  hlj  =*  0 ^ 

w - v eostf-f-  Jil/  = 0 ) ^ ^ 

und  zwar  bedeutet  fr  den  Winkel  zwischen  den  Gcgcnkantcu  a , o, 
die  Schenkel  in  der  Richtung  der  Strecken  e,  ic  gedacht.  Setzt  maa 
nun  zur  Bestimmung  von  #,  L,  AI , N die  Anfangs-  und  Eudwerte 
0 und  « für  v und  für  ?e,  so  wird 

7f(00)  — R(aa)  = 1»\  7?(</0)  — Ä(0a)  = c 


(oder  umgekehrt,  was  gleichgültig  ist),  mau  erhält  aus  Gl.  (19)  die 
4 Gleichungon : 


b2  a N — 2a*(l  - cos  fr)  -f  (L  -f-  M)a  -f  N 
c*  = a* -j-  La -{-  N - a*-f- Afa-}- N 

Aus  diesen  und  den  Gl.  (20)  (19)  ergibt  sich  leicht : 

—1— 

; N b*  (21) 

a 

c*  — b* 

cos  fr  = — s — (22) 

a*  ' 


R*  = 


v = io  — Ja 
6- -f  c2  — a2 


2 


(23) 

(24) 


Gl.  (24)  zeigt  die  Normalabstäudo  der  Gcgcukauten  als  die  Werte 
von  R und  dessen  analoge.  Nach  Gl.  (23)  werden  dio  Gcgcukauten 
von  ilircu  gemeinsamen  Loten  in  ihren  Mitten  getroffen.  Gl.  (22) 
gibt  dio  Winkel  zwischen  deu  Gcgcukauten.  Setzt  mau  dio  Werte 
(21)  (22)  (23)  in  Gl.  (19)  ein,  so  findet  man  deu  Abstaud  zweier 
beliebigen  Punkte  der  Gegenkauten. 


Bezeichnet  man  dio  gemeinsamen  Lote  der  3 Gegenkantenpare 
«,  \ c durch  6lf  c„  so  ist  eines  dorsclbon  at  normal  zu  2 pa- 

rallelen Ebenen,  in  denen  dio  Kauten  a,  mithin  auch  die  8 End- 
punkte der  Kanten  b , b , c,  c liegen.  Daraus  folgt  beiläufig,  dass 


COS(iöj)  = 


cos(ca1) 


«i 

c 


nebst  den  analogen  Formeln.  Wichtiger  ist  der  Schluss,  dass  dio 
Mitten  der  4 Kanten  b,  b , c,  c in  einer  Ebene  Ea  parallel  zu 
den  genannten  Ebenen  liegen,  und  dass  Ea  durch  die  Mitte  von 
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«,  geht,  normal  zu  a,  ist  und  4,  und  cx  enthält.  Hiernach  sind 
hx  und  e,  normal  zu  einander  und  liegen  in  3 orthogonalen  Ebenen. 
I)a  nun  in  jeder  der  Ebenen  E„ , Eb , Ec  zwei  der  Lote  a, , 4,',  c, 
liegen , so  liegt  jedes  der  letztem  in  2 Ebenen , und  alle  schneiden 
und  halbiren  sich  im  Durchschnittspunkt  der  3 Ebenen,  deren  Durch- 
schnittslinien sie  sind.  Geht  man  also  von  einem  rechtwinkligen 
Axensystem  der  xyz  aus,  welches  die  Lage  des  Tetraeders  bestimmt, 
so  kann  man  alle  möglichen  gleichseitigen  Tetraeder  durch  die 
Eckencoordinaten  aufstellen : 

(*,  y,  *)  ( z , — y>  — 2)  (-*>  y,  —*)  (— — y,  *) 

das  sind  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedons,  dessen 
Kanten 

2x  = «j ; 2y  «=  bt ; 2 z — c, 

und  dessen  Seitendiagonalen  a,  4,  c sind. 

Nach  der  letzten  Gl.  (1)  ist 

16(a4c)a  = 4tx 

(a4c)  = — ~r;  (25) 

* 

Die  Höhe  des  Dreiecks  über  der  Basis  a ist 

2 (ahc) 

£=3 

a 

also  die  Höhe  des  Tetraeders  über  der  Basis  («4c) 

2(a4<?)  . , % 

h =»  — - — Sin  a = 2 ( abc)q 

und  das  Volum  des  Tetraeders 

-1  - I [nhcYq  - ^ (26) 

Mittelst  vorstehender  Formeln  lässt  sich  nun  die  Aufgabe  lösen : 

„Die  Kanten  eines  gleichseitigen  Tetraeders  zu  finden , wenu 
„dessen  Volum,  Oberfläche  und  Ecke  gegeben  siud.“ 

Zur  Lösung  dienen  die  Gl.  (17)  (18)  (25)  (26)  (14)  (15)  (13). 
Bezeichnet  S die  Oberfläche,  so  ist  nach  Gl.  (25)  und  (26) 

S _ 4(040)  = ~ 

also 
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n 


■4 

S* 


(27) 


. <1 


6 «7’  = 


24  T 
S* 


(28) 


Wir  betrachten  daher  « und  q als  bekannt  und  haben  zur  Bestim- 
mung von  *,  t , n die  4 Gl.  (14)  (15)  (17)  (18),  und  zwar  aus  Gl. 
(15)  (18)  die  Werte: 


ul 


s 2 — 2t 
~2n 


aus  Gl.  (14)  (17): 


q*  _ 3 -{-cos#  „ t 
4n*  Sn  * ~~n 


u 


st  «3 
2 ~ 8 “ 2^ 


l 

7-  sin  £ 

47  ns 


Gl.  (29)  gibt  direct  ä,  dann  Gl.  (30)  t.  Man  hat  also: 


(29) 

(30) 


v 7 t <1  , cos£/2  sin*i|£ 

V«sin$L’’  =*4nsin*$£  ' \n  q* 

q sin  iE 

u = 2utg  iE  ~ qVn  (31  > 

und  l =*  a,  b,  c sind  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

i8— u = 0 (32) 

Alle  diese  Bestimmungen  sind  eindeutig,  es  kann  also  nie  mehr  als 
ein  Tetraeder  als  Lösung  erscheinen.  Als  Bedingung  der  Möglich- 
keit eines  Tetraeders  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  Gl.  (32) 
3 positive  reelle  Wurzeln  habe,  und  dass  diese  die  Seiten  eines 
spitzwinkligen  Dreiecks  darstellen.  Hierzu  ist  schon  vorher  nötig, 
dass  die  Werte  (31)  positiv  sind.  Damit  bzhw.  t und  n positiv  sei, 
muss  sein 


q * > 2 Vnsin*i£(Vl  -|-C08*  ££  — cos^L); 


2 Vn  sin*$E 
cos  \e 


Letztere  Grenze  ist  die  grössere.  Aus  ihr  geht  die  Bedingung  her- 
vor: 


cos  \E  > 


72  T* 

' ßi 
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XVIII. 

Beweis  des  Satzes  von  Leman  pag.  224. 


Von 

Prof.  Dr.  F.  W.  Fischer. 


1.  Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks 
ABC  die  gleichkenkligen  Dreiecke  ABJ,  BCG , ACH , deren  Basis- 
winkel gleich  sind  und  zieht  die  Linien  AG , BH,  CJ , welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten  D,  E,  F schneiden  mögen , so 
schneiden  sich  diese  Verbindungslinien  in  einem  Punkte.  Es  ist 
(Fig  1): 

A CJA  AF 

A CJB  — FB ’ da  aie  Pre*eck°  die  Seite  CJ  gemein  haben 

A AGB  BD 
A AGC=  DC 

A Blic  CE 
A BHA  a EA  ’ a 80 


A CJA  A AGB  A BHC  AF  BD  CE 

A CJB  * A AGC  ' Ä BHA  ~ FB  ' DC  * EÄ 

Nun  ist  aber 

AB  AJ 
Ä C ~ AH  °dCr 

AB  . AH  = AC  . ylJ,  und  Wkl.  HAB  = JAC,  also  A BHA  = C'./A; 
ebenso  ist  A AGB  = CJB  und  A BHC  — AGC. 

Es  ist  also 

AF  BD  CE 
FB  * FC‘  EÄ  = 1 

und  folglich  schneiden  sich  AG,  /?//,  C!/  in  einem  Punkto. 

2.  Wenn  das  Dreieck  ein  sphärisches  ist,  so  lässt  sich  die 
Richtigkeit  des  Satzes  in  folgender  Weise  dartun.  Es  ist,  wenn 
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man  (Fig.  2)  Wkl.  CHE  = v,  Wkl.  AHE  = ?r,  Wkl.  AJF  — t»\ 
Wkl.  BJF  = tc\  Wkl.  BGD  = v ",  Wkl.  GGD  = w'\  ferner  Wkl. 
BCH  «=  ACC  = y',  Wkl.  HAB  = CA/  = Wkl.  ABG  = ./tfC  — ß1 
bezeichnet : 

sin  v sin  y'  . sin  CB 

sinw  sina'  . sinA/j 

sin  v'  sina'  . sin  AC 

sinw'  “ sin/?'  . sin^ÖC 

sin  t>”  _ sin  ff'  . sin  AB 
sin w"  sin  y'  . sin  AC”  a S0 


sin  v sin  v'  Bin  ?/' 
sinu>  * sin?<?'  * sintc" 

Nun  ist  aber 


sin  v 
sin?e 


sin  11  CE  . sin  CE 
sin //A2K . sin  AE 


oder 


sin  v sin  CE 

sin  tc  sin  EA  ’ 


ebenso 


sin  v'  sin  AF 
sin  w‘  — sin  FB 


und 


sin  v"  sin  BD 
sin  w"  “ siuDC  ’ 


also  ist 


sin  v sinv'  sin  ?/'  sin  CJK  sinAF  sin  BD 

sinw  * sin?e'  * sin?r"  sinAF  sin  FC  sinDC 


Aus  (1)  und  (2)  folgt] 


sin  CE  sin  AF  sin  BD 
sin  F’A  ’ sin  FB  ' sin  DC 


1 


(1) 


(2) 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Ein  trigonometrischer  Beweis  für  das  ebene  Dreieck  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  dem  Beweise  unter  2.  an  Stelle  der  sin. 
der  Seiten,  die  Seiten  selbst  setzt 

Kempen  (Rhein),  den  17.  Aug.  1893. 
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XIX. 

Die  Gauss’sche  Darstellung  complexer  Zahlen  in 
geometrischer  Beleuchtung. 

Von 

Adalbert  Breuer, 

k k.  Professor  an  der  Stnntsoberrealschule  im  III.  Bo*.  Wiens. 

(Mit  oiner  Fignrontafol.) 


Gegen  die  geometrische  Deutung  complexer  Zahlen  als  Indices 
einer  Doppelreihe  von  Grössen  sind  in  neuerer  Zeit  viele  Bedenken 
erhoben  worden,  welche  den  Beweisen  für  die  Richtigkeit  der  Gauss- 
schen  Darstellung  die  überzeugende  Kraft  absprechen.  Von  diesen 
Scheinbeweisen  sei  jener  von  Drobisch  erwähnt.  (Vtrgl.  Schlömilch’s 
Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  § 58.) 

Nachdem  sich  aber  obige  Darstellung  dessenungeachtet  als 
äusserst  anschaulich  und  nutzbringend  erwiesen  hat,  so  ist  es  ge- 
wiss der  Mühe  wert,  deu  geometrischen  Gründen  für  diese  Ucber- 
einstimmuug  zwischen  Rechnung  und  Construction  nachzugehn.  Um 
das  gesteckte  Ziel  sicher  zu  erreichen,  ist  es  angezeigt,  den  Begriff 
der  Zahl  durch  eine  Strecke  zu  versinnlichen,  so  dass  unter  Zu- 
grundelegung einer  bestimmten  Längeneinheit  die  erstere  als  die 
Masszahl  der  letzteren  erscheint. 

Ist  in  Fig.  1)  0 der  Nullpunkt  der  Zahlenliuie  ÜX,  so  bestimmt 
jeder  Punkt  A derselben  mit  0 eine  Strecke,  welche  eine  positive 
oder  negative  Zahl  versinnlicht,  je  nachdem  A rechts  oder  links  von 
0 sich  befindet.  Durch  dio  Zahlenlinic  gewinnt  mau  demgemäss 
eine  Uebersicht  aller  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen. 

Um  irrationale  Zahlen  abzubilden,  bedient  man  sich  eines  Kreises 
vom  Centrum  C und  dem  rationalen  Radius  g,  welcher  die  Abscissen- 
achse  OX  in  den  reellen  Punkten  B und  B'  schneidet.  Hat  C die 
rationalen  Coordinaten  OA  = a und  AG  = y , so  erhält  man  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABC  gemäss 

Arch.  d.  Math.  u.  Phya.  2.  Ueike,  T.  XII. 
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AB*  = AB1*  — £6'*  — AC*  = p2  — y2 
das  Wortepaar 

,1«  =+A  _ - 1) 

ab'  . — i . — y»*— »*  2) 

Ist  ABC  nicht  zufälliger  Weise  ein  Pythagoräisches  Dreieck,  so  sind 
die  Zahlen  -}-&  und  — b irrational;  sie  erscheinen  durch  die 
Strecken  AB  und  AB'  dargestellt,  wenn  man  A als  Nullpunkt  anf- 
fasst.  Zählt  man  jedoch  vom  Ursprung  0 aus,  so  ergeben  sich  die 
Streckenverbindungen 

0 B -=»  OA-f-  AB  = a + b 3) 

OR'  = OA+AB’  = a - b 4) 

durch  welche  die  surdischen  Zahlen  (a-f-6)  und  (a  — b)  versinnlicht 
werden.  Die  Reductionen  3)  und  4)  liefern 

OB  .OB'  =-  a*  — b*  5) 

Nun  hat  aber  das  Product  OZ*  . OB’  die  Bedeutung  der  Potenz  des 
Punktes  0 in  Bezug  auf  alle  Kreise  des  Büschels  mit  den  Trägern 
B und  B\  und  man  hat,  wenn  07’  = »*  eine  Kroistangente  vorstellt, 
die  Beziehung 

Off.  OB'  «=  OT*  — r*  6) 

Aus  5)  und  6)  folgt 

a*  — b*  = r*  7) 

Diese  Relation  konnte  mau  aus  dem  mit  AB  = 1 als  Radius  be- 
schriebenen Kreise  mittels  der  Tangente  OT'  r direct  ablesen. 
Der  Kreis  vom  Radius  r und  vom  Centrum  0 schneidet  die  Kreise 
des  Büschels  BB'  orthogonal.  Nennt  man 

r = V a*  — A* 

den  Modul  der  conjugirten  surdischen  Zahlen  in  3)  und  4),  so  liefert 
7)  einen  leicht  zu  formulirenden  Satz. 

Berührt  der  Kreis  C die  Abscissenachse,  so  sind  die  irrationalen 
Bestandteile  -{-£>  und  —b  der  surdischen  Zahlen  gleich  null.  Wenn 
der  Kreis  C den  Ursprung  einschliesst,  dann  wird  r2  negativ  und 
r imaginär.  Als  Mass  von  r dient  dann  uach  der  Planimetrie  be- 
kanntlich die  halbe  kürzeste  Sehne  durch  0,  welche  für  alle  Kreise 
des  Büschels  BB'  in  derselben  Grösse  erscheint.  Der  mit  dieser 
halben  Sehne  beschriebene  Kreis  kann  somit  als  Ersatz  des  in  diesem 
Falle  imaginären  Orthogonalkreises  angesehen  werden  und  wird 
Diametralkreis  genannt;  er  schneidet  den  Büschel  aber  nicht  mehr 
unter  rechten  Winkeln. 
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Geht  der  Kreis  C durch  0,  dann  ist  wegen  a — h OB  *—  2a  und 
OB'  = 0;  ausserdem  ist  b nicht  mehr  irrational.  Liegt  das  Centrum 
C in  der  Ordinatenachse  OV,  dann  verschwindet  der  rationale  Teil 
a,  und  die  surdischen  Binome  gehen  in  rein-irrationale  Zahlen  über. 


Verwendet  man  die  gewonnenen  irrationalen  Zahlen  im  Geiste 
als  Coordinaten  von  Centren  und  als  Radien  von  neuen  Kreisen,  so 
erhält  man  andere  irrationale  Zahlen.  Durch  die  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  lässt  sich  das  System  der  surdischen  Zahleu  beliebig  er- 
weitern und  die  Zahlenlinie  in  Gedanken  unendlich  eng  punktiren. 


Obige  Entstehung  surdischer  Strecken  kann  in  ungezwungener 
Weise  auf  complexe  Streckeu  ausgedehnt  werden.  Wenn  nämlich  in 
1)  und  2)  q < y wird,  so  erhält  man  unter  Beachtung  der  Schreib- 
weise Y — i = * 


ABi  ==»  -J -ib  *=  -j-i  Y y*  ~ Q* 

V) 

AB'/  — — il>  — — iY y2 — p* 

2') 

Der  entsprechende  Kreis  C (Fig.  2)  geht  daun  an  OJT  vorbei,  und 
die  Schnittpunkte  Bi  und  B sind  imaginär.  Legt  man  von  A an 
den  Kreis  die  Tangente  AD , so  folgt  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ADC 


oder 


AD 2 =■  AC2  - CD 2 «=•  y*  - q* 


AD=  Vy*-Q*  = b 


3) 


Beschreibt  man  von  A aus  mit  AD  den  Kreis,  so  liefert  dieser  in 
OX  die  reellen  Punkte  B und  B‘,  welche  als  Vertreter  der  imagi- 
nären Bi  und  B/  gelten  können,  weil 


und 


xAD  *=  iAB  = AB,  = -f  ib 


— i AD  = iAB'  — AB,“  — — ib  ist. 


Die  complexen  Strecken 


und 


0 Bi  = 0A+AB,  = a~\~tb 
0 Bi  = 0 A + AB,'  ■=  a — ib  ' 


3') 

4') 


müssen  dann  durch  die  im  allgemeinen  surdischen  Strecken 

OB  *=0A  + AB  =a-J-£  3") 

OB'  ~ 0A  + AB'  ■=  a — b 4") 


versinnlicht  werden.  Der  geometrische  Ort  von  B und  B'  ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel  von  der  Hauptachse 
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AM  = AD  — h 

und  aus  £\  OAAf  folgt 

0 Mi  = 0A2-f  AM 2 = a*+  b * 10) 

Hieraus  schliesst  man  unter  Hinblick  auf  7')  und  7) 

OAf*  = 07’ 2 — r* 

Mithin  geht  der  Kreis  0 durch  die  Punkte  M und  M\  welche  als 
Träger  eiues  Kreisbüchels  erscheinen.  Die  Chordalc  MM'  desselben 
enthält  die  Ceutren  C aller  gemeinsamen  Orthogonalkreise.  Dieso 
gehen  sämtlich  durch  die  imaginären  Punkte  Bi  und  Bi  der  Cen- 
trale 03T  des  Büschels  MM’  und  haben  somit  0JT  zur  Chordale. 
Mithin  bilden  die  Orthogonalkreise  des  Büschels  MM'  einen  zweiten 
Büschel  mit  den  imaginären  Trägern  B\  und  Bi.  Unter  ihnen  kommen 
zwei  Nullkreise  vor,  die  sich  mit  den  Punkten  M resp.  M'  decken. 
Den  Centren  zwischen  3/und  M'  entsprechen  imaginäre  Orthogonalkreise 
an  den  Büschel  MM’ . Die  reellen  Ersatzkreise  der  letzteren  gehen  mit 
imaginären  Zweigen  durch  die  Punkte  B,  und  Bi.  Die  Vertreter 
dieser  Zweige  sind  reelle  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Hauptachse 
zu  OA  parallel  ist,  und  welche  den  Ersatzkreis  mit  den  Scheiteln 
berühren.  In  dem  Büschel  MM'  sind  die  Nullkroise  imaginär  und 
fallen  mit  den  Punkten  Bi  und  Bi  zusammen.  Allen  Kreisen  dieses 
Büschels,  deren  Hadieu  kleiner  sind  als  AM  = b entsprechen  ima- 
ginäre Centren,  welche  zwischen  B,  und  Bi  zu  denken  sind.  Er- 
setzt mau  die  imaginären  Centren  durch  reelle,  so  ergeben  sich 
reolle  Kreise,  welche  durch  die  imaginär  genommenen  Puukte  M 
uud  M‘  gehen.  Die  Vertreter  der  imaginären  Zweige  sind  gleich- 
seitige Hyperbeln,  deren  Hauptachsen  zu  OF  parallel  sind,  und  welche 
durch  M und  M'  gehen. 

Durch  Variiren  des  Kreises  C bezüglich  Lage  und  Grösse  lassen 
sich  alle  möglichen  complexen  Zahlen  in  derselben  Weise  zur  Dar- 
stellung bringen,  wie  vorhin  die  surdischen. 

Um  nun  die  Vertreter  B und  B'  conjugirter  imaginärer  Punkte 
Bi  und  Bi  von  anderen  Punkten  der  Zahlenlinie  stets  klar  unter- 
scheiden zu  können,  tut  man  gut,  ihre  Verbindung  durch  den  Kreis 
A aufrecht  zu  erhalten. . Dadurch  sind  Verwechslungen  und  Irr- 
tümer,  welche  der  Ersatz  von  3')  und  4')  durch  3")  und  4")  leicht 
hervorrufen  könnte,  ausgeschlossen. 

Ein  anderes  Mittel  besteht  in  der  Drehung  des  Durchmessers 
BB'  um  das  Centrum  A um  90°  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers. 
Dadurch  gelangt  man  zu  den  Punkten  M uud  3/',  uud  cs  stellt  dann 
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0/1  -f-  AM  die  Zahl  a-{-ib  dar,  während 
0A-\-AM*  die  Zahl  a — ib  versinnlicht. 

Mit  dieser  Substitution  der  richtigen  Vertreter  B und  Bf  der  ima- 
ginären Punkte  B,  und  Bi  durch  die  willkürlichen  Ersatzpunkte  M 
und  M‘  erscheint  dio  Zahlenlinie  OX  zur  Zahlenebcnc  A'O  Y erweitert. 
OX  repräsentirt  die  reellen  Zahlen,  OP  die  rein  imaginären,  und 
jeder  Punkt  M in  den  Quadranten  eine  complcxe  Zahl  und  zwar  in 
dem  Sinne,  dass  die  Bestandteile  n und  ib  derselben  durch  die  Coor- 
dinaten  a und  b von  M ausgedrückt  erscheinen.  « und  b sind  daun 
gewis8erma8scn  die  parallel  zu  den  Achsen  OX  und  OP  genommenen 
Componcuten  des  Moduls  0 M = r als  Resultauto.  Es  ist  nun  nahe- 
liegend, diesen  Modul  unter  Angabe  seiner  Richtung  als  abermaliges 
Versinnlichungsmittel  der  complexen  Zahl  «-f -ib  zu  wählen.  Den 
Uebergaug  zu  dieser  Substitutiou  bietet  der  Winkel  MQA  = q>  als 
Richtungsconstaute.  <jp,  auch  Amplitude  genannt,  hat  alle  Werte  von 
0 bis  -j-  360°  zu  durchlaufen,  währond  r vou  0 bis  -f-  oo  variirt, 
um  alle  Punkte  der  Zahleuebene  zu  passiren.  Zur  Bestimmung  von 
(p  liefert  A 0 AM  die  Relationen 

b 

tg<P  — " 


sing? 


C08<p 


r Ya*  + b* 

a a 

r — ya*_p,ä 


Unter  Einführung  dieser  neuen  Bestimmungsgrösson  erscheint  die 
complexe  Zahl  arithmetisch  in  nachfolgender  Doppelbezeichnuug: 

a -j-  i b =>  r( COS  qp  -f-  * sin  (p) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  wird  als  Normalform  oder  als 
goniometrischc  Form  der  complexen  Zahl  bezeichnet  und  liefert  für 
Durchführung  der  Rechnungsoperationen  die  bekannten  Sätze  über 
dio  Moduln  und  Amplituden,  die  schliesslich  zur  Moivre’schen  Bino- 
mialformel  führen.  Letztore  ist  bekanntlich  ein  Fundament  vieler 
Theorien  der  algebraischen  Analysis,  uncLihre  Eleganz  ist  wol  die 
Ursache  für  die  Beliebtheit  der  Gauss’schen  Darstellung  der  com- 
plexen Grössen. 

Verfolgt  man  aber  den  Gang  der  obigen  Entwicklung,  so  wird 
man  es  nur  zu  begreiflich  finden,  dass  viele  Mathematiker  gegen  die 
Gauss’sche  Interpretation  Stellung  genommen  haben,  weil  durch 
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XX. 

Ueber  den  Inhalt  des  vierdimensionalen 

Pentaeders. 


Von 

Ernst  LIers,  stud.  math. 


Um  den  Inhalt  eines  vierdimensioualeu  Pentaeders  zu  berechnen, 
muss  mau,  wie  wir  später  sollen  werdeu,  den  Winkel  keuueu,  den 
zwei  Flächen  eines  sphärischen  Tetraeders  bilden,  dessen  Kanten 
gegeben  sind.  Wir  wollen  daher  zunächst  diese  Aufgabe  lösen. 

Gegeben  sei  ein  sphärischer  Kaum.  Der  Mittelpunkt  desselben, 
d.  h.  also  derjenige  Punkt,  der  von  allen  Punkten  des  sphärischen 
Raumes  gleich  weit  entfernt  ist,  heisse  M.  Ferner  sei  in  diesem 
Raume  ein  sphärisches  Tetraeder  AB  CD  gegeben  mit  den  Kanten 

AB  — a,  AC  = b,  AD  «=  c,  BC  = d,  BD  — e,  CD  = f 

Die  Winkel,  welche  diesen  Kanten  gegenüberlicgen,  sollen  a,  ß,  y, 
<5,  £,  £ heissen.  Es  soll  der  Winkel  berechnet  werdeu,  welchen  die 
Flächen  ABC  und  BCD  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Räume  MAJBC 
und  MB  CD  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  ist  derselbe,  den 
die  Lote  bilden,  welche  man  im  Punkte  B auf  der  Ebeue  MBC  iu 
den  Räumen  MABC  und  MB  CD  errichtet.  Dieser  Winkel  sei  g v. 

Nun  lege  man  durch  M und  durch  jene  Lote  Ebenen , welche 
die  Ebenen  MAC  und  MCD  iu  MAl  und  MD 1 schneiden.  Daun  sei 

BA1  = a',  BD'  — e\  CA'  - CD'  — f,  A'D‘  = c' 

Die  Verlängerungen  von  MA'  und  MD'  mögen  die  Lote  in  A”  und 
Ff'  schneiden.  Dann  ist  im  geradlinigen  Dreieck  X'Brf’  das  Qua- 
drat von  A"/)" 
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tg2«'  -f-  tgV  — 2 tg  a'  tg  e COS  cp 

Ferner  ist  im  geradlinigen  Dreieck  Ä’MIf'  das  Quadrat  von 
Ä'Dt'  = secV -|- sccV  — 2scca'sece'eosc' 


Daraus  folgt: 


C08  9> 


cos  c*  — COS  a‘  cos  e' 
sina' sine' 


Dieser  Ausdruck  muss  nun  durch  die  Grössen  a,  ft,  c,  r?,  e,  / ersetzt 
werden.  Im  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  A'  BC  ist 


folglich 


cos«  = cotft'tgrf 


cot  ft' 


cos  a 

tgvr 


Damit  ist  ft'  bekannt,  denn  cosa  lässt  sich  folgendermassen  durch 
die  Seiteu  Ausdrücken: 

cos«  — cos  ft  cos  d 

cosa  — — — 

sinftsiua 


Ferner  ist  nach  dem  Sinussatz 


folglich 


sina'  sin  6' 
siua  “ sin/J' 

sina'  = sin  ft'  sina 


Damit  ist  auch  a bekannt. 


Die  Grösse  e wird  berechnet  aus  dem  rechtwinkligen  sphäri- 
schen Dreieck  D' BC  Es  ist 


cos  f 


COS  C — C08  fl  COS  f 

sin  d sin  / 


cot/" 


cos  c 
tg  d 


sin«'  = sin/' sine 

Es  bleibt  uns  nun  noch  übrig,  die  Grösse  c‘  zu  berechnen. 
Zunächst  ist  im  sphärischen  Dreieck  ACD 


cos«  — cos  ft  cos/“ 

C08  V =■  . — : — : — 

9 sinftsin/ 

Im  sphärischen  Dreieck  A'CD ' wollen  wir  den  Winkel  CA! D1  mit  £" 
bezeichnen.  Dann  ist 


346  Lien:  lieber  den  Inhalt  des  vierdimensionalen  Pentaeder ». 


cot/'  sin  b‘ — cos  b cos  y 

COtr  — r 

siu  y 


sine' 


sin  y sin/' 
sinf'7 


Damit  sind  die  Grössen  a\  e und  c ' bekannt,  und  wir  köQnen 
nun  den  Winkel  9 berechnen.  Diese  Berechnung  ist  recht  lang- 
weilig uud  unerfreulich  und  erfordert  sehr  viel  Zeit.  Ich  will  nur 
das  Resultat  mitteileu,  weil  ich  nachher  auf  einem  viel  einfacheren 
Wege,  nämlich  mit  Hülfe  von  Determinantensätzen,  dasselbe  Ergeb- 
nis ohne  jede  Rechnung  noch  eiumal  herlciten  werde,  so  dass  sich 
der  Leser  von  der  Richtigkeit  desselben  überzeugen  kann. 

Wir  erhalten  also  nach  Ausführung  jener  Rechnung 


cos  9 =- 

eosc  — cosacose  — cos&cos/ cosacos</cos/  -j-  cos&cos^/cos«  — cos*<frosr 

siuMAUC  siüMBCD 


Dabei  bedeutet  sin  MABC  den  Sinus  der  Ecke  M im  Raume  MABC 
Das  Quadrat  desselben  ist  gleich  der  Determinante 


1 cosa  cosi 
cos  a 1 cos  d 

cos  b cos  d 1 

Ebenso  ist 


1 cos  d cos  e 
sin2  MBCD  = cos  d 1 cos  / 

i cos  e cos / 1 

Der  Zähler  jenes  Bruches  lässt  sich  darstellen  als  die  Determinanie 


COSa 

cos  b 

cos  c I 

1 

COS  d 

cos  e 

COS  d 

1 

cos  / 

Bezeichnet  man 

in  der 

Determinante 

1 

cosa 

COSi 

cosc 

cos  a 

1 

COSrf 

cosc 

cos  b 

COS  d 

1 

cos/ 

cos  c 

cose 

COS/ 

1 
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das  frte  Glied  der  »ten  Zoile  durch  m,*  und  don  zugehörigen  Coef-  * 
ficieuten  dieses  Elements  in  der  nach  den  Elementen  der  i'tcn  Zeilo 
entwickelten  Determinante  A durch  fia,  dann  ist 


cos  cp  = 


Ml4 

YpnP** 


Ml4#*41 
Mn  f*44 


Die  Winkel,  welche  die  übrigen  Flächen  des  sphärischon  Tetraeders 
mit  einander  bilden,  findet  mau  einfach  durch  cyklische  Vertauschung 
von  a,  &,  c , d , e,  f beziehungsweise  durch  Vertauschung  der  /*,*. 
Der  Ausdruck  für  diesen  Winkel  ist  ganz  analog  gebildet  dem  Aus- 
druck für  die  Winkol  des  sphärischen  Dreiecks.  Legen  wir  in  der 
Determinante 

1 cos  a cos  b 
cos  a 1 cos  c 

! COS  b COS  C 1 


dem  na  dieselbe  Bodeutung  bei,  wie  oben,  daun  lassen  sich  die 
Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  folgendermassen  ausdrückcn 


cos« 

cos£ 

cosy 


V 

-V\ 

•V, 


Pli  Pi i 
Pn  Pa 


PisPsi 

PuPss 

PtsPa 
Pa  Pa 


Diese  Ausdrücke  sind,  wie  wü  nachher  sehen  werden,  gültig  für  ein 
sphärisches  Tetraeder  von  beliebig  hoher  Dimensionszahl. 

Wir  können  nun  dazu  schreiten,  den  Inhalt  des  vierdimonsionalcn 
Pentaeders  zu  berechnen,  von  welchem  die  Längen  von  4 in  einer 
Ecke  zusammenstossenden  Kanten  gegeben  sind,  sowie  die  6 Winkel, 
welche  diese  Kanten  mit  einander  bilden. 

Der  Inhalt  eines  vierdimensionalen  Pentaeders  ist  gleich  ^ Grund- 
körper mal  Höhe. 

Der  Inhalt  des  Grundkörpers  MABC  ist  gleich  rt  r#  sin  xyzy 
wo  r,  t-j,  die  Länge  der  Kanten  bedeutet,  während  sinzy*  gleich 
der  Wurzel  aus  der  bekannten  Determinante  ist,  die  wir  vorhin  be- 
trachtet haben.  Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Länge  der  Höhe  k 
aus  der  vierten  Kante  r3  und  den  gegebenen  Winkeln  zu  berechnen. 
Wir  fällen  im  Raume  MBCD  von  D ein  Lot  auf  die  Ebene  MBC, 
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das  dieselbe  in  E treffen  möge.  Daun  errichten  wir  im  Raume 
MABC  auf  der  Ebene  MBC  iu  E ein  Lot  EH  und  legen  durch  dieses 
Lot  und  durch  DE  eiue  Ebene.  Schliesslich  fällen  wir  von  D in 
der  Ebouc  DEIl  ein  Lot  DF  auf  Ell\  dann  steht  DF  senkrecht 
auf  dem  Raume  MABC\  deun  die  Ebene  DEF  steht  nach  Con- 
structiou  senkrecht  auf  dem  Raume  MABC  und  DF  senkrecht  auf 
der  Schnittlinie  des  Raumes  mit  der  Ebene.  Nun  ist  im  rechtwink- 
ligen Dreieck  DEF  jene  gesuchte  Höhe 


DF  «=»  DE  sin  *yz  yzt 


wo  sin  xyzyzt  den  Sinus  der  beiden  Räume  MABC  und  MBCD 

. . _ „ . , ...  sin  yzt  , , 

bedeutet.  DE  ist  aber  gleich  rH  -j daher  ist 

® 8 sin  3^ 


24  MABCD  = rr|  r^r^xwsyzÜWxyz  yzt 


sin  yzt 
sin  y» 


Nun  ist  nach  den  früher  gebrauchten  Bezeichnungen 


s\u*xy*  | un,  sin3ys« 


f*44 


siuVi^-.  1 - cos*®  = Hl  ?** -?>*»*> 

Mj|,U44 


Für  siu2^  wollen  wir  die  Bezeichnung  /a,,  einführen,  weil  dieses 
Sinusquadrat  diejenige  Determinante  bedeutet,  welche  übrig  bleibt, 
wenn  mau  in  d die  erste  und  vierte  Zeile  und  Colonue  fortlässt. 
Dann  ist 


(24  MABCD)*  = 


(rr,  »Va)* 


Mil  ^44  — 
f*l  1 44 


Der  Ausdruck 


M11 44 


ist  nach  einem  bekaunten  Determi- 


nanteusatzo  (Baltzer  § 7,  3 der  5.  Auflage)  = Wir  erhalten  also 


. o . , — — T sin  V*  . 

sm*x^zsm*^2  y~t  g • = d 


Die  Determinante  ^ wollen  wir  durch  sin^zJ  bezeichnen , weil  sie 
ganz  analog  gebildet  ist  dem  Ausdruck  für  sin*jryz.  • Demnach  ist 

24  MABCD  «=  r rg  r3  sin  xyzt 

Damit  hätten  wir  den  Inhalt  des  vierdimensioualen  Pentaeders 
berechnet.  Ganz  allgemein  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Inhalt  des  n- 
dimensionalen  (»-j-l)seits  multiplicirt  mit  »!  gleich  ist 


rr,  . . . rH— x8in?*»ic  . . . arcsin  uv  ic  . . .xyevic.  . .xyzt, 

sin vw  . . . x yzt 
sin  v w . . . xyz 
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Wenn  nun 


cos  qp 

ist,  daun  ist  jener  Ausdruck 


ftlu  ftfil 

Mn 


= rrt  rä  . . . r„_isin  uvtc  . . . xyzt 

und  umgekehrt,  wenn  wir  auf  einem  anderem  Wege,  ohne  Zuhilfe- 
nahme des  Winkels  <p  gefunden  haben,  dass  der  Inhalt  des  n-dimeu- 
sionaleu  (« -f- 1)  ecks 

1 

",  rrt  . . . rH-iSinuv?e  . . . spzt 
n 1 

ist,  dann  können  wir  daraus  schliessen,  dass 


cos  cp 


1*1,1  jU.,,1 

Mn  M«»» 


ist.  Um  den  Inhalt  des  vierdimensionalen  Peutaeders  ohne  Zuhilfe- 
nahme des  Winkels  y zu  berechnen,  müssen  wir  uns  zunächst  den 
analytischen  Ausdruck  eines  Raumes  bilden,  der  auf  ein  Coordinaten- 
system  von  vier  auf  einander  senkrecht  stehenden  Achsen  bezogen 
ist.  Ein  Raum  ist  bestimmt  durch  4 Punkte.  Die  (’oordinaten  der- 
selben seien 


P0  — (^Oi  #Oi  20i  ^o)i  Pl  “ fall  yi»  sli  *l)i  — fagi  Vt,  -gl  tjj) 

•f  3 (*3»  *31  *3) 

Jetzt  nehmen  wir  auf  P0P,  einen  Punkt  Px'  an,  so  dass  P0/yP0  P,=« 
ist.  Dann  sind  die  Coordiuaten  des  Punktes  P,' 

**1 ' = **0  + fai  — «o)« 

y\  — yo*f  fai  - yo)M 

V = 2o  + (*t  — 2o)« 
tl  - *©“M'i  — *o)« 

Ebenso  nehmen  wir  auf  P0  /*,  P0  P3  Punkto  P%\  P3'  an,  so  dass 
P0  Pa  • Po  Pg  “ v und  P3  P3  : P0  P3  = io 


ist.  Dann  bilden  wir  ein  Parallelepiped  mit  den  Kanten  P0P,', 
7o  P*\  P0P3'.  Der  Punkt,  welcher  P0  gegenüberliegt,  heisse  P.  Die 
Coordinateu  desselben  sind: 

3-  =-  T0  -f  fa,  — r0)  11  -f  (***1  — *o)  ® -f  faa  — 3- o)"> 

y — yo-ffai  - yo) M -+- (y*  ~ yo)  f + faa  — vo) w 

z ■"  «u  + fai  - -o) « +(-a  - ~o)w  + fa:i  — *>)w 
t — f0'4~(^I  ~ — v “I“  (^3  “ fo)w 
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ELiminirt  man  daraus  u,  v und  tc , so  ist: 


— So 

y — y« 

z —z0 

t 

~ fO 

~~xo 

yi  — yo 

*1  ~=0 

*1 

— *o 

— *6 

y*-yo 

22  — z0 

*2 

l0 

— «*0 

ys— yo 

Zj—Zq 

*3 

*0 

0 


Wenn  wir  nnn  u,  v und  w alle  möglichen  Werte  durchlaufen  lassen, 
dann  durchläuft  der  Punkt  P den  gnnzen  Raum;  jene  Determinante 
ist  also  der  analytische  Ausdruck  des  Raumes,  der  durch  die  Punkte 
P0P,PjP3  hindurchgeht.  Ist  die  Determinante  nicht  ■=»  0,  sondern 
etwa  =5  R,  dann  liegt  auch  P nicht  in  dem  Raume  P0  Pt  P,  Ps.  Dann 
ist  R der  Inhalt  eines  vierdimensionalen  Parallelepipcds  mit  den 
Kanten  Po  A A A»  A A»  A A oder  der  vierundzwanzigfache  Iu- 
halt  des  vierdimensionalen  Pentaeders  PP0PlPiPä.  Nun  sei 

P0P  =r  r 

A A - 


Po  Pt 

Po  A 


'2 

ra 


Ferner  seien  die  Winkel,  welche  P0P  mit  den  Coordinatenaclisen 
bildet  = a,  0,  y,  d und  dementsprechend  die  Winkel  der  übrigen 
Kanten  mit  den  Achsen 

— («ii  ßti  y»  ^i)»  («si  ßs i ys»  ^2)1  («si  ^3i  ys>  A)* 

Dann  wird: 


R 


r 

C08« 

r COS/3 

r COS  y r cosd 

rl 

COSOfj 

r,  COS  ßx 

r,  COS  y,  r,  COS  dj 

r 2 

COS«2 

rs  COS 

rjjCOSy^  r2cos  d 

r3  C08  tts 

r3  COS  ß$ 

r8  cos  y3  r3  cos  d 

COS  « 

cosß 

cosy 

cosd 

COS0f| 

COS  ßt 

cosy, 

cosd, 

COS  ai 

cosßä 

cosys 

cosd« 

COS  Or3 

ccsßn 

cos  y3 

cosd3 

— rr,  r3r3 


Erheben  wir  den  Factor  von  rrtr4ra  in’s  Quadrat,  dann  wird  der- 
selbe gleich 

cos2a-f-cos2|3-{-cos2y-}-cos‘2d 

cosacosaj-j-cos/Scos/Jj-j-cosycos^-f-cosdcosd,  . . 

cosacos«|-|-cosj3cos/?,-f-cosycosy1-[-cosdcosd1 

cos^t-f-cos^-J-cos^yj-f  cosxdj  . . } 
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Ziehen  wir  nnn  dnreh  den  Coordinatenanfangspunkt  0 eine  Strecke 
00|  ■=■  1 parallel  zu  P9  P und  projiciren  wir  dieselbo  auf  die  Achsen, 
dann  sind  die  Projectionen  = cosor,  co*/J,  cosy,  cosd  und  wir  er- 
halten durch  wiederholte  Anwendung  des  Pythagoräischen  Lehr- 
satzes : 

cos^-fcos^  -f-cos*y-f-cos2d  = 1 

Ziehen  wir  nnn  durch  0 eine  Strecke  00*  — 1 parallel  zu  P0  Px  und 
bezeichnen  wir  den  Winkel  0,00*  mit  a-y,  dann  ist 

(0,0*)*  - 2 — 2 cos  ay 

nach  einer  bekannten  Formel  der  Trigonometrie.  Drücken  wir  nun 
(0,o*)2  durch  die  Coordinaten  der  Punkte  0,  und  ö*  aus,  so  erhalten 
wir: 


(0,0*)2  = (cos  a — cos  «,)*-{-  (cos  ß — -cos  (cosy — cosy,)* 

-f-  (cos  d — cos  d,  )*  =»  2 — 2(cos  « cos  a,  -f-  cos  ß cos  ßt  -j-  cos  y cos  yx 
-|-  cos  d cos  d,) 

Nun  war  aber 

(0,0*)*  «=  2 — 2cosxy 

also  ist 


cos  a cos  «,  -f-  cos  ß cos  0,  -f-  cos  y cos  y,  -f-  cos  d cos  d,  >=-  cos  xy 

Setzt  man  diese  Werte  ein  in  die  zuletzt  betrachtete  Determinante, 
dann  wird  dieselbe  gleich 

1 COS  a-y  COSxz  cosa-/ 

COS  ry  1 COS  yz  C08  yt 
COS  tz  COS  yz  1 C08  zt 

cos  *t  cos  yt  cos  zt  1 


Diese  Determiuantc  haben  wir  früher  mit  sin*ay*4  bezeichnet, 
ist  also 

24  PPq  Pt  Pt  Pf  — rr,r,  r3sin  xyxt 


Es 


Daraus  ergiebt  sich,  wie  wir  früher  gesehon  haben,  dor  bekannte 
Wert  für  cosqo.  Wir  haben  also  unsere  Aufgabe  gelöst,  den  Winkel 
tp  zu  berechnen  ohne  Zuhilfenahme  von  sphärischer  Totraedromctrie. 


Der  Winkel,  den  zwei  Räume  von  beliebiger  Dimension  mit 
einander  bilden,  lässt  sich  nach  ganz  derselben  Methode  berechnen. 
Es  ist  stets: 


cos  cp 


fl ik  Hkt 
fliY  (*kk 
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XXI. 

Ueber  eine  Analogie  des  Laplace’sclien 
Determinantensatzes. 


Von 

Ernst  Liers. 


Nach  dem  Laplace’schen  Determinantensatz  kann  man  eine 
Determinante  vom  Grade  n zerlegen  in  Producte,  dereu  einer  Factor 
eine  Unterdeterminante  vom  Grado  m,  der  andere  eine  Unterdeter- 
miuanto  vom  Grade  n — m ist.  In  Folgendem  soll  nun  gezeigt  wer- 
den, dass  man  die  Determinante  auch  in  Producte  zerlegen  kann,  deren 
beide  Factoren  Unterdeterminanten  vom  Grade  m sind;  allerdings 
muss  dann  die  Determinante  noch  multiplicirt  seiu  mit  einer  Unter- 
determinante vom  Grade  2m — n. 


Es  sei  z.  B.  gegeben  die  Determiuante 


H — £ i «11  fltfg  «33  «41  «55  «66 


Die  Unterdeterminanten  5.  Grades  wollen  wir  mit  a,t  bezeichnen. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Determinantensatz  (Baltzer  § 7,  3 
der  5.  Auflage): 


R, 

?«,,  da. JS  C«55  c<i6(i 


«Jt; 

«21  «Jjjj 

«5l  «62  «55  «50 
«ci  «02  «oa  «oo 


«11  «12 

«55 

«50  

«II  «12 

«25  «20 

«11  «12 

«65 

«00  1 

«51  «5« 

«06  «66 

«01  «02  I 

«25 

atr> 


+ 


«21  «22  ' «15  «10 
«61  «52  «66  f,f>6 


2t 
«01 


«22  «15  «16 

«02  !l  «66  «50 


4- 


«61 

«52  1 

«16 

«16 

«01 

«02 

, «26 

«20 
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Diese  Determinanten  2.  Grades  stellen  zweite  partielle  Differential- 
qaotieuten  der  Determinante  72  dar;  z.  B.  ist 


«11  «12 
«41  «22 


3*72 

Rk—k — u.  s.  w.  Wir  erhalten  also: 
V«1 1 V(l2S 


R 


0472  

oat  j ö«55  0at;g 

0*72  . 

' ca,,  0aÄ,  * iW*  0a,  ' 


&R__  0*72 

Bail  öa2j  0^55  0«c$ 
0*72  02/? 


02  72 


0272 


0a jj  0ajj  ^^45 


11  ^a62 
02/2 


0aJ5  v«66 
0S72 


+ 


0a2i  oa4S 

0*72 


0«i5  0aö6 

0272 


0aSl  0a64  0^15  0aft6  0^51  0ag3  0ai5  0«26 

Bezeichnen  wir  nun  die  Unterdeterminanteu  von  72  in  der  von 
Vandermonde  eingeführten  Weise  durch  einen  Bruch,  dessen  Zähler 
die  Zeilen,  dessen  Nenner  die  Colonnen  bedeuten,  dann  ist: 

34 

Ä34  “ 

+ 


1234 

3456 

1235 

2456 

1236 

1456 

1234  * 

3456 

1234  * 

3456  ‘ 

1234  ‘ 

3456 

2345 

2345 

2346 

1345 

3456 

1234 

1234  * 

3456 

1234  ' 

3456  1 

1234  * 

3456 

Damit  haben  wir  eine  Determinante  vom  Grade  G multiplicirt  mit 
einer  Unterdeterminante  vom  Grade  2 zerlegt  in  Producte,  deren 
Factoren  Unterdeterminanteu  vom  Grade  4 sind.  In  derselben  Weise 
lässt  sich  zeigen,  dass  man  ganz  allgemein  eine  Determinante  vom 
Grade  n multiplicirt  mit  einer  Unterdetermiuante  vom  Grade  2m— n 
zerlegen  kann  in  Producte,  deren  Factoren  Unterdeterminanten  vom 
Grade  m sind.  Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  eine  Deter- 
minante vom  Grade  2(» — m),  deren  Elemente  Unterdeterminanten 
vom  Grade  » — 1 der  Determinante  vom  Grade  n sind,  zerlegt  in 
Determinanten  vom  Grade  n — »». 


Arcb.  d.  Math.  n.  Fhys.  2.  Reihe,  T.  XII. 
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XXII. 

Ueber  eine  Schar  von  Curven  auf  einer 
Tangentenfläche. 


Von 

R.  Hoppe. 


Ein  von  Habich  gefundener  Satz  bezüglich  ebener  Curven, 
enthalten  in  seiner  Abhandlung:  „Sur  nn  Systeme  particulier  de 
coordonnäcs“  Annali  di  Matoraatica  2.  Reihe  Bd.  II.  p.  134 — 150 
— hat  zur  unmittelbaren  Folge  einen  andern  Satz,  welcher  gleicher- 
weise für  Raumcurven  gilt.  Da  der  letztere  der  einfachere  ist,  und 
in  seinem  Beweise  der  erstere  als  eine  Synthese  aus  ihm  mitbewiesen 
erscheint,  so  kehre  ich  die  D.eductionsfolgo  um  und  stelle  als  Er- 
weiterung des  Habich’schen  folgenden  Lehrsatz  auf. 

„Alle  Curven,  welche  die  Tangenten  einer  festen  Urcurve  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden,  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Krüm- 
mungsmittelpunkte entsprechend  jeder  Tangente  mit  deren  Berührungs- 
punkte in  gerader  Linie  liegen.“ 

Zum  Beweise  genügt  die  blosse  Entwickelung  der  analytischen 
Bestimmungsstückc  einer  beliebigen  Trajectorie.  Seien  xy»  die  Coor- 
dinaten  eines  Punkts  P der  Urcurve  xxy\*x  die  des  entsprechen- 
den Punkts  Pt  einer  Trajectorie  st ; T0y0z0  die  ihres  Krümmugs- 
mittelpunkts ; u,  die  Strecke  PPX  längs  der  Tangente;  fgk , f’g'h\ 
Imn  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  Haupt-  undBinormale  von 
«,  mit  Index  1 von  «x;  x und  # der  Krümmungs-  und  Torsions- 
de 

Winkel,  mithin  ^ der  Krümmungsradius,  und  bezeichne  der  Accent 

die  Differentiation  nach  t,  bei  fxgx\  nach  rv  Dann  sind  die  Glei- 
chungen von 
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*1  f\  etc. 

Sie  geben  nach  Differentiation: 


woraus : 
zerlegbar  in 

so  dass 


fi  &i  = fB(u i + *)  -hf'ui  3r;  etc. 

a^i2  — [^-f  s)]2+(u1ar)* 

90h +*)  «,3t 

~ d^~  “COSf»;  ^--sinfi 


/i  — f cos  fi -f-/'  sin  f* ; etc. 
wird.  Nach  neuer  Differentiation  kommt: 


(1) 


(2) 

(3) 


fi  = — /a(fi-j-T)sinfi-f-/,3(fi-f-r)cosfi-f*Z3^8inft;  etc. 


woraus : 
zerlegbar  in 

daher  ist 


ör^Uft+T^+^sinf*)2 


9*i 


COS  v; 


d&  sinft 
dr~ 


8in  v 


fi  ==  (— /'8infi-f-/,'cosfi)cos  v-j-fsinv;  etc. 
Ferner  hat  man  nach  der  zweiten  Gl.  (2) 

*«  = *.  + §7/-'  “*+ «.  (/+  A') ; etc- 

Gleichungen  von  der  Form 

a-0  = « + M,  D;  y0  — M\  zo  — * + «1  W 

WO 

Z,  = IC\  M - 

iV=-  hA  + h'B-\-nC 

und  nach  Gl.  (4)  (5) 

fi'-|-sin2v  c08wC0s2v  sin  v cos  v 

A " fi'4-i  ; * ~ “T7*!“  5 = (#*'.+  l)8in fi 


(4) 

(5) 


(6) 

(7) 

(8) 


Den  Gleichungen  (3)  zufolge  ist  fi  der  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  an  »x  und  «,  welcher  nach  Voraussetzung  für  alle  Tra- 
jectorien  gleich  sein  soll.  Die  Gl.  (4)  zeigen,  dass  demzufolge  auch 


sinu 

V - ai-cg^r+j- 


für  alle  Trajectoricn  dieselbe  Grösse  ist.  Alle  andern  in  den  Aus- 
drücken von  -L,  A/,  N enthaltenen  Grössen  gehören  der  Urcurve  an, 
sind  also  auch  gemeinsam.  Da  nun  nach  Gl.  (6)  D,  M,  N sich  ver- 
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halten  wie  die  Richtungscosinus  der  von  P ausgehenden  Geraden  <7, 
auf  welcher  der  Krümmungsmittelpunkt  von  liegt,  so  ist  diese  Ge- 
rade dieselbe  für  alle  Trajectorieu,  was  zu  beweisen  war. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

r*  — A2  + — L2-f 

so  sind 

L M N 
r ’ r ’ r 

die  Richtungscosinus  jener  für  das  ganze  Trajectoriensystem  gemein- 
samen Geraden,  und 

Ml r,  r,  u3r,  . . . 

die  Strecken,  welche  die  Krümmungsmittelpunkte  von  ss,  ss  . . . 
auf  ihr  von  P aus  begrenzen. 

Die  Gerade  <7  variirt  mit  ,u.  Daher  kann  man  fragen,  ob  sie 
für  zwei  verschiedene  fi , sie  seien  (w,  und  p2,  dieselbe  sein  kann? 
Hinreichende  und  notwendige  Bedingung  ist,  dass  für  irgend  eine 
Function  q 

— qAi\  D2  ■=*  qBx\  Cf  =»  q C| 

sei.  Für  gegebene  Curve  s stehen  3 Grössen  (tly  und  q zur 
Verfügung.  Die  allgemeine  Untersuchung  der  Frage  scheint  aus- 
sichtslos. Setzt  man  aber  £'«=0,  mithin  v = 0,  so  erfüllen  die 
Werte 

ot> 

Hi  = 2R  — fif ; q <=  j ~ZTjT‘ 

alle  Bedingungen,  und  diese  Lösung  enthält  den  Habich’schen  Satz. 
Für  Raumcurven  habe  ich  keinen  entsprechenden  Satz  gefunden. 

Umgekehrt  können  wir  folgern:  Entspricht  für  eine  Urcurve  t 
jedem  Hi  ein  mit  gemeinsamer  Geraden  (7,  so  muss  diese  Gerade 
allen  durch  h «=  Hi  charakterisirten  Trajcctorien  gemeinsam  sein. 
Da  also  durch  den  Ilabicli’schen  Satz  das  hier  Vorausgesetzte  für 
ebene  Curven  s,  und  nur  für  ebene,  bewiesen  ist,  so  folgt  aus  ihm 
für  ebene  Curven  «,  und  nur  für  ebene,  der  anfangs  aufgestellte 
Lehrsatz,  ist  mithin  dieser,  sofern  er  für  beliebige  Raumcurven  gilt, 
eine  Erweiterung  von  ihm. 
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XXIII. 

Ueber  geradlinige  Asymptoten  algebraischer 

Curven. 


Von 

Oberlehrer  Dr.  A.  Himstedt. 


§ 1.  Die  allgemeine  Gleichung  einer  Corvo  nter  Ordnung  hat 
die  Form: 

(1)  * • • Aq-\-{Axx-\~  . . . 

-\-(AnXn-\- Bnxn-1  y- f-  . . . QnyH)  — 0 

Um  die  Richtungen  zu  bestimmen,  nach  denen  sich  die  Curvo 
in’s  Unendliche  erstreckt,  führen  wir  Polarcoordiuaten  ein,  indem  wir 

x = r • cos  0 und  y «=*■  r . sin  d 

setzen.  Dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  über  in 

(2) .  . . >40-{-(j4|COsd-j-Äi8inÖ)  . r-4-(^tC082ö-f-^2C0SÖsinö-j-C2sin2ö)r* 

-f-  . . . +(^«cosMÖ-f-^McosM-1^sinö-j-  . . . 
-j-/»cosÖ9iuw-,ö-j-QMsint‘l9)rM  = 0 

Soll  sich  nun  diese  Curve  iu’s  unendliche  erstrecken,  so  muss  der 
Radiusvector  r oo  werden,  und  dies  ist  der  Fall,  wenn: 

(3) .  . . ^«cos*'Ö-j-^«cosH~1ösiüö-f- • • . -f- Qn  sinw0  “ 0 

gesetzt  wird,  wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  wir  die  obige  Gleichung 
durch  rn  dividiren  und  dann  r = oo  setzen.  Dividiren  wir  ferner  die 
Gleichung  (3)  durch  cosw0,  so  ergiebt  sich: 

(4) .  . . yU+Z/ntangö-f  . . . -f  Qn  tang"0  - 0 
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und  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  tangö  ergiebt  dann  die- 
jenigen Richtungen,  für  welche  der  Radiusvector  unendlich  gross 
wird.  Da  die  Gleichung  (4)  in  Bezug  auf  tangö  vom  nten  Grade  ist, 
so  folgt  hieraus  der  bekannte  Satz: 

(5)  . . . „Für  jede  Curve  nter  Orduung  giebt  es  im  allgemeinen  n 

„verschiedene  Richtungen,  nach  denen  sich  dieselbe  in’s 
„Unendliche  erstreckt.“ 

Diese  Richtungen  mögen  die  Asymptotenrichtungen  der  Curve 
genannt  werden. 

Gehen  wir  von  Gleichung  (3)  wieder  zu  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  über,  so  ergiebt  sich: 

(6)  . . . Anxn BuxH~^y~\-  . • • -f~QnyH  0 

Diese  Gleichung  repräsentirt  bekanntlich  n durch  den  Anfangspunkt 
gehende  Gerade,  und  nach  dem  Vorigen  ist  klar,  dass  jede  dieser 
Geraden  dio  Curve  im  Unendlichen  durchschneidet.  Wir  können 
daher  folgende  Regel  aufstellen: 

(7)  . ...  „Um  die  Asymptotenrichtuugen  einer  algebraischen  Curve 

„kennen  zu  lernen,  setzo  man  die  Glieder  höchster  Dimen- 
sion gleich  null  und  zerlege  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung in  lineare  Factoren.“ 

Dass  jede  der  in  (6)  enthaltenen  Geraden  die  Curve  im  Unend- 
lichen durchschneidet,  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  dartun. 
Angenommen,  es  sei: 

ax-\-by  = 0 

eine  dieser  Geraden.  Eliminiren  wir  eine  Veränderliche , z.  B.  y, 
aus  dieser  Gleichung  und  der  allgemeinen  Curvengloichung  (1),"  so 
erhalten  wir  offenbar  eine  Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  x vom 
Grade  n — 1 ist.  Nun  kann  'aber  jede  Gleichung  vom  Grade  n — 1 
angesehen  werden  als  eine  Gleichung  nten  Grades,  welche  n — 1 
endliche  und  eine  unendliche  grosse  Wurzel  hat.  Deun  ist 

(8) .-  . . Ax»+  B**-l-\-Cz»-*  + . . .-j-ilr-f  Q-0 

eine  Gleichung  n ten  Grades,  und  setzen  wir  x = j,  so  dass 

(9)  . . . A-t-Ba-f  Ca2-f  . . . + Hz*- 1 -f-  Qzn  = 0 

wird,  so  erkennt  man  leicht,  dass  für  A «=  0 die  Gleichung  (9)  eine 
Wurzel  % — 0,  und  folglich  die  Gleichung  (8)  eine  unendlich  grosse 
Wurzel  hat,  und  dass  gleichzeitig  der  Grad  dieser  Gleichung  für 
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it“*0  sich  am  eine  Einheit  erniedrigt  Wäre  ferner  A — B — 0, 
so  hätte  (9)  zwei  Wurzeln  % = 0.  und  folglich  (8)  zwei  unendlich 
grosse  Wurzeln,  d.  h.  jede  Gleichung  vom  Grado  n — 2 kann  an- 
gesehen werden  als  eine  Gleichung  nten  Grades,  welche  zwei  un- 
endlich grosse  Wurzeln  hat,  u.  s.  w. 

Die  linearen  Factoren  der  Gleichung  (6)  sind  entweder  reell 
oder  imaginär.  Ist  » eine  gerade  Zahl,  so  kann  es  geschehen,  dass 
sämtliche  dieser  Factoren  imaginär  sind.  Wir  können  dann  schliessen, 
dass  sich  die  Curve  in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  iu’s  Unendliche 
erstreckt,  sondern  ganz  im  Endlichen  gelegen  ist,  wie  z.  B.  dio 
Ellipse,  die  Lemniskate  u.  s.  w.  Wenu  aber  n eine  ungerade  Zahl 
ist,  so  muss  mindestens  ein  Factor  der  Gleichung  (6)  reell  sein,  da 
dio  imaginären  Factoren  immer  paarweise  auftreten.  Es  folgt  hier- 
aus unter  Anderem  der  bekannte  Satz,  dass  eine  Curve  ungerader 
Ordnung  sich  stets  in’s  Unendliche  erstreckt. 

§ 2.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  unsere  Curve  in  der 
Richtung  einer  der  Coordinatenachsen,  z.  B.  der  x- Achse,  sich  in’s 
Unendliche  erstreckt.  Dann  ist  einer  der  linearen  Factoren,  in 
welche  sich  die  Glieder  höchster  Dimension  zerlegen  lassen , gleich 
y,  und  die  Gleichung  der  Curve  hat  dann  unmittelbar  die  Form: 

y • l-f-  . . . -j-  U0  « 0 

wo  die  U und  V ganze  Functionen  von  * und  y bedeuten,  deren 
Grad  durch  den  Index  gegeben  ist.  Ordnen  wir  vorstehende  Glei- 
chung nach  fallenden  Potenzen  von  x,  so  erhalten  wir  ein  Resultat 
von  der  Form: 

(10) .  . . xn— l(A0-\-A1  y)-\-xn~2{B(i-{- Bty-\-  B2y*) 

-f-xK_8(Ce-{-  C,y-f- Ujj/’-j-Csy3)-}-  . . .—  0 

Jede  Parallele  zur  x Achse  hat  mit  dieser  Curvo  einen  Punkt  im 
Unendlichen  gemein,  denn  die  Substitution  y — a liefert  in  Bezug 
auf  x eine  Gloichung  vom  Grado  n — 1 , und  diese  hat,  nach  dem, 
was  in  dem  vorigen  § bewiesen  ist,  eine  unendlich  grosso  Wurzel. 
Unter  allen  diesen  Geraden  giebt  es  eine,  welche  mit  der  Curvo  zwoi 
Punkte  im  Unendlichen  gemein  hat.  Diese  Gerade  ist: 

(11) .  . • ^o'\~Axy^O 

Denn  durch  Elimination  von'  y aus  (10)  und  (11)  resultirt  eine 
Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  * vom  Grade  » — 2 ist  und  demnach 
zwei  unendlich  grosso  Wurzeln  hat.  Die  Gerade  (2)  wird  eine  ge- 
radlinige Asymptote  der  Curve  genannt.  Ist  Ax  = 0,  so  liegt  diese 
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Asymptote  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  im  Unendlichen,  wie  z.  B. 
bei  der  Apollonischen  Parabel: 

ax — y2  = 0 

Ist  dagegen  A,  von  null  verschieden,  so  ist  (11)  eine  Gerade  im 
endlichen  Abstande  vom  Anfangspunkte.  In  letzterem  Falle  wollen 
wir  diese  Gerade  als  neue  «-Achse  wählen;  dann  geht  die  Gleichung 
(10)  in  folgendo  über: 

(12)  . . . X"~L  . y-f  *m-2(«o  + «i  y + fiiV*) 

-j-  a**-'8 (&0+&1  ^4*^8 • • • — o 

und  wir  wissen,  dass  dann  die  «-Achse  selbst  eine  Asymptote  der 
Curve  ist.  Um  nun  zu  untersuchen,  wie  die  Curvo  zu  dieser  Asymp- 
tote liegt,  betrachten  wir  die  der  Asymptote  benachbarte  Parallele: 

(13)  ...  y = 7t,  lim/i  — 0 

und  bestimmen  die  Schnittpunkte  von  (12)  und  (13).  Zu  dem  Zwecke 
eliminiren  wir  y aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  erhalten: 

(14)  . . . h . 2(«0-|-fl1Ä-j-a;ÄÄ2) 

£«—8  — j—  /i  — j—  b3  7t*  -}-  b&  hs)  -f-  . . . = 0 

Wollen  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  nur  näherungsweise  be- 
rechnen, so  dürfen,  da  limA  ==»  0 ist,  die  unendlich  kleinen  Grössen 
ath  und  a2h2  gegen  die  endliche  Grösse  a0  vernachlässigt  werden, 
ebenso  b3h2  und  b3h3  gegen  b0  u.  s.  w.,  so  dass  die  vorige  Glei- 
chung sich  zu 

7t«M-1-f  a0«M-2-{-&0«n-3-f-  . . . = 0 

vereinfacht.  Sollen  aber  ferner  nur  diejenigen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung in  Betracht  gezogen  werden,  welche  unendlich  gross  sind,  so 
dürfen  auch  7>0«M~3  und  alle  niedrigeren  Potenzen  von  x gegen  die 
Glieder  «0xM-2  und  hx"-1  vernachlässigt  werden,  denn  unendlich 
grosse  Grössen  von  niedrigerer  Ordnung  kommen  gegen  solche  von 
höherer  Ordnung  nicht  in  Betracht.  Unsere  Gleichung  vereinfacht 
sich  also  weiter  auf 

7j«M~1-f-a0«M~2  <=  0 

und  hieraus  folgt: 

(15)  ...  * “ — jr 

Die  der  Asymptote  benachbarte  Gerade  (13)  schneidet  also  die  Curve 
im  Unendlichen  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Abscisse  durch  (15) 
gegeben  ist.  Da  nun  x mit  h gleichzeitig  sein  Vorzeichen  ändert, 
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so  folgt,  dass  von  den  beiden  der  «-Achse  benachbarten  Parallelen 
y = -f-A  und  y ■=*  — A,  die  eine  die  Curve  im  positiv  Unendlichen, 
die  andere  im  negativ  Unendlichen  durchschneidet,  oder  mit  andern 
Worten,  die  Curve  liegt  im  Unendlichen  auf  verschiedenen  Seiten 
ihrer  Asymptote.  (Fig.  1).  Dies  ist  z.  B.  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel 

xy  — a*  = 0 


der  Fall. 


§ 3.  Die  Resultate  des  vorigen  Paragraphon  verlieren  ihre 
Giltigkeit  in  dem  Falle,  wo  in  der  Gleichung  (14)  der  Coefficicnt  a0 
verschwindet.  Dann  reducirt  sich  diese  Gleichung,  wenn  wir  wieder 
limA  =■  0 und  lim*  = oo  voraussetzen,  auf 

hxn~l  -J-A0«M— : 3 =•  0 

uud  hieraus  folgt: 

(16)  ...  x i j/ — ^ 


Die  Gerade  y h schneidet  also  dio  Curve  nur  dann  in  reellen 
Punkten,  wenn  der  Ausdruck  ^ eine  negative  Grösso  ist,  d.  h.  ent- 


weder nur  für  positive  oder  nur  für  negative  Werte  von  A.  Wir 
schliessen  daraus,  dass  die  Curve  im  Unendlichen  auf  einer  und  der- 
selben Seite  ihrer  Asymptote  liegt,  und  zwar,  wio  wir  aus  dem 
doppelten  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  erkennen,  im  positiv  und 
im  negativ  Unendlichen.  (Fig.  2).  Dio  Asymptote  y «=>  ü schneidet 
in  diesem  Falle  die  Curve  dreimal  im  Unendlichen,  denn  setzen  wir 
y =■  0 in  die  Curvengleichung  ein,  so  erniedrigt  sich  der  Grad  der- 
selben offenbar  um  3 Einheiten.  Die  Curve  besitzt  demnach  im 
Unendlichen  einen  Wendepunkt,  wie  dies  z.  B.  bei  der  Hyperbel 
dritter  Ordnung 

x%y  — a3  = 0 


der  Fall  ist. 


Nehmen  wir  ferner  an,  dass  in  der  Gleichung  der  Curve  (12) 
auch  der  Coefficicnt  \ verschwindet,  dass  also  a0  = A0  *=*  0 ist,  so 
erhalten  wir  aus  (14)  dio  reducirte  Gloichung: 

hxn~*  -f-  c0xtt~~i  ■*=•  0 

und  hieraus 


3 


Wie  man  sieht,  ist  die  Abscisso  x jetzt  wieder  für  jedes  positive 
oder  negative  h reell,  und  wechselt  gleichzeitig  mit  h sein  Zeichen, 
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d.  h.  die  Curve  liegt  im  Unendlichen  auf  verschiedenen  Seiten  ihrer 
Asymptote,  und  zwar  im  positiv  und  im  negativ  Unendlichen,  wie 
in  Fig.  1.  Feruer  hat  die  Asymptote  jetzt  4 Punkte  mit  der  Curve 
im  Unendlichen  gemein,  denn  der  Grad  der  Curvenglcichung  wird 
durch  die  Substitution  y = 0 offenbar  um  4 Einheiten  erniedrigt 
Die  Curve  besitzt  in  diesem  Falle  im  Unendlichen  einen  Undulations- 
punkt.  Als  Beispiel  führen  wir  die  Hyperbel  vierter  Ordnung  an: 

x3y  — o4  = 0 

Wie  diese  Untersuchungen  weiter  fortzusetzen  sind,  ist  leicht  er- 
sichtlich. Wir  können  daher  den  folgenden  Satz  aufstellen: 

(18)  . . . „Eine  algebraische  Curve  liegt  im  Unendlichen  auf  der- 

selben oder  auf  verschiedenen  Seiten  ihrer  Asymptote, 
„je  nachdem  diese  mit  der  Curve  eine  ungerade  oder  ge- 
„rade  Anzahl  von  Punkten  im  Unendlichen  gemein  hat“ 

§ 4.  Wir  wollen  jetzt  den  Fall  untersuchen,  wo  zwei  der 
Asymptotenrichtungen  in  dieselbe  Gerade,  z.  B.  die  x-Achse  zusam- 
menfallen. Die  Gleichung  unserer  Curve  hat  dann  offenbar  die 
Form: 

y 2 • Fn-2-4"  i -J-  Un-2+  . . . -f-t/o  “ 0 
oder  nach  fallenden  Potonzen  von  x geordnet: 

(19) .  . . Axn_1 : 2(A0-\-Ai 

+x»-i(B0  + B1y+Biy*  + B'iy*)+  . . . = 0 

Jede  Parallele  zur  x- Achse  schneidet  die  Curve  einmal  im  Unend- 
lichen, denn  die  Substitution  y =»  a erniedrigt  den  Grad  der  Glei- 
chung um  eine  Einheit  Allein  es  giebt  jetzt  keiue  zur  x-Achse 
parallele  Asymptote,  so  lange  die  Coustante  A von  null  verschieden 
ist.  Ist  jedoch  A = 0,  so  schneidet  jede  Parallele  zur  x-Achse  die 
Curve  zweimal  im  Unendlichen,  und  die  Curve  hat  alsdann  einen 
Doppelpunkt  im  Unendlichen.  Unter  allen  diesen  Geraden  giebt  es 
nun  zwei,  welche  mit  der  Curve  3 Punkte  im  Unendlichen  gemein 
haben,  und  welche  daher  die  beiden  Asymptoten  des  unendlich  fernen 
Doppelpunktes  genannt  werden.  Diese  beiden  Asymptoten,  welche 
offenbar  durch  die  Gleichung 

(20)  . . . Af-j-  Ai  y-f- Aay*  = 0 

gegeben  sind,  können  reell  oder  imaginär  sein.  Lässt  sich  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  nicht  in  reelle  Factoren  zerlegen, 
so  hat  die  Curve  zwei  imaginäre  Asymptoten  und  im  Unendlichen 
einen  isolirten  Tunkt,  woraus  wir  dann  schliessen,  dass  die  Curve  sich  io 
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diesem  Falle  Oberhaupt  nicht  in  der  Richtung  der  z- Achse  in’s  Un- 
endliche erstreckt,  wie  z.  B.  die  Curve 

— a*  — 0 

Im  andern  Falle  sei 

Ao  -Ml = A%(y  — a)(y  — a') 

wo  a und  a!  wei  reelle  Grössen  bedeuten.  Die  Curve  hat  dann  die 
beiden  reellen  Asymptoten 

y— a — 0 und  y — a'  = 0 

und  jede  derselben  hat  mit  der  Curve  3 Punkte  im  Unendlichen  ge- 
mein, wie  sich  durch  Substitution  'unmittelbar  aus  der  Gleichung 
(19)  ergiebt,  indem  wir  die  Annahme  A =»  0 berücksichtigen.  Um 
nun  zu  untersuchen,  wie  die  Curve  in  Bezug  auf  die  Asymptoten 
liegt,  bestimmen  wir  wieder,  in  derselben  Weise  wie  vorher,  die 
Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer  der  Asymptote  benachbarten 
Parallelen: 

y — a =»  ä,  oder  y — a’  — h,  limA  — 0 

Die  Resultate  sind  offenbar  dieselben  wie  im  vorigen  Paragraphen. 
So  hat  z.  B.  die  Curve 

x (a* — ya)  — a3  — = 0 

die  beiden  Asymptoteu  o±y  «=*  0,  und  zwar  liegt  die  Curve  im  Un- 
endlichen auf  verschiedenen  Seiten  jeder  Asymptote.  Die  Curve 

x*  (aa  — y*)  — 2ax(a-f-y)f-|-a4  ■=>  0 

liegt  im  Unendlichen  auf  derselben  Seite  der  Asymptoto  a — y = 0, 
dagegen  auf  verschiedenen  Seiten  der  Asymptote  o-f-y  = 0.  End- 
liegt die  Curve 

x*(a* — y*)  — a4  = 0 

im  Unendlichen  auf  derselben  Seite  der  einen  wie  der  andern 
Asymptote. 

§ 5.  Es  bleibt  jetzt  noch  der  Fall  zu  betrachten  übrig,  wo 
nicht  allein  2 Asymptotonrichtungen,  sondern  auch  die  beiden  Asymp- 
ten  selbst  zusammenfallen.  Die  Gleichung  der  Curve  hat  dann  die 
Form: 

Ax*-1 . (y— a)24**w-3(A>-f  y 4- — 0 
oder,  wenn  wir  die  Gerade  y — o =*  0 als  neue  x-Achse  wählen: 
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(21).  . . x*1  2 . y2-j-a:M  3(ao~l*ai  + +°3}'3) 

-h*”_4(*o-l- &jy-f£2y,-MsJ's“M4y4)+  • • . = 0 

Um  die  Lage  der  Curve  zu  ihrer  Asymptote  y = 0 zu  bestimmen, 
untersuchen  wir,  wie  bisher,  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer 
zur  Asymptote  benachbarten  Parallelen 

y = A,  lim/i  =*  0 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  (21)  geht  diese 
über  in 


(22).  . . A2x*‘-2-|-a:"_8  («Q-f-«!  ä -f_as^a~|-<'l3A3) 

+^-4(^>  + M + M*+MS+M4)-f--  . . =»  0 

woraus  annäherungsweise 


oder 


A8  . z”-2-j-a0  . aM_3  = 0 


(23)  . . . 


folgt.  Demnach  hat  dio  Abscisse  * des  unendlich  fernen  Schnitt- 
punkts stets  dasselbe  Vorzeichen,  gleichviel,  ob  h positiv  oder  ne- 
gativ genommen  wird.  Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Curve  im 
Unendlichen  auf  beiden  Seiten  ihrer  Asymptote  liegt  und  zwar  so 
dass  beide  Aeste  sich  der  Asymptote  in  derselben  Richtuug  nähern. 
(Fig.  3).  Die  Curve  besitzt  im  Uueudliclieu  eiuen  Rückkohrpuukt 
der  ersten  Art,  wie  z.  B.  dio  Hyperbel  dritter  Ordnuug: 

sry2  — a3  ==  0 


Anders  gestaltet  sich  jedoch  die  Sache,  wenn  in  der  Gleichung  (21) 
der  Coefficient  a0  verschwindet.  Iu  diesem  Falle  leiten  wir  aus  der 
Gleichung  (22)  die  folgende  ab: 


A*  . x»»— 2-|~a1Ax«-3-[-^o2*»-4  =*  o 
oder,  nach  Division  durch  xn~ 4: 

hixi-\~a | hx-\-b0  0 

Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind 


C24).  . 


«i  ± \ ttx*  — 460 
2A 
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und  von  ihnen  hängt  offenbar  die  Lage  der  Curve  ab.  Ist  zunächst 
a,1 — 4A0  < 0,  so  sind  jene  Wurzeln  complox,  woraus  wir  schliessen 
können,  dass  die  Curve  dann  überhaupt  keine  Aesto  besitzt,  welche 
sich  in  der  Richtung  der  x-Achse  in’s  Unendliche  erstrecken.  Die 
Curve  besitzt  im  Unendlichen  einen  isolirten  Punkt,  dem  in  diesem 
Falle  allerdings  zwei  reello  und  zusammenfallende  Asymptoten  ent- 
sprechen. Als  Beispiel  führen  wir  die  Curve  an: 

x2y2  — axy  (2a  y)  -f-  2a4  = 0 

Ist  ferner  a*  — 4b0  > 0,  so  sind  die  beideu  Wurzeln  (24)  reell  und 
verschieden,  und  die  Curve  besitzt  dann  4 Aeste',  welche  sich  iu 
der  Richtung  der  ar-Achse  in's  Unendliche  erstrecken  Haben  beide 
Wurzeln  dasselbe  Vorzeichen  (und  dies  ist  der  Fall,  wenn  b0  > 0), 
so  hat  die  Curve  die  Gestalt  der  Fig.  4.  Sind  die  Wurzeln  von 
ungleichen  Vorzeichen  (i0  < 0),  so  haben  wir  eine  der  Fig.  5 ähn- 
liche Gestalt  In  beiden  Fällen  besitzt  die  Curve  im  Unendlichen 
einen  Selbstberührungspunkt.  Als  Beispiele  seien  erwähnt: 

x2 y*  — axy  (2a-j-y)  i^a4  =>  0 
Ist  endlich  drittens  a,8  - 4 b0  =>  0,  wie  z.  B.  bei  der  Curve 

xiy2  — 2a8a:8y-}-a4a; — a5  »=  0 

so  werden  die  beiden  Wurzeln  (24)  einander  gleich.  Da  wir  in  diesem 
Falle  noch  keinen  Schluss  über  die  Lage  der  unendlichen  Aeste 
machen  können,  so  müssen  wir  noch  weitere  Gliedor  der  Gleichung 
(22)  in  Betracht  ziehen.  Wir  erhalten  dann: 

Ä*  JE*”2 -f"  (al  Ä 4“  as  Ä*)**—8  -f-  (£0“{-  £*  Ä) a**~4  - 0 
oder  nach  Division  durch  xn~ 4: 

A*£C2— {—  (at  h -j-  rtj  /t2)  x-\-{bQ-\-bxh)  =0 

Als  Wurzeln  dieser  Gleichung  finden  wir,  unter  Berücksichtigung 
unserer  Annahme,  dass 

«j2  — 4Z>0  = 0 

sein  soll: 

/OR.  — VO  i:  — 2^i)  + «8a^ 

(25)  • . . x '=■  2^ 

Wie  man  sieht,  sind  diese  Wurzeln  nur  für  solche  Werte  des  h 
reell,  welche  mit  der  Grösse  a4aÄ  — 2 6,  dasselbe  Zeichen  haben, 
d.  h.  die  unendlichen  Aeste  liegen  auf  derselben  Seite  der  Asymp- 
tote. Da  ferner  beide  Wurzeln  stets  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so 


366  Himstedt : lieber  geradlinige  Asymptoten  algebraischer  Curven. 

hat  die  Curve  die  Gestalt,  der  Figur  6 und  besitzt  demnach  im  Un- 
endlichen  einen  Rückkehrpunkt  der  zweiten  Art.  — Wie  diese 
Untersuchungen  weiter  fortzusetzen  sind,  wenn  noch  weitere  Coef- 
ficienten  der  Gleichung  (21)  verschwinden,  ist  leicht  ersichtlich.  Man 
wird  stets  finden',  dass  die  Curve  im  Unendlichen  entweder  einen 
Rückkehrpunkt  (erster  oder  zweiter  Art),  oder  einen  Selbstberührungs- 
punkt oder  endlich  einen  isolirten  Punkt  besitzt. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  auch  in  dem  Falle, 
wo  drei  oder  mehr  der  Asymptotenrichtungen  zusammenfallen , die 
Lago  der  Curve  in  Bezug  auf  ihre  Asymptoten  in  ganz  ähnlicher 
Weiso  bestimmt  werden  kann. 

Loebau,  Westpreussen,  im  Juli  1893. 
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XXIV. 


Ueber  die  Trisection  des  Winkels  mittelst 
beliebiger  fester  Kegelschnitte. 


In  den  letzten  Heften  des  Archivs  (II.  Reihe,  10.  Teil  pag.  333 
bis  336,  441—442,  11.  Teil  pag.  349—351)  befindet  sich  eine  Reihe 
von  Mitteilungen  des  Herrn  Panzerbieter,  welche  die  Trisection  des 
Winkels  mittelst  fester  Kegelschnitte  betreffen.  Der  Verfasser  zeigt, 
dass  |und  wie  die  Dreiteilung  jedes  Winkels  mit  Hülfe  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  der  Hyperbel  von  der  Excentricit&t  2 und  der 


einer  weiteren  Abhandlung  (Wissenschaftliche  Beilage  zum  Programm 
des  Falk-Realgymnasiums  zu  Berlin,  Ostern  1892)  legt  der  Verfasser 
den  Zusammenhang  seiner  Lösungen  mit  älteren  Lösungen  desselben 
Problems  dar  und  fügt  dann  noch  eine  weitere  Construction  mittelst 
der  festen  Parabel  hinzu.  Bei  allen  diesen  'Lösungen  spielt  ein 
System  von  4 Kreispunkten  eine  besondere  Rolle,  von  denen  3 die 
Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  bilden.  Angeregt  durch  diese 
Untersuchungen,  habe  ich  es  unternommen,  die  sämtlichen  durch 
das  genannte  System  von  Punkten  gehenden  Curven  zweiten  Grades 
einer  eingehenden  Betrachtung  zu  unterziehen,  in  der  Absicht,  da- 
durch zu  einer  allgemeinen  Lösung  des  Problems  zu  gelangen.  In 
der  Tat  ist  es  gelungen,  auf  diesem  Wege  nachzuweisen,  dass  jede 
beliebig  gegebene  feste  Curve  zweiten  Grades  zur  Trisection  des 
Winkels  benutzt  werden  kann,  ein  Resultat*,  welches  die  obigen 
Fälle  der  gleichseitigen  Hyperbel  u.  s.  w.  als  specielle  Fälle  iu  sich 
enthält. 


Von 


Dr.  Stephan  Glaser, 


Oborlehrer  am  Falk-Realgymnasium  zn  Berlin. 


ausgeführt  werden  kann.  In 


308 


Ci  l ci  s er  i Ueber  die  Trüection  des  Winkels 


§ 1. 

Ableitung:  der  allgemeinen  Gleichung  und  Bestimmung  des  vierten 
Schnittpunktes  mit  dem  Kreise.  Figur  1. 

Gegeben  sei  ein  Kreis  vom  Radius  r und  auf  der  Peripherie 
desselben  die  Eckpunkte  1\ , P3  eines  gleichseitigen  Dreiecks. 
Machen  wir  den  Mittelpunkt  M des  Kreises  zum  Anfangspunkt  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  legen  die  positive  «Axe 
durch  den  einen  Punkt  Pu  so  sind  die  Coordinaten 

1\  - (r,  0),  P,  - (-  \ ys),  ^ = (-^,-^3) 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Curven  zweiten  Grades  lautet: 

(1)  «il«2+2«j2^y  + «222/2  + «l3:c  + «23J'+ff3S  “ 0 

Soll  die  Curve  durch  i5,,  1\,  1\  gehen,  so  muss 

«ll  r2-h«isr  + «33  — 0, 

( 3r2  r r 

ati  ^ «12  2~  «13  2 "f"  fl*3  2 4"  rt33  =="  G, 

^2  j.2  3r8  r r 

«11  £ 4"«l8  2 «13  2 «23  7»  V O-f-a^s  *=■  0 

sein.  Subtraction  der  letzten  beiden  Gleichungen  ergiebt 

«23  “ r • «12 

Addition  derselben  beiden  Gleichungen  liefert 

3r2 

«li  2 4“  «22  “ «13  r *l“‘*->aa3  <=»  0 

Stellt  man  die  mit  dem  Factor  2 erweiterte  erste  Gleichung  hinzu, 
so  folgt  durch  Subtraction 

r 

«13  — 2 (öl1  — 

Endlich  erhält  man  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  die  erste 
Gleichung 

r2 

«33  “ 2 (**11 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades,  welche  durch 
die  obigen  3 Punkte  geht,  lautet  demnach: 

r r* 

(2)  anx2-\-2a12xy-\-a22y2—  -(an  - «*s)*  + r «J2y  («ii+«3ä)=*0 
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Wir  bestimmen  nun  den  vierten  Schnittpunkt  der  Curve  mit 
dem  Kreise  und  substituiren 

x =■  rcos <p  und  y >=-  rsinqp 

Es  kommt  dann  nach  kurzer  Umformung 


(<in  — Ojj)  (cos  9 — I)  (cos  cp  -f-  $)  -j-  2a, , sin  <p(cos  tp  -f- 
woraus 


(3) 


%ai  a 

an  — °2t 


0 


Diese  Beziehung  gewährt  die  Möglichkeit  aja  durch  an,  an  und  q> 
auszudrücken,  wodurch  sämtliche  Coefficienten  der  Gleichung  auf  a,„ 

aK  und  cp  oder,  nach  Division  mit  aJt,  auf  den  Quotienten  — und 

ai  i 

auf  Functionen  des  Winkels  tp  zurückgeführt  wären.  Bei  fester 
Lage  des  vierten  Schnittpunktes  P4k  würden  sie  daher  nur  noch  von 

dem  Verhältniss  — abhängig  sein.  Es  ist  vorteilhaft  diese  Ersetzung 
an 

erst  nach  der  Reduction  auf  die  Ilauptaxen  vorzunehmen. 


§ 2. 

Transformation  für  den  Fall  einer  von  null  verschiedenen 

Determinante.  Figur  1. 


Wir  beschäftigen  uns  nun  zunächst  mit  den  Mittelpunktscurven, 
nehmen  also  an,  dass  die  Determinante  der  quadratischen  Form 
a,i  aaa — al32  von  null  verschieden  sei.  Um  den  Mittelpunkt  zu 
finden,  substituiren  wir 


und  suchen  p und  q so  zu  bestimmen,  dass  in  der  neuen  Gleichung 
für  § und  tj  die  Coefficienten  des  linearen  Teiles  verschwinden.  Es 
muss  dann 


und 


anV~\~a\i<l  =*  (an  a2«)  £ 


aia7,~bCT22<7  ais  2 


sein,  woraus  sich  ergiebt: 


(4)  p 


r («, , — ag8)  aaa  -j-  2 qia* 

4 °naw  aia2 
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q __ r_  («n  ~~  agg)«n-f-2a]1  alg 

4 ai\an  “«12* 

Die  Gleichung  selbst  wird: 

an  4"  2«i  g iV  + «22  V*  ~b  an  P*  “f*  %ais  PÜ  ~f"  «22  2* 

r r* 

2 (an  flr2ä)j5“f~rai»2  — g fall”!”0**)  — 0 

Multipliciren  wir  die  lerste  der  Bedingungsgleichungen  mit  p , die 
zweite  mit  so  erhalten  wir  durch  Addition: 


I*  |« 

fl| , p2  + 2al2pq  -f  a22  4 (ai  1 ~ an)p  ~ g °i  t 9 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  ein,  so  kommt 


I«  ^,2 

«n^*+2a|)i$t;-|-fls2^~-(a11— astte)^-f- - 0^2—-  (an -{-<**,)  = 0 

und  mit  Einsetzen  der  Werte  von  />  und  q nach  wenigen  Reduc- 
tionen : 

(5)  2«I2$i/+crS2^ 

“ 16  * — ■^*[(3aii+«*t)*-12all*] 


Es  erübrigt  jetzt  noch  eine  Drehung  um  den  gefundenen  Mittelpunkt 
Wir  setzen  zu  dem  Endo 

£ =■  cos  </>  . X — sin  . Y 
rj  =»  sin  t//  . A'-j-cos  tp  . Y 


und  bestimmen  den  Winkel  V'  durch  die  Bedingung,  dass  in  der 
neuen  Gleichung  für  X und  Y das  Glied  mit  XY  wegfallen  soll. 
Danu  muss 

au  (cosV  — siu2t/;)  =»  (an  — a*t)  cos  i/>sin  t/; 


sein,  woraus 


2cost|»8in^ 

cos2!/;  — sin* yi  £>(  ?) 


2«12 

«n  ~«ts 


wird.  Nun  ist  aber  nach  (3)  auch 


es  muss  also 
(6) 


5?  2a|2 

2 °i  1 ~ «22 

tg(2y/)=tg~  oder 
<P 

W = t sein. 
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Sämtliche  Mittelpunktscurven  zweiten  Grades,  welche  durch  die- 
selben 4 Punkte  Px%  Pt,  P3  und  Px  gehen,  haben  demnach  gleiche 
Richtung  der  Hauptaxen,  und  zwar  ist  der  Drehungswinkei  gleich 
dem  vierten  Teile  des  Winkels,  welchen  der  Radiusvector  nach  dem 
vierten  Punkte  P4  mit  der  positiven  xaxe  bildet.  Trägt  man  nun 

einen  Winkel  gleich  ~ im  Punkte  M an  MPX  nach  unten  hin  an,  so 

wird  der  ganze  Winkel  gy  von  MPX  trisecirt  und  Yon  einer  durch  M 
zur  gemeinsamen  Axenrichtung  der  Kegelschnitte  parallel  gezogenen 
Geraden  halbirt»  Wäre  man  nun  im  Staude,  aus  den  Dimensionen 
eines  beliebig  gegebenen  Kegelschnitts  und  den  Functionen  des  eben- 
falls beliebig  gegebenen  Winkels  $<*>  oder  $<p  die  Coordinaten  dos 
Kreismittelpunktes  M in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  dos  Kegelschnitts 
und  den  Radius  r geometrisch  construirbar  auszudrücken,  so  wäre 
damit  auch  die  Möglichkeit  gewonnen,  jeden  Winkel  mit  Hülfe  des 
festen  Kegelschnitts  zu  triseciren.  Man  brauchte  nur  durch  M eine 
Parallele  zur  Hauptaxe  zu  ziehen  und  nach  beiden  Seiten  den  Winkel 
l?  auzutragen.  Der  mit  dem  Radius  r um  M beschriebene  Kreis 
würde  dann  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  Px  derart  treffen,  dass 
der  ganze  Winkel  $<p  durch  den  Radiusvector  MPX  trisecirt  wird.  Ausser- 
dem würde  der  Kreis  den  Kegelschnitt  noch  in  3 Punkten 

treffen,  von  welchen  die  beiden  ersten  mit  Px  die  Ecken  eines 
dem  Kreise  einbeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  bilden,  während 
der  letzte  gemeinsamer  Schnittpunkt  des  Kegelschnitts,  des  Kreises 
und  des  einen  Schenkels  von  ij?  ist.  Dieser  letzte  Umstand  macht 
die  Berechnung  des  Kreisradius  selbst  unnötig,  da  derselbe  sich  nach 
Construction  des  Mittelpunktes  M durch  Anträgen  des  Winkels  Jqp 
von  selbst  ergiebt.  Wie  die  weitere  Untersuchung  zeigen  wird,  ist 
die  angedeutete  Reduction  in  der  Tat  allgemein  durchzuführen  und 
erstreckt  sich  auch  auf  den  im  nächsten  Paragraphen  zu  behandeln- 
den Fall  der  Parabel. 

Wir  haben  noch  Gleichung  (5)  zu  transformiren.  Wir  erhalten: 
( «ncos2^ 


und,  wenn  wir  nunmehr  die  am  Schlüsse  von  § 1.  angeführte  Er- 
setzung vornehmen: 


24* 
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(7)  (anC082^—  ß2äsin*|^  . («22  cos2  | sin2^)  . F* 

r8  «22  COS5 1 J(3at  , -f  a22)2  — 3(an  — a22)2  tg2  - j 

""  16  / „ <P  . « qt>\  / * <P  . „ <p\ 

^«n  COS2  J — a22  Sill*  J J ( a22  cos2  j - rt,  1 sin2 1- 

Dieselbe  Substitution  liefert  für  p und  q die  Werte: 

r («ii  — «22)  «OS2  |[2a22-{-(an  — Os2)tg2|j 


(8) 


r 

IG 


^a^cos2^ — a22  sin2-^  ^a22  cos2  * — agl  sin2  ^ 

(3cij  | («11  “ «22I  sin  <jp 

(«II  cos2“  — a22sin2  ^a22cos2  ^ - atl  sin2^ 


§ 3. 

Besondere  Behandlung  im  Falle  einer  verschwindenden 

Determinante. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Falle,  dass 

«11  «22  «12* ==  0 

ist.  Setzen  wir  aus  (3) 

cp 

^ tg  . (an  a2S) 

«12  “ i tg  ö~  («1 1 — «22)  = m 

so  wird  nach  Weglassung  des  Nenners  (-<)■. 

— — («11 «22)tg2f  = 0 

oder 

— («22  tg*  ^ — an)  (a22  — an  tg2 = 0 

Es  ist  also  entweder 

«22  “ «11  cot2^  oder  = an  tg*^ 

Wir  bemerken,  dass  dieses  dieselben  Bedingungen  sind,  -welche 
in  der  allgemeinen  Gleichung  (7)  die  Coefficienten  von  Jt2  be- 


mittelst  beliebiger  fester  Kegelschnitte . 


373 


ziehangsweise  Y*  und  den  Nenner  der  rechten  Seite  zum  Verschwinden 

bringen.  In  diesem  Falle  ist  der  Quotient  — entweder  gleich  cot*  ? 

an  4 

oder  gleich  tg*~.  Beide  ‘Fälle  sollen  nun  der  Reihe  nach  be- 
handelt werden. 


A. 


Ist  erstens 

<p 

= ancot8^ 

so  ergiebt  sich  aus  (3) 

«is  — — (i  — c°taf)tg| 

oder 


q> 

ai8  “ — «n  cot^- 

Sctzen  wir  diese  Werte  für  und  a12  in  dio  ursprüngliche  Glei- 
chung (2)  ein,  so  erhalten  wir  nach  kurzer  Umformung  und  nach 
Division  mit  an: 


.-<P,  . <P  , 9<P  9 i r r . <p 

sin®  ^ . **— • sin  • sy-J-cos8^-  . y8-f  gcos^-  . «s  — ^sin^-  . y 


rA 

2 


0 


Wir  drehen  nun  das  Axonsystem  um  einen  Winkel  ty,  sotzen  wie 
früher 

* = cos  y . ^ — sin  y . 17 
y =>  sin  y . £ -f-  cos  y . 17 

und  bestimmen  den  Winkel  y dieses  Mal  durch  die  Bedingung,  dass 
in  der  neuen  Gleichung  der  Coefficient  * von  £77  verschwinden  soll. 
Dann  muss 


— 2 sin8  J . cos  1 \>  sin  -f-  sin  ^ sin*tp — sin  j cos8i \> 

4-  2 cos®  ^ sin  t [t  cos  rf/ 

sein,  oder 

sin  (2 ift)  cos  4j  — sin  ^ cos  (2t p)  = sin  ^2t \>  — 


0 

0 


woraus  sich  ergiebt: 


♦ - 4 
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Es  weicht  also  auch  bei  der  Parabel  die  Richtung  der  Haupt- 
axen  von  der  Richtung  des  ursprünglichen  Axensystems  um  den- 
selben Winkel  ab. 

Da  gleichzeitig  'mit  dem  Coefficienten  von  £*7  auch  derjenige 
von  £2  verschwindet,  nimmt  die  Gleichung  die  einfache  Gestalt  an: 


V1  + | cos  1(4 cos* 3)  . J-gsiDj(4cos*|-l)  . v — £ = 0 


oder 


(9) 


Dieselbe  kann  auch  in  die  Form  gebracht  werden: 

r 8-f-  sin2(J  <p) 


r 1 *,r 

rj—  ^8in(|qp)j  -\-^COS(i<F) 


8 cos(fy) 


= 0 


Verschiebt  man  endlich  noch  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems  und  setzt: 

, =-|Sin(t9)4-  Y 


v r 8 4- sin2  (£9)  , y 
§“8  cos  (jvj 

so  kommt  als  Gleichung  der  auf  ihre  Hauptaxen  bezogenen  Parabel: 


y»  = — |cos(jV).  x 


Ferner  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  M in  Bezug  anf  die  Haupt- 
axen  der  Parabel: 


(11) 


$- 

C = 


r 8 + sipf_(f  <p) 

8 cos 
£ sin  (£  <p) 


Da  diese  Formeln  es  gestatten,  für  jede  beliebige  Parabel  aus 
den  Dimensionen  derselben  und  aus  den  Functionen  des  Winkels 
die  CoordiDaten  des  Kreismittelpunktes  M zu  finden,  so  ist  da- 
mit nachgewiesen , dass  mit  Hülfe  einer  jeden  Parabel  jeder  belie- 
bige Winkel  trisecirt  werden  kann.  Die  Construction  selbst  wird 
im  letzten  Paragraphen  zur  Besprechung  kommen. 


Wir  wenden  uns  nun  zum  zweiten  Falle,  begnügen  uns  aber  mit 
der  Angabe  der  Hauptformeln. 
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R 

Ist 

«SS  — « 11^*4»  80  wird  a»  - Oj,  tg* 

Die  Gleichung  heisst  dann: 

cos* 4^  * **+8in^  . jry  + sin*^  . y%—  — cos ^ . x-f^sin^  . y 

__  r* 
2 ' 

Drehen  wir  um  den  Winkel  so  kommt : 

4 

(12)  §*  — ^cos(Jf)  . §-f-!jsin($9)  . rj—  ^ — 0 
Wird  schliesslich  uoch 

£ — ^ cos (J 

r 8-f-cos*  (|  <jp) 
sinfj  ?) 

gesetzt,  so  kommt  die  Scblussgleichung: 

(13)  X * sin  < J ?p) . Y 


und  als  Coordinaten  dos  Kroismittelpunktes  M 


(14) 


$ ~ ~ ^cos(J  t>) 

O- 


r 8 “j“  C08* (J  qp) 


8 sin  (2?) 


§ 4. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte.  Figur  1. 

Wir  wenden  uns  nun  wieder  zurück  zu  dem  allgemeinen  Falle 
der  Mittelpunktscurven.  Bevor  wir  uns  auf  eine  Discussion  der  dort 
aufgestellten  Gleichung  (7)  einlassen  können,  ist  es  nötig  eine  Vor- 
stellung von  den  verschiedenen  Lagen  des  Mittelpunkts  zu  gewinnen 
und  zu  dem  Zwecke  den  geometrischen  Ort  desselben  abzuleiten. 
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Dazu  dienen  die  Gleichungen  (8).  Bezeichnen  wir  den  Quotienten 


«u 


der  Kürze  halber  mit  »,  so  ist 


<l-*)cos«f  [2«  + (l-*)tg»|] 

® (cos*J?-*sin*|)(zcos1|-sin*|) 


q — 


r 

8 


C08a  ^ (3  — z)  (1  — a)  tg  ^ 


^cos2^  — asin^^acos2^  — sin2^ 


Dann  wird 


<p 


r 

<i 


und 


2.+(l-.)tg*  | 
(3  — *)  tg  ~ 


tg  f + ) 

3 tg2j  — 2g  + i7tg  | 


ferner 


1— * = 


— 2 tg  - 4*  q) 


JS 


3-; 


2S(tg*f-3) 


N 


(coss j z sin2 (*cos*|  -sin*  j) 


sin  ? / 

-yT  ( P 4 8in  f — 2JP5  cos  | — 5* sin  |^3  — tg2 


sofern  der  Nenner  von  * mit  iV  bezeichnet  wird. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  q ein,  so  ergiebt 

sich 


r P^+a 

2 <f>  <P 

P2  tgg  — ^2— <Z2tg  g 


oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten  als  geometrischer  Ort  der  Mittel- 
punkte: 
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(15)  tg^  . x*—2 xy-tg*  . f + »)  “ 0 

Von  vornherein  sind  4 Punkte  bekannt,  darcho  welche  die  Cnrvo 
der  Mittelpunkte  gehen  muss.  Es  sind  dies:  der  Mittelpunkt  M 
des  gegebenen  Kreises  und  die  drei  Punkte,  in  welchen  sich  je  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  des  Kreisvierecks  P,  P4P8PS  und^die  Diago- 
nalen desselben  schneiden.  Wir  wollen  den  Schnittpunkt  von  PtP 4 
und  P5P8  mit  Q,  den  von  P8P4  und  P8P,  mit  R und  den  von  P,P8 
und  P3P4  mit  S bezeichnen.! 

Es  ist  für  die  weitere  Untersuchung  wünschenswert,  die  Coor- 
dinaten  dieser  4 Punkte  und  die  denselben  entsprechenden  Werte 
von  z zu  kennen.  Für  den  Punkt  M ergiebt  sich  sogleich  aus  (8) 
der  Wert  z — 1. 

Für  die  andern  Punkte  ergiebt  dirccte  Berechnung  aus  der  Figur 
die  Coordinaten: 

Q ~ (-  i'  ircot  I) 

V 3cos  -{-  2 sin  ~ 

m cp  ’ 

y 3cos^-  — sin  ^ 

cp  Cp 

V3cos  g — 2 sin  2 

CD  CD  1 

V 3cos^-f-sin^ 

Um  die  entsprechenden  Werte  von  * zu  finden,  hätte  man  diese  Aus- 
drücke in  Verbindung  zu  setzen  mit  (8).  Man  kann  jedoch  auch  durch 
die  Ueberlegung  zum  Ziele  gelangen,  dass  für  die  betreffenden  Werte 
von  z die  rechte  Seite  in  Gleichung  (7)  null  sein  muss,  da  in  allen 
3 Fällen  die  Curve  in  2 sich  schneidende  gerade  Linien  üborgeht 
Die  rechte  Seite  von  (7)  verschwindet  aber  erstens  für  = 0, 
dann  für  zwei  andere  Werte,  die  sich  aus  der  Gleichung 

(3<*u  ”hö22)2  — 3(aii  ö^^tg2  2 “ 0 

ergebon.  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  Gleichungen  (8)  und  Ver- 
gleichung der  Resultate  mit  den  obigen  Ausdrücken  für  die  Coor- 
dinaten würde  dann  die  Zugehörigkeit  der  verschiedenen  Werte  er- 
geben. Wir  beschränken  uns  auf  dio  Angabe  der  Resultate: 

für  M ist  z ==>  1,  für  Q ist  z = 0,  für  R ist 


r sin  ^ 

cp  cp 

V 3cos  j - sin  ^ 


r y 3siu  ~ 
V3cos  ^-j-sin  ^ 


Digitized  by  Google 


378 


Glaser:  Ueber  die  Trisection  des  Winkels 


tgf  + V3 

,_y3 

V3tg|-1 

und  für  S ist 

tgf  — V3 

* »-V3 

V3tgf-fl 

Um  den  Mittelpunkt  des  geometrischen  Orts  zu  bestimmen,  setzen 
wir 

* = *+£»  y — l- \-t] 

Die  Bedingungen  für  k und  l heissen  dann : 

, 

»+««!  = i 

woraus  sich  ergiebt: 

f p 

(16)  & = £COS«p  und  Z^^sin? 

Der  Mittelpunkt  liegt  also  auf  dem  Radiusvector  nach  PA , um 

\ von  M entfernt. 

4 

Die  Gleichung  wird: 

tgf  •.!*  — 2^  — tgf  . tgf  . cos?  ^2cos2f  -fl^  =o 

Nun  muss  noch,  um  die  Rcduction  auf  die  Hauptaxcn  zu  vollenden, 
eine  Drehung  der  Axon  vorgenommen  werden.  Wir  substituiren 
wiederum 

£ = cos  y , X—  sintp  . Y 
rj  = sin  y . X-\-  cos  tp  . Y 

Die  Bedingungsgleichung  für  ip  wird  dann: 

m 

— 4 sin  ip  cos  tp  tg  x- — 2cos2ip-f-2sin*ip  = 0 

woraus 

tg(2i p)  = - cot  f ~ tg 

oder 
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(17)  ? - 45°+! 

sich  orgiebt. 

Die  Gleichung  selbst  wird  zu: 


(18) 


2 V 

X * — K*  = jg  sin^cosip  (2cos*  !+lj  oder 


Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  ist  also  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  deren  Axenrichtung  von  der  Hauptaxenrichtung  der  sämt- 
lichen durch  die  angenommenen  4 Kreispunkte  gehenden  Kegel- 
schnitte um  45°  abweicht,  deren  Asymptoten  folglich  dieser  parallel 
laufen.  Der  eine  Zweig  dieser  Hyperbel  geht  durch  den  Kreismittel- 
punkt Af,  der  andere  durch  die  Punkte  Q,  R und  S. 


Es  tritt  nun  für  die  weitere  Untersuchung  die  Notwendigkeit 
ein,  in  Betreff  des  Winkels  besondere  Annahmen  zu  machen.  Wie 
man  sich  leicht  aus  der  Figur  überzeugt,  ist  es  in  allen  Fällen,  in 
welchen  der  Puukt  l\  nicht  im  ersten  Sextanten  (mit  Einschluss 
der  Grenzwerte  g,  — 0 und  <p  — > 60°)  liegt,  mit  Hülfe  einer  blossen 
Aenderung  des  Coordinatensystems  möglich,  die  Aufgabe  auf  diesen 
Fall  zu  reduciren.  Wir  dürfen  uns  daher  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit im  Folgenden  auf  die  Voraussetzung,  dass  9 zwischen  0 und 
60°  liegt  und  auf  die  beiden  Grenzfälle  cp  = 0 und  ? «=■  60°  be- 
schränken. Ist  0 < <p  < 60°,  so  ist  tg  £ < yg,  also  V3tg  ~ 

— 1 < 0.  Daraus  folgt , dass  sowol  für  K wie  auch  für  S der  zu- 
gehörige Wert  von  * negativ  ist.  Bildet  man  die  Differenz  dieser 
Werte,  so  ergiebt  sich  der  Ausdruck 


8V3tg| 

(V3tg|-l)  (ystg^+i) 

Derselbe  ist  jedenfalls  negativ,  woraus  zu  folgern  ist,  dass  man  auf 
dem  Wege  von  0 nach  — co  von  Q aus  zuerst  zum  Puuktc  N und 
dann  erst  zum  Punkte  R gelangt. 

Dem  Werte  z *=  1 entspricht,  wie  schon  gesagt,  der  Punkt 
die  Curve  fällt  in  diesem  Falle  mit  dem  gegebenen  Kreise  zusam- 
men. Zufolge  der  Stetigkeit  lässt  sich  daraus  schon  schliessen,  dass 
sämtlichen  Punkten  des  durch  M gehenden  Hyperbelzweiges  Ellipsen 
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entsprechen  werden.  Rückt  der  Mittelpunkt,  von  M aus  in  der 
Richtung  MT  immer  weiter,  so  werden  die  Dimensionen  der  Ellipsen 
beständig  grösser,  bis  dieselben  schliesslich  in  die  in  § 3.  unter  A. 
behandelte  Parabel  übergehen.  Darau»  ist  zu  entnehmen,  dass  dem 
auf  dem  Aste  MT  iu  unendlicher  Ferne  gelegenen  Punkte  der  Wert 

z = cot8^- 

entspricht.  Rückt  der  Mittelpunkt  von  M aus  in  der  Richtung  MV 
immer  weiter,  so  gelangen  wir  in  derselben  Weise  für  einen  anend- 
lich fernen  Punkt  zur  Parabel  B in  § 3.,  zu  welcher  der  Wert 


q> 

gehört.  Während  demnach  * die  Werte  von  cot2^-  herunter  bis  zu 

tg*^  durchläuft,  durchwandert  der  Mittelpunkt  den  ganzen  unteren 

Zweig  der  Hyperbel  und  zwar  iu  der  Richtung  TMU.  Lassen  wir 
jetzt  * weiter  abnehmen,  so  erscheint  der  Mittelpunkt  wieder  in  sehr 
grosser  Entfernung  auf  dem  Aste  SF,  welcher  dem  Aste  MU  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist  und  mit  ihm  zur  selben  Asymptote  ge- 
hört. Mit  abnehmendem  z nähert  der  Mittelpunkt  sich  allmählich 
dem  Punkte  Q,  den  er  für  z = 0 erreicht.  Auf  dem  weitern  Wege 
gelangen  wir  dann  bei 

tgf  - V3 

* ■=»  y3  — ~ — — — 

V3tgf  + 1 

zum  Punkte  S , bei 

Uix  4*V3 
z = V 3 

CD 

V3tgf-1 

zum  Punkto  R.  Lassen  wir  z noch  weiter  abuchmen,  so  bewegt 
sich  der  Mittelpunkt  über  R hinaus  und  erreicht  für  z — — oo  einen 
bestimmten  Punkt  />,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  ursprüng- 
liche Axensystem  sich  aus  (8)  mit  Leichtigkeit  ergeben  als: 

r / cp  \ r cp 

V = ^ ^2cot*2  l)  uud  2“2COt2 

Zu  diesem  Punkte  gelangen  wir  auch,  wenn  wir  * mit  1 beginnend 
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über  cot*T  hinaus  wachsen  lassen.  Für  cot*  y verschwand  der  Mittel- 
4 4 

punkt  in  der  Richtung  MT  in  unendlicher  Feme;  nimmt  z weiter  zu, 
so  erscheint  derselbe  wieder  auf  dem  entgegengesetzt  gerichteten 
Aste  RW  und  rückt  mit  wachsendem  z auf  den  Punkt  L los,  den 
er  bei  » = -f-oo  erreicht.  Wenn  wir  die  Mittelpunkte  in  der  zuerst 
angenommenen  Richtung  von  Q ,über  S und  R hinaus  weiter  ver- 
folgen bis  in’s  Unendliche,  so  ergiebt  sich  demnach  für  die  ent- 
sprechende Reihe  der  Werte  von  s beim  Punkte  L eine  Unstetigkeit, 
indem  auf  ein  unendlich  grosses  negatives  » unmittelbar  ein  unend- 
lich grosses  positives  folgt. 

Welche  Gestalt  und  Dimensionen  iu  jedem  einzelnen  Falle  die 
Curve  hat,  wird  die  allgemeine  Discussion  der  Gleichung  (7)  im 
nächsten  Paragraphen  feststellen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Besprechung  der  beiden  Grenzfälle 
<p  = G0°  uud  qp  = 0°. 

Ist  tp  = 60°,  so  wird  der  Drehungswinkel  tp  = 60°;  die  Haupt- 
axe  der  Hyperbel  stimmt  also  überein  mit  dem  Radiusvector  zum 
Punkte  P4.  Der  Mittelpunkt  der  Curve  liegt  nach  wie  vor  in  der 
r 

Entfernung  g von  M.  Die  Gleichung  selbst  wird : 

r2 

vt ya 

A 16 

Der  eine  Zweig  geht  wieder  durch  il/,  der  andere  durch  Q , S 
und  R.  Bei  dem  einen  durchläuft  z die  Werte  von  cot2  (15°)  bis 
tg*(15°),  bei  dem  andern  die  von  tg4(15°)  durch  die  Null  hindurch 
bis  — oo  und  von  -f-°°  zurück  nach  cot*  (15°).  Bei  Q ist  wieder 
z •=  0,  bei  S ist  * = — 1 und  bei  R ist  z -=  oc.  Der  ganze  Unter- 
schied zwischen  diesem  Falle  .und  dem  allgemeinen  besteht  darin, 
dass  der  Punkt  L,  in  welchem  der  Sprung  von  — oo  auf-j-oc  statt- 
findet, in  den  Punkt  R hineingerückt  ist 

Gauz  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  wir  annehmen,  dass 
tp  — » 0 ist,  dass  also  die  Curven  zweiten  Grades  und  der  Kreis  sich 
in  Px  berühren.  Die  Gleichung  des  geometrischen  Orts  ist  dann: 

X*—Y*=:  0 

und  stellt  2 sich  senkrecht  schneidende  gerade  Linien  dar.  Da  der 
Drehungswinkel  in  diesem  Falle  45°  beträgt,  so  sind  diese  beiden 

r 

Linien  dio  za xe  selbst  und  eine  im  Abstande  g zur  yaxo  gezogene 
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Parallele.  Aus  (8)  ergiebt  sich  aber  für  die  Coordiuaten  des  Mittel- 
punktes 

P-ld-» 

und  7 = 0,  woraus  hervorgeht,  dass  sämtliche  Mittelpunkte  auf  der 
xaxc  allein  liegen,  dass  also  die  genannte  Senkrechte  gar  nicht  in 
Betracht  kommt.  Diese  Senkrechte  ist  entstanden  aus  den  beiden 
Aestcn,  welche  sich  erstrecken  vom  Scheitel  des  durch  M gehenden 
Zweiges  in  der  Richtung  M U in’s  Unendliche  uud  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  vom  Unendlichen  zurück  über  Q zum  Scheitel  des 
andern  Zweiges.  Mau  würde  die  zu  diesen  beiden  Aesten  gehören- 
den Werte  von  z linden  aus  den  Gleichungen  (8),  wenn  man  p und 
q gleich  den  Coordiuaten  der  beiden  Scheitelpunkte  setzte.  Je  näher 
die  beiden  Scheitelpunkte  rücken,  um  so  kleiner  wird  das  Intervall 
von  z werden.  In  unserm  Falle,  wo  die  beiden  Scheitel  Zusammen- 
fällen, ist  das  Intervall  zu  null  geworden. 

Was  die  Art  und  Gestillt  der  einzelnen  Curven  in  diesem  Falle 
angeht,  so  wird  das  Nähere  hierüber  im  Anschluss  an  die  Discussion 
der  allgemeinen  Gleichung  folgen. 


§ 5. 

Allgemeine  Discussion  der  Gleichung.  Figur  1. 


an 


Führen  wir  in  Gleichuug  (7)  für  — die  Bezeichnung  z ein,  so 

CI 


wird  dieselbe: 


ii 


(19)  ^cos*^ — z . sin*^  . ATS  -J-  ^2  cos*  ^ — sin*  — ^ . F* 

r*  *cos»|^(3+2)*-3(l--*)*tg* 
^cos*  — — z . sin*  ^zcos* ^ — sin* 


Der  Ausdruck  — 3(1  -z)*tg*  ^ verschwindet,  wie  wir  in  § 4. 

sahen,  für  die  Werte 


z = V3 


tgf-VS 
VSigf  + i 


lg|  + V3 

und  z = V3 — 

V3<gf  — 1 
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oder  für  die  Punkte  S nnd  R.  Zwischen  diesen  Punkten  wird  der- 
selbe also  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  dem  haben,  welches  er 
für  alle  übrigen  Werte  von  * besitzt.  Da  für  * =»  0,  beim  Punkte 

Q,  der  Ausdruck  gleich  3 (*-*•!)  also  positiv  ist,  so  ist  zu 

schliessen,  dass  derselbe  zwischen  S und  R negativ,  für  alle  übrigen 
Lagen  dagegen  positiv  ist 

cp  cp  cp 

cos*  ^ — z sin*  ^ ist  positiv,  sofern  *<cot2^-  ist,  also  für  den 

ganzen  durch  M gehenden  Zweig  und  für  den  andern  vom  Unend- 
lichen über  Q,  &,  R bis  zum  Punkte  L. 


cp  cp  q> 

acos*|- — sin*!"  ist  positiv,  solange  * > tg2  ist,  d.  h.  für  den 

ganzen  durch  M gehenden  Zweig  und  für  den  Teil  des  andern, 
welcher  sich  vom  Punkte  L in  der  Richtuug  Q,  S,  Ti  bis  in’s  Un- 
endliche erstreckt. 

Bezeichnen  wir  diese  3 Ausdrücke  der  Kürze  halber  beziehungs- 
weise mit  y,  «,  ß,  so  lautet  die  Gleichuug: 

20)  «.  JT‘+0.r*=  i 

Wir  gehen  nun  die  einzelnen  Intervalle  für  * der  Reihe  nach 
durch : 

m 

1.  z — cot*  J ; a 0.  In  diesem  Fallo  ist  der  Mittelpunkt 

in  der  Richtung  MT  unendlich  weit  zu  denken;  die  Curve 
ist  die  in  § 3.  unter  A angegebene  Parabel,  welche  als 
Grenze  einer  Schar  von  Ellipsen  mit  beständig  zunehmen- 
den Axen  anzusehen  ist,  deren  einer  Scheitel  im  End- 
lichen geblieben,  während  der  andere  in  unendliche  Ferne 
gerückt  ist. 

2.  cot2-  >*  z > tg2^.  Dann  ist  o > 0,  ß > 0,  z > 0, 

0.  Die  Gleichung  stellt  demnach  eine  Ellipse  dar. 
Rückt  der  Mittelpunkt  aus  dem  Unendlichen  in  der  Rich- 
tung TM  auf  M zu,  so  erscheint  auch  der  andere  Scheitel 
der  Ellipse  wieder,  die  Dimensionen  der  Halbaxen  werden 
allmählich  kleiner;  doch  ist,  wie  der  Augenschein  lehrt, 
die  erste  (zur  Aaxe  gehörige)  beständig  grösser  als  die 
zweite  (zur  Faxe  gehörige).  Der  Unterschied  wird  aber 
immer  geringer,  bis  schliesslich  für  z — 1 , im  Punkte  M^ 
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die  Halbaxcn  einander  gleich  werden  und  die  Ellipse  in 
den]  gegebenen]  Kreis  übergeht.  Nimmt  a noch  weiter 
ab,  rückt  der  Mittelpunkt  über  M hinaus  in  der  Richtung 
MU  weiter,  so  nehmen  die  Dimensionen  der  Halbaxen 
wieder  zu,  aber  in  der  Weise,  dass  die  zweite  die  grössere 
wird,  und  der  Unterschied  beider  beständig  zunimmt. 

3.  2 — tg*j;  ß = 0.  Der  Mittelpunkt  liegt  in  der  Richtung 

M U unendlich  weit.  Die  Curve  ist  die  in  § 3.  B behan- 
delte Parabel. 

4.  tg*^  > z >>  0.  Daun  ist  a > 0,  ß <1  0,  a >>  0,  y > 0. 

Die  Gleichung  stellt  Hyperbeln  dar  mit  reeller  zweiter 
Axe.  Die  zuletzt  angeführte  Parabel  kann  auch  angesehen 
werden  als  Grenze  einer  Schar  von  Hyperbeln  mit  wach- 
senden Dimensionen,  deren  einer  Scheitel  im  Endlichen 
bleibt,  whhrend  der  andere  in’s  Unendliche  rückt.  Wird 

* < tg*?  d.  h.  erscheint  der  Mittelpunkt  auf  dem  andern 

Zweige  des  geometrischen  Orts  oberhalb  von  Q wieder,  so 
kommt  auch  der  andere  Zweig  der  Hyperbel  wieder  znm 
Vorschein.  Der  erste  kommt  ihm  von  unten  entgegen, 
die  Entfernung  der  Scheitel  wird  immer  kleiner,  bis  dieso 
endlich  zusammenstossen. 

5.  * — 0.  Dann  ist  der  Mittelpunkt  in  den  Punkt  Q gerückt, 
die  Hyperbel  übergegangen  in  das  Paar  gerader  Linien 
P,P4  und  P3/ y 

tgf-V3 

6.  0 > z > V3  — . Dann  ist  « > 0,  ß < 0,  * < 0, 

vstgf+i 

y > 0.  Wir  bekommen  also  auf  dem  ganzen  Wege  von  Q 
bis  S Hyperbeln  mit  reeller  erster  Axe.  Die  beiden  Zweige, 
welche  vor  Q von  oben  und  unten  auf  einander  zurtickten 
und  endlich  in  Q zusammentrafen,  entfernen  sich  also 
nachher  seitlich  von  einander.  Die  vier  Kreispunkte,  die 
vorher  sämtlich  auf  einem  Zweige  der  Hyperbel  lagen, 
verteilen  sich  nachher  auf  beide  und  zwar  liegen  P,',  P4 
auf  dem  einen  und  PÄ,  P5  auf  dem  andern.  Anfänglich 
liegen  sie  sämtlich  unterhalb  der  Aaxe ; allmählich  jedoch 
rückt  diese  gegen  sie  vor  uud  tritt  schliesslich  zwischen 
dieselben.  Die  Curven  selbst,  welche  gleich  nach  Q eine 
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geringe  Grösse  der  reellen  Halbaxe  besitzen,  und  deren 
Asymptoten  mit  der  Afaxe  einen  ziemlich  grossen  Winkel 
bilden,  nehmen  nach  und  nach  eine  weniger  ungewöhnliche 

tgj—y  3 

Gestalt  au.  Da  V3  — — unter  der  für  den  Winkel 

V3  tgf '+ 1 

9 gemachten  Voraussetzungen  kleiner  als  — 1,  so  passireu 
wir  auf  dem  Wege  von  Q nach  S auch  die  gleichseitige 
Hyperbel.  Setzen  wir  nämlich  iu  (19)  für  z den  Wert  — 1 
ein,  so  resultirt  die  Gleichung: 

X2—  Y*  =>  cos Cig) 


7. 


w 

tg  £ - V3 
q>  ’ 

V3  tgj  + l 


=»  0.  Rückt  der  Mittelpunkt  an 


S heran,  so  nähern  sich  die  beiden  Hypcrbelzweigo  wieder 
und  treffen  im  Punkte  S zusammen.  Die  Curvc  geht  in 
die  beiden  Geraden  1\1\  und  P3/4  über. 


tg|-V3  tg  £ + V-3 

8.  V3 — ^ z > y 3 - . Dann  ist  «>0, 

y3tg|+l  V3tg|-1 

ß < 0,  z < 0,  y < 0.  Die  Gleichung  liefert  wiederum 
Hyperbeln  mit  reeller  zweiter  Axe.  Die  beiden  Zweige, 
die  sich  von  rechts  und  links  näherteu  und  iu  S zusam- 
mentrafen, entfernen  sich  also  wieder  nach  oben  und  unten 
von  einander.  Die  vier  Kreispuukte  siud  wieder  auf  beide 
Zweige  verteilt,  aber  dieses  Mal  liegen  P4,  1\  auf  dem 
einen  oberen,  P lt  Ps  auf  dem  anderen  unterem  Bei  wei- 
terem Voranschreiten  des  Mittelpunktes  eutfernt  sich  die 
reelle  Axe,  welche  erst  zwischen  den  Punkten  hindurch- 
gieng,  allmählich  von  diesen;  die  Punkto  rücken  sämtlich 
nach  der  negativen  Seite  der  X.  Nachdem  die  Entfernung 
der  Scheitel  ein  gewisses  Maximum  erreicht  hat,,  nimmt 
dieselbe  wieder  ab,  bis  endlich  im  Punkte  R die  Scheitel 
zum  dritten  Male  zusammenfallen. 


9. 


2 


V3 


tgf  + V3 
V3tg|-l’ 


y =>  0.  Die  Gleichung  liefert  die 


beiden  Geraden  Pt  Pz  und  P4P8. 


Arch.  d.  Math.u  . Phys.  2.  Reih#,  T.  XII, 
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tg|  + V3 

10.  V3 > z > — ■<».  Hierfür  ist  o > 0,  ß < 0, 

V3t g£  -1 

z < 0,  y > 0.  Wir  'erhalten  demnach  Hyperbeln  mit  re- 
eller erster  Axe.  Die  Scheitel  weichen  also  vom  Punkte 
R ab  wieder  nach  rechts  und  links  auseinander.  Die  vier 
Kreispunkte  liegen  wieder  auf  demselben  Zweige,  wie  es 
vor  Q bereits  der  Fall  gewesen  war. 

11.  z = - oo  oder  -f-co  liefert,  wie  schon  im  vorigen  Paragra- 
phen angegeben  wurde,  eine  ebensolche  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  L genannt  worden  war. 

12.  oo  > z > cot2 So  ist  a < 0,  ß > 0,  a > 0,  y > 0.  Also 

auch  für  den  weiteren  Lauf  des  Mittelpunktes  von  L in’s 
Unendliche  ergeben  sich  Hyperbeln  mit  reeller  erster  Aie. 
Der  eine  Zweig  rückt  immer  weiter  fort,  der  andere  bleibt 
im  Endlichen  und  nähert  sich  immer  mehr  der  Parabel  A 
in  § 3.,  die  er  für  einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt  er- 
reicht. 

Damit  ist  die  allgemeine  Discussion  der  Gleichung  beendet,  und 
können  wir  uns  jetzt  der  Besprechung  der  beiden  Grenzfälle  zu- 
wenden. 


§ 6. 

Discussion  der  beiden  Grenzfälle. 

Wie  schon  in  § 4.  bei  Besprechung  des  geometrischen  Orts  der 
Mittelpunkte  bemerkt  wurde,  unterscheidet  sich  der  erste  der  beiden 
Grenzfälle  im  Wesentlichen  nicht  von  dem  allgemeinen  Falle.  Der 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  z den  Wert  —1  nicht  zwischen 
Q und  5',  sondern  in  S selbst  annimmt,  und  dass  der  Pnnkt  L mit 
R zusammenfällt. 

Auch  die  Gestalt  der  verschiedenen  Curven  in  ‘den  einzelnen 
Intervallen  ist  genau  dieselbe,  wie  in  § 5.  auseinandergesetzt  wurde. 
Die  gleichseitige  Hyperbel  entspricht  dem  Punkte  S. 

Sehr  verschieden  wird  aber  die  Sache  in  dem  Falle,  dass  q>  — 0 
ist.  Wir  wissen  schon,  dass  dann  sämtliche  Mittelpunkte  auf  der  A’axe 
liegen,  und  die  Axenrichung  mit  der  Richtung  der  Coordinaten  über- 
einstimmt. Die  Gleichung  der  Curven  lautet  hierfür: 
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und  für  den  Mittelpunkt  kommt: 

P “ — *) 

Ist  « > 1,  so  wird  p negativ,  d.  h.  der  Mittelpunkt  liegt  auf 
der  negativen  Seite  der  X.  Die  Curve  selbst  ist  in  diesem  Falle 
eine  Ellipse.  Wächst  a,  so  rückt  der  Mittelpunkt  nach  links  immer 
weiter  fort,  um  für  z=  cd  im  Unendlichen  zu  verschwinden.  Die 
Ellipse  geht  dabei  in  eine  Parabel  über,  deren  Gleichung  auf  den 
Scheitelpunkt  Px  bezogen  lautet: 


Nähert  sich  umgekehrt  z dem  Werte  1,  so  rückt  der  Mittelpunkt 
nach  My  beide  Halbaxen  werden  kleiner,  und'der  Unterschied  zwischen 
der  bisher  grösseren  ersten  Axe  und  der  zweiten  wird  beständig 
geringer,  bis  für  s — 1 der  Mittelpunkt  auf  M fällt,  und  die  Ellipse 
in  den  gegebenen  Kreis  übergeht. 

Nimmt  % noch  weiter  ab,  so  erhalten  wir  wiederum  Ellipsen, 
doch  ist  jetzt  die  zweite  Halbaxe  die  grössere,  und  zwar  wächst  die- 
selbe sehr  schnell  über  jedes  Mass  hinaus,  während  die  erste  lang- 
sam weiter  abnimmt  und  sich  allmählich  dem  Werte  fr  nähert. 

Für  z=0  ist  die  zweite  Axe  unendlich  gross  geworden,  die 
erste  hat  den  Wert  fr  erreicht,  und  aus  der  Ellipse  ist  ein  Paar 
paralleler  zur  Afaxe  senkrechter  Geraden  geworden,  nämlich  dio^jrc- 
rade  P9Pt  und  die  im  Punkte  J\  au  den  Kreis  gelegte  Tangente. 
Der  Mittelpunkt  liegt  daun  auf  der  positiven  Seite  der  X in  der 

f 

Entfernung  ^ von  Af,  und  die  Gleichung  in  Bezug  auf  denselben 
lautet: 

» 9 3 

X = yjj***  oder  X = ± 

Dieses  Paar  paralleler  Linien  ist  anzusehen  als  Grenze  der  Ellipsen 
und  gleichzeitig  als  Grenze  der  zweiten  Parabel,  die  sich  bei  jedem 
von  null  verschiedenen  Werte  von  9 durch  die  vier  Kreispunkto 
legen  lässt.  In  der  Tat  ergiebt  die  Betrachtung  der  unter  (14)  an- 
gegebenen Coordinaten  des  Kreismittelpunktes  in  Bezug  auf  die 
Axen  der  Parabel,  dass  für  eiu  abnehmendes  9 der  Scheitel  der 
Parabel  iu’s  Unendliche  rückt. 

25* 
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Dieses  selbe  Paar  paralleler  Linie«  ist  aber  drittens  auch  an- 
zusehen als  Grenze  einer  Schar  von  Hyperbeln,  zu  der  wir  nunmehr 
bei  weiterem  Fortschreiten  des  Mittelpunktes  gelangen.  Die  beiden 
parallelen  Geraden  biegen  sich  gewissermassen  nach  rechts  und  links 
um,  während  der  bewegliche  linke  Scheitel  sich  dem  für  alle  bis- 
herigen Curven  festen  rechten  Scheitel  1\  nähert. 

Auf  diesem  Wege  passircu  wir  auch  die  gleichseitige  Hyperbel 
bei  2 = — 1.  Bei  z = — 3 ist  der  Mittelpunkt  nach  Pt  gerückt,  die 
beiden  Scheitel  sind  zusammengefallen,  uud  die  Curve  hat  sich  ver- 
wandelt in  das  Paar  gerader  Linien  1\  I\  uud  1\  I\. 

Wird  z noch  kleiner,  so  bekommen  wir  wieder  Hyperbeln  mit 
reeller  erster  Axe.  Der  Mittelpunkt  und  mit  ihm  der  ganze  rechte 
Zweig  'rückt  immer  weiter  fort,  der  linke  Zweig  dagegen  bleibt  im 
Endlichen  und  nähert  sich  immer  mehr  der  Parabel,  mit  der  wir  die 
Betrachtung  begonnen;  er  erreicht  dieselbe  für  z ==>  — oo,  wenn  der 
Mittelpunkt  in’s  Unendliche  gerückt  ist. 


§ 7. 

Weitere  Umformung  der  allgemeinen  Gleichung. 


Wir  treten  jetzt  an  die  in  § 2.  angedeutete  Aufgabe  näher  her- 
an, aus  den  Dimensionen  eines  gegebenen  Kegelschnitts  und  den 
Functionen  des  Winkels  q>  die  Coordinaten  von  M und  den  Radius 
r zu  berechnen. 


Von  grösster  Wichtigkeit  für  die  Gestalt  einer  jeden  Curve  ist 
das  Verhältuiss  der  Coefficienten  der  Gleichung.  Wir  wollen  dieses 
Verhältniss  in  (19)  einführen  und  setzen  zu  dem  Zwecko 

(21)  2 cos2^ — sin*^=  u ^cos2^- — 2sin*^^ 

Dann  wird 

u cos2^-j-sin*^ 
cos®^  -}-usin®£ 

Ferner  wird 


und 


V 

cos- 

cos*  v — 2 sin2 ==*  — m 

4 4 v <P  , . o <P 

cos2  ^ 4~MSm*4 
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n • « <P 

Z COS2  7 — 81U*  V 


MCOS  , 


<p 


2 <P  , . 9 <P 

COS2  “4-  u 8111®  -r 

4 4 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (19)  ein,  so  erhalten 
wir  zunächst: 


(22)  AT2-fu.y*  = 


r*  «COB»j+8in*j 
16  u 


X 


1 + 2 cos2  j +u  (l  + 2 sin2 |)  *-  3(  1 - «)*  sin2 1 
woraus  sich  nach  entsprechender  Transformation  die  Gleichung 

AT2-f  m . T2  = ^ [(u*+l4u+l)(tt+l)-f  (t*— 1)*cos(|t»>] 
oder  auch 

r* 

(23)  X*+n  . y*  - j-g-  [u(M-j-3)2cos2($<jp)-f  (3u-f  l)2sin2(29>)]  . 


ergiebt.  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  enthält  ausser  r und  w nur 
Functionen  des  Winkels  J 9. 

Wir  müsson  jetzt  die  Coordinaten  von  jl/  in  Bezug  auf  die 
Ilauptaxon  der  Curvo  berechnen  Unter  (8)  hatten  wir  die  Coordi- 
natou  des  Mittelpunktes  0 der  Curvo  in  Bezug  auf  das  ursprüng- 
liche System  angegeben.  Dieselben  Ausdrücke  stellen  daher,  mit 
dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommen,  die  Coordinaten  des 
Kreismittelpunktes  in  Bezug  auf  ein  Axensystcm  dar,  welches  durch 
den  Mittelpunkt  der  Curve  parallel  zu  dem  ursprünglichen  System 
gezeichnet  wird.  Wir  suchen  abor  die  Coordinaten  von  M in  Bezug 
auf  das  Hauptaxcnsystem  der  Curvo,  welches  gegen  das  vorige  um 

j gedreht  ist.  Nennen  wir  diese  $ uud  C,  so  ist: 


(24) 


¥ 

C 


<P 


<P 


p cos  J —qsm^ 


. <p 

psin  j—  flcos  j 


Bevor  wir  hierin  die  Ausdrücke  für  p und  7 cinsetzcn,  müssen 
wir  dieselben  erst  transformiren,  indem  wir  einmal  den  Quotienten 
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durch  * und  dann  z durch  den  Ausdruck 

«ii 


setzen.  Es  ergiebt  sich  dann: 


(25) 


P (1 — *0  2(t«  — l)cos*^-+(tt+l)cos  +1— » 

2*=— ^(1— »)  2(1  — u)cos  sin^ 


Substituiren  wir  diese  Werte  in  die  Gleichung  (24)  und  ersetzen  die 
Functionen  des  halben  Winkels  durch  die  des  vierten  Teils,  so  er 
giebt  sich  nach  geeigneter  Zusammenfassung  der  Glioder 


Auch  diese  Ausdrücko  enthalten  nur  r,  ««  und  Functionen  des 
Winkels  J9.  Da  dasselbe  für  die  rechte  Seito  der  Gleichung  (23) 
gilt,  so  ist  damit  nachgewiesen,  dass  in  der  Tatfaus  den  Dimen- 
sionen einer  gegebenen  Mittelpunktscurve  zweiten  Grades  mit  Hülfe 
des  Winkels  die  Coordinaten  des  zugehörigen  Kreismittelpunkts 
M und  der  Radius  r des  Kreises  gefunden  werden  können. 

Da  dasselbe,  wie  wir  früher  nachgewiesen  haben,  aber  auch  für 
dio  Parabel  gilt,  so  ist  damit  gezeigt,  dass  jede  beliebige  Curve 
zweiten  Grades  zur  Trisection  des  Winkels  verwendet  werden  kann. 

Wie  sich  im  einzelnen  Falle  die  geometrische  Construction  ge- 
staltet, wird  in  den  folgenden  Paragraphen  eingehend  erörtert  worden. 


Die  Trisection  des  Winkels  mittelst  fester  Ellipsen.  Figur  2. 

Nehmen  wir  an’,  dass  die  Ellipse,  welcho  zur  Trisection  ver- 
wendet werden  soll,  die  Halbaxeu  a und  h hat,  so  lautet  die  Glei- 
chung derselben: 


oder 


(26) 


$ — ^(1  — w)cos(2?)  und 

£(!-«)  sin  (£9) 


§ 8. 
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x 1 . y* 


vT  + 


a 


b* 


1 oder 


a* 


Soll  dio  Glcichnng  (23)  dieso  Gurvo  darstellen,  so  muss 


° A 

u ^ und 


o*  = 

r’  i 
16a*£4 

(ein, 

woraus 

(27) 

r*  = 

wird. 

Ferner 

(28) 

*-2 

16a4  b4 


a*(a*  -f  3£*  '*  cos2  ( Jy ) -f  A2  (3a*  -f  b 2)2  siu2(  j *) 


r a* — 7>2 


Diese  Formelu  ermöglichen  es,  aus  den  Halbaxcn  a und  b zu  jedem 
beliebigen  Winkel  Jqp  den  Radius  r und  den  Punkt  M zu  linden. 

Dio  Construction  selbst  würde  freilich,  obno  besondere  Voraus- 
setzungen in  dieser  Weise  ausgeführt,  recht  complicirt  sein  und 
müsste  für  jeden  neuen  Winkel  von  Anfang  bis  zu  Endo  wiederholt 
werden.  Wenn  mau  dagegen  zur  Construction  Ellipsen  mit  be- 
stimmtem, in  Zahlen  angegebenem  Verhältnis  der  Halbaxenquadrato 
verwendet,  so  ergiebt  sich  für  dio  Construction  unter  Umständen 
eine  wesentliche  Vereinfachung. 

Unseres  Wissens  findet  sich  dio  erste  Angabe  über  die  Trisection 
mittelst  einer  Ellipse  in  dem  dritten  Artikel  von  Panzerbieter.  Die 
benutzte  Ellipse  hat  dio  Excentricität  es  ist  also 


Unsere  Formeln  ergeben  für  diesen  Fall: 

% 12a2 

r ""  27cos2(£<p)4-25siu*(2qp) 

W - ^cos(2<p)',  O g 8in(|*) 

Der  Verfasser  selbst  nennt  seine  Construction  weniger  einfach.  In 
der  Tat  ist  dieselbe  schon  ziemlich  verwickelt  und  leidet  au  dem 
Uebelstande,  dass  sie  für  jeden  neuen  Winkel  von  Anfang  an  wieder- 
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holt  werden  muss.  Der  folgende  Weg  führt  in  einfacherer  Weise 
zum  Ziele. 

Man  construiro  zur  gegebenen  Ellipse  eine  conccntrische  mit 
den  Halbaxen  |a  und  §6,  deren  Gleichung  also 


*1  . JL 

4a2  + 

9 


^ 36 

25  0 


t 


lautet.  Trägt  man  jetzt  in  0 an  die  positive  Seite  der  Abscissen 
nach  unten  hin  den  Winkel  an  und  verlängert  die  Linie  bis  zum 
Schnitte  mit  der  Ellipse,  so  findet  sich  das  Quadrat  des  zugehörigen 


12a2 

Radiusvector  gleich  x= — 37- — r ■ . -8^ — r.  Der  Radiusvcctor  stellt 

b 27  cos2(?  cp)  -f-  25  sm2( f <p) 

also  direct  den  Kreisradius  r dar.  Wenn  man  dann  durch  die  Mitte 
des  Radiusvectors  r eine  Parallele  zur  Faxe,  durch  den  Endpunkt 
des  ersten  Sechstels  eine  Parallele  zur  X axe  zieht,  so  schneiden  sich 
dieselben  in  dem  gesuchten  Mittelpunkte  M.  Man  hat  also  nach  dieser 
Construction  nur  den  jedesmaligen  Winkel  anzutragen,  den  gefun- 
denen Radiusvector  in  6 gleiche  Teile  zu  teilen  und  durch  die  ent- 
sprechenden Toilpunkte  Parallele  zu  den  Axen  zu  ziehen. 


In  ähnlicher  Weise  wird  sich  die  Construction  bei  andern  Werten 
von  p-  einrichten  lassen. 


Auch  im  allgemeinen  Falle  lässt  sich  eine  Ellipse  derart  angeben, 
dass  der  unter  dem  Winkel  $cp  gezogene  Radiusvector  den  Kreis- 
radius r darstellt.  Die  Gleichung  derselben  lautet  : 


/ 4 ah*  \*+  / 4 atU  \ 2 " 1 
\a*+3$V  \3c**-f 


Obwol  die  Construction  dieser  Ellipse  nicht  mehr  Schwierigkeiten 
bietet  als  die  derjenigen  Curve,  von  welcher  nachher  die  Rede  sein 
wird,  so  ziehen  wir  doch  für  den  allgemeinen  Fall  eine  andere  Me- 
thode der  Lösung  vor,  da  es  auf  dem  ersten  Wege  noch  wieder  be- 
sonderer complicirter  Coustructiouen  bedarf,  um  aus  dem  gefundenen 
r nun  wirklich  die  Coordiuaten  ^ uud  C zu  gewinnen. 

Die  Sache  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  statt  der  obigen 
Ellipse  den  geomotrischeu  Ort  der  Kreismittelpunkte  benutzt.  Man 
hat  dann  für  jeden  einzelnen  Winkel  l cp  nur  noch  die  Richtung  von 
03/  zu  bestimmen  und  findet  den  Kreismittelpunkt  als  Durchschnitts- 
puukt  des  geometrischen  Orts  mit  einer  in  dieser  Richtung  gezogenen 
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Geraden.  Den  Radius  r erhält  man  dann  ganz  von  selbst,  wenn 
man  in  M an  eine  zur  positiven  A’axo  parallel  gezogene  Gerade 
nach  oben  den  Winkel  f <p  anträgt  und  den  freien  Schenkel  bis  zum 
Schnitt  mit  der  Ellipse  verlängert.  Wir  findeu  diesen  geometrischen 
Ort  der  Kreismittelpunkte,  wenn  wir  die  Werte  von  rcos(|<p)  und 
rsin(j<jp),  die  sich  aus  (28)  jjrgebon,  in  die  Gleichung  (27)  einsetzen. 
Es  crgiebt  sich  dann  die  Gleichung: 


(29) 


\a  («a  — b 2) 

4- 

2~1~  p(aa  — b*y 

oa  -j-  36*  _ 

[ 3a2-}-^ 

Was  nun  die  Constructiou  dieser  Ellipse  augeht,  so  wollen  wir 
zunächst  die  Annahme  machen,  dass  a > b ist.  Der  Brenpunkt  F 

liegt  dann  auf  der  A'axe  in  der  Entfernung  V«2  — b1  von  0.  Be- 
rilcksichtigeu  wir  ferner  die  Darstellungen 


und 


J Va2  + 36*  = [/ -4~-  -f  b* 

i / at b* 

J Y 3a*  -|-  b2  **  y a*  — — ^ — 


so  ergeben  sich  für  dio  Halbaxen  die  folgenden  Coustructioncn: 


1.  Man  errichte  in  der  Mitte  von  0 F ein  Lot,  welches  die 
durch  den  Scheitel  B zur  Aaxe  gezogeue  Parallele  in  E 
trifft,  verbinde  0 mit  E und  trage  von  ü aus  JOE  darauf 
ab  bis  G.  Verbindet  man  dann  E mit  A,  zieht  GH  par. 
EA,  verbindet  H mit  E und  zieht  GJ  par.  EH,  so  ist  0 J 
die  erste  Halbaxe  der  Ellipse. 


Beweis:  Nach  der  Construction  verhält  sich  06r  zu 
OE  wie  Vaz—b2  zu  Va*-{-3£*.  Es  ist  daher 


OH  — a 


OG  aVci*  — b* 

* oe  — 


und 


0 J — OH  . 


OG 

OE 


a (a*  — 
a2  -J-  36* 


2.  Man  beschreibe  um  OA  einen  Halbkreis,  ferner  mit  JOE 
um  A einen  Kreis,  welcher  den  Halbkreis  in  K trifft,  ver- 
binde 0 mit  K und  trage  von  0 aus  JOE  darauf  bis  Z». 


i 
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Verbindet  man  dann  K mit  P,  zieht  LN  par.  KB , verbindet 
N mit  K und  zieht  LT  par.  KN , so  ist  02  die  • zweite 
Halbaxe. 


Beweis:  Es  verhält  sich  OL  zu  OK  wio  Va1— 6*zn 
y3a*-J-£*.  Daher  ist 

Va8  — 48 


0 N 


V 3tr* 


^ und  OT 


b (a8  — 6*) 
3 


Es  kommt  nun  darauf  au  die  Richtung  03/  zu  bestimmen.  So- 
fern wir  annehmen,  dass  der  zu  trisecirende  Winkel  $jqp  ein  con- 
caver  ist,  liegt  3/  im  vierten  Quadranten.  Bezeichnen  wir  den  Winkel, 
welcheu  03/  mit  der  positiven  Afaxe  bildet,  mit  so  ergiebt  sich 
aus  (28) 

^ tg(M 


Man  ziehe  nun  im  Scheitel,  A die  Tangente  und  errichto  auf 

b * 

der  positiven  Seite  der  X im  Abstaudo  — vou  0 nach  beiden  Seiten 

das  Lot.  Don  Fusspunkt  dieses  Lotes  findet  man  am  einfachsten,  indem 
man  C mit  B vorbindet  und  in  B auf  BC  die  Senkrechte  errichtet, 
welche  die  Aaxe  in  dem  gewünschten  Punkte  trifft.  Nach  diesen 
Vorbereitungen  gestaltet  sich  die  Construction  nun  einfach  in  der 
folgenden  Weise:  Man  trago  an  OA  nach  unten  an  und  verlän- 
gere den  Schenkel,  bis  er  das  Lot  in  V trifft,  zieho  VW  par.  OA  und 
verbinde  W mit  0,  so  ist  OW  der  gesuchte  Radiusvcctor,  auf  wel- 
chem der  Mittelpunkt  3/  liegt. 

Beweis.  Es  ist 

vlIV  = ^tg(4»  = atg  010 !K) 

(X 

also 

tg(A0  HO  =-jtg(j|<p)  ■=  tgff-  und  Wkl.  AOW  # 

Der  Mittelpunkt  3/  ist  der  Schnittpunkt  vou  01V  mit  dem 
geometrischen  Ort  der  Kreismittelpuukte.  Zieht  man  dann  durch  M 
eine  Parallele  zu  OA,  trägt  nach  beiden  Seiten  den  Wiükel  $ <p  an, 
verlängert  den  oberen  Schenkel  bis  zum  Schnittpunkt  P4  mit  der 
gegebenen  Ellipse  uud  beschreibt  mit  3/P4  um  3/  den  Kreis,  so  trifft 
derselbe  die  Ellipse  in  den  Eckpunkten  P,,  P2,  P3  eines  gleichsei- 
tigen Dreiecks,  uud  es  teilt  die  Verbindungslinie  3/P,  den  ganzeu 
Wiukel  §<jp  in  drei  gleiche  Teile. 
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Nachdem  der  geometrische  Ort  der  Kreismittelpunkto  einmal 

. . . b* 

construirt,  in  A die  Scheiteltangente  und  im  Abstande  — von  0 die 

Senkrechte  zur  Aaxe  gezeichnet  ist,  gestaltet  sich  also  die  weitere 
Construction  im  einzelnen  Fallo  sehr  einfach. 

Uebrigens  gilt  dieselbe  Construction  auch  für  Winkel  grösser 
als  180°. 

Der  Punkt  M rückt  danu  in  den  dritten  Quadranten.  In  diesom 
Falle  muss  natürlich  der  Schenkel  dos  in  0 an  OA  angetragenen 
Winkels  $cp  über  0 hinaus  verlängert  werden;  die  Puukte  V und  W 
liegen  im  ersten  Quadranten  uud  M liegt  dieses  Mal  auf  der  Ver- 
längerung von  OIK  über  0 hinaus. 

j Für  den  Winkel  180°  fällt  M mit  dem  unteren  Scheitel  des 
geometrischen  Orts  der  Kreismittelpunkto  zusammen  und  r ist  gleich 
der  Entfernung  dieses  Punktes  von  B.  Für  den  Winkel  369°  end- 
lich ist  M der  linke  Scheitel  der  Mittelpunk tscurve  und  r die  Ent- 
fernung dieses  Punktes  von  C.  Auch  in  diesen  Fällen  behält  unsere 
Construction  ihre  Gültigkoit. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  zweiten  Falle  über,  dass  o < b ist. 

Der  Brennpunkt  E liegt  dann  auf  der  Faxe  in  der  Eutfernung 

yV — a 1 von  0.  Der  geometrischo  Ort  der  Kreismittelpunkte  ist 
dann  genau  dieselbe  Ellipse,  die  man  erhält,  wenn  man  dio  grössere 
Ilalbaxe  b als  die  erste,  die  kleinere  a als  die  zweite  ansieht  und 
die  Construction  nach  den  im  ersten  Falle  angegebenen  Vorschriften 
ausführt. 

Der  Mittelpunkt  M liegt  in  diesem  Fallo  für  coucavo  Winkel 
ly  im  zweiten  Quadranten,  für  convexe  im  ersten. 

Um  dio  Richtung  OM  zu  finden,  verfahre  mau  wie  früher.  Man 
ziehe  in  A die  Scheiteltaugente,  verbinde  C mit  J9,  errichte  in  B 
auf  BC  das  Lot,  welches  dieses  Mal  die  Verlängerung  von  GA  trifft 
und  construire  in  dem  Schnittpunkte  das  Lot.  Danu  trage  mau  an 
0 A den  Winkel  $<p  an,  verlängere  bis  zum  Schnittpunkte  V mit  dem 
Lote,  ziehe  VW  par.  AO  und  verbinde  0 mit  W.  Bei  concavem 
Winkel  ijgp  liegt  dann  M auf  der  Verlängerung  von  IVO  über  0 hin- 
aus, bei  convexem  auf  OW  selbst. 

Die  Behandlung  der  beiden  Fälle  lässt  erkennen,  dass  mau  mit 
Hülfe  derselben  Ellipse  jeden  Winkel  auf  2 Arten  triseciren  kann. 
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Bei  der  einen  Coustruction  öffnet  sich  der  Winkel  von  M ans 
in  der  Richtung  der  positiven  X axe,  bei  der  andern  in  der  Richtung 
der  positiven  Faxe.  Beide  Mittelpunkte  liegen  auf  derselben  Ellipse. 
Ist  in  der  zu  Grunde  liegenden  Ellipse  die  erste  Axe  grösser  als  die 
zweite,  ‘so  liegt  bei  concavem  §9  der  eine  Mittelpunkt  im  vierten, 
der  andero  im  dritten,  bei  convexem  $9  der  eine  im  dritten,  der  an- 
dere im  zweiten  Quadranten.  Ist  dagegen  die  erste  Axe  kleiner  als 
die  zweite,  so  liegt  bei  concavem  §<p  der  eine  Mittelpunkt  im  zwei- 
ten, der  andero  im  ersten,  bei  convexem  $9  der  eine  im  ersten,  der 
andere  im  vierten  Quadranten.  Da  nun  aber  der  Symmetrie  wegen 
zu  jedem  der  beiden  Mittelpunkte  noch  drei  andere  gehören,  von 
denen  aus  die  Trisection  ebenfalls  ausgeführt  werden  kann,  so  giebt 
es  im  Ganzen  8 verschiedene  Möglichkeiten. 

Bei  »wei  derselben  öffnet  sich  der  Winkel  nach  der  Richtung 
der  positiven,  bei  zwei  andern  nach  der  der  negativen  X axe,  ebenso 
bei  zwei  weitereu  nach  der  der  positiven  und  bei  den  beiden  letzten 
nach  der  der  negativeu  Faxe. 


§ 9. 

Die  Trisection  des  Winkels  mittelst  fester  Hyperbeln.  Fig.  3. 


Es  sei  die  Hyperbel 


X2_  Y%  _ j 


a‘ 


b* 


gegeben.  Soll  dieso  mit  der  durch  Glcichuug  (23)  dargcstellten 
Curvc  identisch  sein,  so  muss 


a4 


u = — 


b* 


und 


a®  = i6_0*ii[a2(«5'—  3Ä2)2cos®U<p)  -A*(3a8  — Ä*)*sin*G<p)] 


sein,  woraus 


(30) 


16  a4/;4 


a*(a2  — 3ä2),cos*(4(p)  — A®(3a2  — A2)8sin8(f  <p) 


wird.  Aus  (26)  erhalten  wir  ferner  für  die  Coordinaten  von  M: 


T fl  ^ I t ft ® 

(31)  $ | — p—  cos(fa),  £ — — 1 — s—  sin  (4» 
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Ferner  wird  der  geometrische  Ort  der  Kreismittelimnkte  dar- 
gestellt durch: 


(32) 


c* 

[«(<**  + b2) 
[ a*  — 36* 

A(a2-f-Ä2)l* 
3a2  — £2)J 

Der  Ausdruck  für  r2  lässt  zunächst  erkennen,  dass  das  Intervall  der 
Winkel  5<jd,  welche  mit  Hülfe  der  vorgelegten  Hyperbel  trisecirt 
werden  können,  ein  beschränktes  ist.  Die  Construction  ist  nur  dann 
ausführbar,  wenn  der  Nenner  von  r2  positiv  ist,  also  nur  für  die 
Werte,  für  welche 


a2(a2  — 3&*)2C08*(  Jqp)  b2(3a2  — b*)4  sin2  (-}<p)  oder 

a 2 (a2  — 9V2  )* 

(33)  tg«(JV)  < 4 

ist.  Die  Construction  kann  in  analoger  Weise  ausgeführt  werden 
wie  bei  der  Ellipse.  Der  Mittelpunkt  M wird  gefunden  als  Durch- 
schnittspunkt des  geometrischen  Orts  mit  einer  durch  0 gehenden 
Geraden.  Für  concave  Winkel  liegt  M im  dritten  Quadranten. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  welchen  OAf  mit  der  negativen 
X axe  bildet,  mit  #,  so  ist 

b2 

tg*  a -ftgtfv) 


Wenn  wir  ferner  den  Winkel,  welchen  die  im  entsprechenden  Qua- 
dranten liegende  Asymptote  der  Mittelpuuktshyperbel  mit  der  nega- 
tiven X axe  bildet,  s neunen,  so  ergiebt  sich  aus  (32)  der  Wert 

t b*(a2-Zb*)2 
tg  £ “ o*  (3oa — V*)% 

Die  unter  dem  Winkel  & gezogene  Gerade  trifft  daher  dio  Hyperbel 
der  Mittelpunkte  nur  dann,  wenn 

a2(aS 3b2)2 

tg2^  < tg 2s  oder  tg2(4»  < ^(3a» 

ist.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  aus  dem  Ausdruck  von  r2  ge- 
wonnenen völlig  überein,  und  wir  erkennen  jetzt,  dass  dio  Hyperbel 
deswegen  für  keine  grösseren  Winkel  zur  Trisection  verwandt  werden 
kann,  weil  dann  die  unter  dem  Winkel  & gezogene  Gerade  den 
geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  nicht  mehr  trifft. 
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I 


Will  man  grössere  Winkel  triseciren,  so  musB  man  sich  der 
conjugirten  Hyperbel 


JP  Y* 
d2  ~ b* 


— 1 


bedienen,  welche  gerade  für  diese  und  nur  für  diese  benutzt  werden 
kann.  Man  zeichne  also  gleich  von  vorn  herein  beide  Hyperbeln 
und  die  beiden  zugehörigen  geometrischen  Oerter  der  Kreismittel- 
puukte,  welche  natürlich  auch  conjugirt  sein  müssen.  Daun  lassen 
sich  alle  Winkel  triseciren  mit  alleiniger  Ausnahme  derjenigen,  für 
welche 


— 3Z,2)2 
&*(3a*  — Ä2)2 


i 


ist.  Die  Construction  des  Radiusvectors  bleibt  auch  für  die  con- 
jugirte  Hyperbel  dieselbe.  Liegt  M auf  dem  geometrischen  Ort  zur 
ersten  Hyperbel,  so  wird  der  Winkel  *cp  auch  durch  die  erste  Hy- 
perbel trisecirt,  im  andern  Falle  durch  die  zweite. 


Nur  wenn  die  Richtung  des  Radiusvectors  mit  der  Richtung  der 
Asymptoten  zur  Curve  der  Mittelpunkte  überciustimmt , ist  die  Tri- 
section unmöglich,  da  dann  M unendlich  weit  rückt. 


Bevor  wir  in  der  Betrachtung  des  allgemeinen  Falles  fortfahren, 
ist  es  wünschenswert,  das  bisher  Abgeleitete  an  Beispielen  zu  de- 
monstriren. 


Die  gleichseitige  Hyperbel. 

Der  geometrische  Ort  der  Kreismittelpunkto  hat  die  Eigenschaft, 
in  einem  Falle  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  übereinzustimmen. 
Dieser  Fall  tritt  ein  für  die  gleichseitige  Hyperbel. 

Setzen  wir  in  (32)  a2  = b*.  so  kommt 

_ C2  - a2 

Für  die  Coordinaten  von  M ergiebt  sich  ferner 

= - £cos(5<p),  C — — ^sin(^) 

Endlich  wird 

r = 2 . 03/ 

Die  Construction  mit  Hülfe  der  Hyperbel  selbst  ist  ausführbar,  so  lange 
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ist,  d.  h.  für  alle  Winkel  unter  90°.  Für  die  Winkel  über  90°  gilt 
die  conjngirte  Hyperbel.  Die  Constrnction  gestaltet  sich  folgender- 
massen:  Man  trage  in  0 an  die  negative  Xaxe  nach  unten  den 
Winkel  |<p  an  und  verlängere  den  Schenkel  bis  zum  Schnitte  mit 
der  gegebenen  Hyperbel.  Der  Schnittpunkt  ist  der  Kreismittelpunkt 
M,  und  MO  ist  gleich  £r.  Man  verlängere  dann  MO  über  0 hinaus 
bis  zum  Schnitte  mit  dem  andern  Hypcrbelzweig  und  beschreibe  mit 
der  Entfernung  von  M bis  zu  diesem  Schnittpunkte  um  M den  Kreis, 
welcher  die  Hyperbel  noch  in  den  drei  weiteren  Punkten  JP8, 
ij  der  Art  trifft,  dass  A,  A,  A die  Ecken  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  bilden,  und  MPX  den  in  M an  MO  angetragenen  Winkel 
£<P  trisecirt.  Es  ist  dies  die  in  dem  ersten  Artikel  von  Panzerbieter 
angegebene  Lösung  des  Problems. 


Die  Hyperbel  von  der  Exentricität  2. 

Noch  in  zwei  andern  Fällen  erfordert  die  Consfcruction  des 
geometrischen  Orts  keine  besondere  Anstrengung,  wenn  nämlich 
entweder 

3a*  = 4*  oder  a*  =»  3&*  ist. 

Im  ersten  Falle  erhalten  wir  die  Gleichung 


welche  zwei  zur  X axe  senkrechte  Geraden  darstellt.  Die  Gleichung 
der  Hyperbel  heisst  dann 

X*  ys 

a 2 3a2  ^ 

ihre  Excentricität  ist  also  gleich  2. 

Ferner  folgt  aus  (33),  dass  in  diesem  Falle  die  Curve  zur  Tri- 
section  aller  Winkel  verwendet  werden  kann,  für  welche 

tg2(T?)  < °° 

ist,  d.  h.  für  alle  Winkel  mit  Ausnahme  des  gestreckteu,  während 
die  conjugirte  Hyperbel 

X^ r* 

a2  3a2  M 1 

zur  Trisection  völlig  ungeeiguet  ist. 
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Für  r ergiebt  sich  der  Wert  i * rr— r,jc  nachdem  iw  coneat 

cos(^) 

oder  convex  ist,  und  als  Coordinaten  des  Mittelpunktes  M 

$ — T ^ C = T *a  tg(i<P) 

Bei  concavem  Winkel  liegt  demnach  M im  dritten,  bei  convexem  im 
vierten  Quadranten. 

Daraus  ergeben  sich  die  folgenden  Constructionen , welche  fa st 
ebenso  einfach  sind  wie  die  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Ist  iqp  concav,  so  trage  man  im  Scheitelpunkte  d an  dO  nach 
unten  die  Hälfte  des  Winkels  an  und  verlängere  den  Schenkel,  bis 
er  die  Senkrechte 


trifft.  Dann  ist.  der  Schnittpunkt  der  gesuchte  Kreismittelpunkt 
M und  die  Eutfernung  MA  gleich  dem  Kreisradius  r. 

Wie  man  erkennt,  gehen  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  A der 
Hyperbel. 

Im  Falle,  dass  convex  ist,  trage  man  ira  andern  Schei- 
telpunkte C an  die  Verlängerung  von  0 C nach  unten  hin  an  und 
verlängere  den  Schenkel,  bis  er  die  Senkrechte 


X = 


I 


a 

2 


trifft.  Daun  ist  wiederum  der  Schnittpunkt  der  Mittelpunkt  M und 
die  Entfernung  MC  gleich  dem  Radius  des  Kreises. 

In  diesem  Falle  gehen  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  C. 

Beide  Fälle  lassen  sich  auch  vereinigen,  wenn  mau  den  Mittel- 
punkt M in  der  früheren  Art  als  Durchschuittspunkt  einer  durch  0 
gehenden  Geraden  mit  dem  geometrischen  Orte  bestimmt.  Mau  er- 
richte auf  der  positiven  X axe  in  der  Entfernung 


a 


das  Lot , construire  die  Scheiteltangente  in  A , trage  in  0 an  ö A 
nach  oben  an,  verlängere  deu  Schenkel  bis  zum  Schnitt  mit  der 
Senkrechten  (eveutuell  über  U hinaus),  ziehe  durch  deu  Schnittpunkt 
eine  Parallele  zur  Aaxc  und  verbinde  den  Schnittpunkt  dieser  Pa* 
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rallelen  und  der  Tangente  mit  0.  Im  Falle  eines  coucaven  Winkels 
liegt  dann  M aut  der  Verlängerung  dieser  Verbindungslinie  über  0 
hinaus,  im  Falle  eines  convexen  Winkels  auf  ihr  selbst. 

Da  zum  Punkte  M noch  3 andere  zu  den  Axen  symmetrisch 
gelegene  gehören,  von  denen  aus  der  W'inkel  ebenfalls  trisecirt 
werden  kann,  so  giebt  es  im  Ganzen  4 Möglichkeiten.  Bei  zwei 
derselben  öffnet  sich  der  Winkel  in  der  Richtung  der  positiven  Aaxe, 
bei  den  andern  beiden  in  der  entgegengesetzten  Richtung.  Ausser- 
dem giebt  es  noch  4 weitere  Möglichkeiten,  bei  welchen  sich  der 
Winkel  nach  der  positiven  und  negativen  Faxe  öffnet.  Dieselben 
ergeben  sich  aber  erst  aus  der  Betrachtung  des  Falles 


a 


2 


3£2 


zu  dem  wir  jetzt  übergehen. 

Wenn  a*  = 3/>2  ist,  so  lässt  sich  die  Hyperbel 


X 2 
3 b* 


Y2 

b* 


da  hierfür  der  Ausdruck  von  r 2 stets  negativ  ist,  überhaupt  nicht 
zur  Trisection  verwenden,  wohl  aber  die  conjugirte  Hyperbel 

A'2  Y*  _ 

3/>2  ~~  = ~ 1 

Diese  hat  wieder  die  Exceutricität  2 und  unterscheidet  sich  von  der 
vorigen  nur  durch  die  Lage  zu  den  Axen  Während  sich  im  vorigen 
Falle  der  trisecirte  Winkel  von  M aus  in  der  Richtung  der  Uauptaxe 
erstreckte,  öffnet  er  sich  jetzt  senkrecht  dazn. 

Es  wird  für  diesen  Fall 


,&*sin(4<p)’  ^ ä^cot(.i<p)  und  L.  £ 

Die  Coustruction  gilt  demnach  für  alle  Winkel;  M liegt  für  concave 
Winkel  im  dritten,  für  convexe  im  vierten  Quadranten. Man  trage 
für  einen  concaven  Winkel  das  Complemeut  des  halben  Winkels  im 
Scheitel  B au  B 0 nach  links  hin  an  und  verlängere  bis  zum.Schnitt 
mit  der  Geraden 


2 


Dieser  Schnittpunkt  ist  daun  der  Mittelpunkt  M und  MB  der  Kreiß- 
radius. Alle  Kreise  gehen  durch  den  Scheitel  B. 

Arch.  d.  Math.  u.  Pliys.  2.  Heike,  T.  XII. 
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Ist  der  Winkel  convex,  so  trage  man  -- 90°  in  B an  BO  nach 
rechts  hin  an  und  verlängere  wieder  bis  zum  Schnitt  mit 


Der  Schnittpunkt  ist  M uud  MB . der  Radius.  Alle  Kreise  gehen 
durch  denselben  Scheitelpunkt  B. 

Uebrigens  lässt  sich  auch  hier  der  Mittelpunkt  M für  beide  Fälle 
in  derselben  Weise  finden,  wenn  man  denselben  als  Schnittpunkt 
des  geometrischen  Orts  mit  einer  durch  0 gehenden  Geraden  be- 
stimmt. Mau  errichte  auf  der  positiven  A”axe  in  der  Entfernung 


das  Lot^  construire  im  Scheitel  A der  coujugirten  Hyperbel  die  Tan- 
gente, trage  in  0 au  0 A nach  unten  au,  verlängere  den  Schenkel 
bis  zum  Schnitte  mit  der  Senkrechten  (eventuell  über  O hinaus), 
ziehe  durch  den  Schnittpunkt  eine  Parallele  zur  X axo  und  verbinde 
den  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  und  der  Tangente  mit  0.  Im 
Falle  eines  coucaven  Winkels  liegt  dann  M auf  der  Verlängerung 
dieser  Liuio  über  0 hinaus,  im  andern  Falle  auf  ihr  selbst 

Es  ist  dies  fast  wörtlich  die  im  Falle  3 = b*  an  der  ent- 
sprechenden Stelle  angegebene  Coustructiou. 

Aus  der  Betrachtung  beider  Fälle  ergiebt  sich  das  Resultat,  dass 
es  im  Ganzen  8 Möglichkeiten  giebt,  mit  Hilfe  der  Hyperbel  von 
der  Exceutricität  2 den  Winkel  zu  triseciren.  Von  4 symmetrisch 
zu  den  Axen  gelegenen  Mittelpunkten  öffuet  sich  der  Winkel  in  der 
Richtung  der  Hauptaxe  und  entgegengesetzt,  von  den  4 andern  in 
den  beiden  dazu  senkrechten  Richtungen. 

Diese  Lösung  der  Dösitcilung  des  Winkels  findet  sich  sowol  iu 
den  ersten  beiden  Artikeln  von  Panzcrbicter  wie  auch  in  der  ge- 
nannten Programmabhandluug. 


Weitere  Behandlung  im  Falle  einer  beliebigen 

Hyperbel. 

Es  war  schon  gesagt  worden  und  hat  sich  auch  in  den  behandelten 
Beispielen  bestätigt,  dass  die  Coustructiou  des  Mittelpunktes  für  die 
ursprüngliche  Hyperbel  wie  für  die  conjugirte  nach  derselben  Regel 
ausgeführt  werden  kann.  Der  Grund  hierfür  liegt  in  dem  Umstande, 
dass  die  Formeln  (31)  unabhängig  davon  sind,  von  welcher  der  beiden 
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Hyperbeln  im  gegebenen  Falle  die  Trisection  wirklich  ausgeführt 
wird.  Es  ist  allgemein 

tg£=  ~ttg(}qp) 

Daraus  ergicbt  sich  die  folgende  Construction,  welche  der  für  die 
Ellipse  gegebenen  ganz  analog  ist:  Man  ziehe  im  Scheitel  A die 
Tangente  uud  errichte  auf  der  positiven  Seite  der  X im  Abstande 
b* 

- von  0 das  Lot.  Den  Fusspuukt  findet  man  am  einfachsten,  indem 

man  C mit  B verbindet  und  in  B auf  BC  die  Senkrechte  errichtet, 
welche  die  X axe  in  dem  gesuchten  Puukte  trifft.  Sodann  trage  man 
an  0 A nach  oben  an  und  verlängere  den  Schenkel  (eventuell 
über  0 hiuaus),  bis  er  das  Lot  in  V trifft,  ziehe  VW  par.  DA  und 
verbinde  W mit  0.  Im  Falle  eiues  coucaven  Winkels  \cp  liegt  dann 
M auf  der  Verlängerung  des  Iladius vectors  über  0 hinaus,  im  Falle 
eiues  convexen  Winkels  auf  ihm  selbst.  Je  nachdem  nun  dio  eine 
oder  andere  Mittelpunktscurve  getroffen  wird,  wird  der  Winkel  durch 
die  eine  oder  andere  Hyperbel  trisecirt. 

Führt  man  dio  Construction  in  entsprechender  Weise  für  die 
yaxe  aus,  indem  man  die  conjugirte  Hyperbel  als  die  ursprüngliche 
ansieht,  so  erhält  mau  noch  einen  zweiten  Radiusvector,  auf  welchem 
der  Mittelpuukt  M liegt,  von  welchem  aus  der  Winkel  ?<p  sich 
nach  der  Faxe  hin  öffnet.  Zu  jedem  der  beiden  Punkte  gehören 
aber  noch  drei  andere  symmetrisch  zu  den  Axon  liegende,  es  lässt 
sich  also  auch  im  allgemeinen  Falle  die  Construction  auf  8 ver- 
schiedene Arten  ausführen. 

Auch  die  Construction  des  geometrischen  Orts  der  Mittelpunkte 
kann  in  ähnlicher  Weise  erfolgen  wie  bei  der  Ellipse.  Der  Brenn- 
punkt Fliegt  auf  der  A'axo  in  der  Entfernung  V cP+b*  von  0.  Je 
nach  dem  Verhältuiss  dieser  Strecke  zu  den  Axen  2a  und  2b  gestaltet 
sich  der  Anfang  der  Construction  verschieden.  Um  dieselbe  wenig- 
stens für  einen  Fall  vollständig  angeben  zu  können,  wollen  wir  die 
Annahme  machen,  dass  «*  > 3 b*  sei.  Es  ist  aus  den  Formelu  leicht 
zu  entnehmen,  wie  sich  die  Construction  für  die  andern  Fälle  ver- 
ändert Für  unsern  Fall  ist  > 4 b1 2  und  4«2  >a2-}-£2.  Die 

Construction  ist  die  folgende: 

1.  Man  construire  über  jOE  als  Hypotenuse  das  rechtwink- 
lige Dreieck  OEZ,  dessen  eine  Kathete  EZ  gleich' 6 ist, 
und  trage  von  0 aus  auf  OE  und  dessen  Verlängerung 
$0F  ab  bis  G.  Verbindet  man  danu  E mit  A,  zieht 

26  * 
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GH  par.  EA , verbindet  H mit  E und  zieht  GJ  par.  EH, 
so  ist  0 J die  erste  Ilalbaxe. 

2.  Man  construire  über  0,4  als  Hypotenuse  das  recht- 
winklige Dreieck  OKA,  dessen  eine  Kathete 

KA  — \ 0E 

ist  und  trage  von  0 aus  auf  OK  |0F  ab  bis  L.  Verbindet 
man  daun  Ajnit  B,  zieht  LN  par.  KB,  verbindet  2V  mit  K 
und  zieht  L T par.  KN,  so  ist  0 7’  die  zweite  Halbaxe. 

Während  bei  der  Ellipse  die  Construction  stets  endliche  Werte 
ergiebt,  die  der  Grösse  nach  unter  den  Halbaxen  der  gegebenen 
Ellipse  gelegen  sind,  gestaltet  sich  hier  die  Sache  gauz  anders.  Um 
uns  eine  klare  Vorstellung  zu  verschaffen,  wollen  wir  die  Aunahme 
machen,  dass  die  Halbaxe  a fest  gegeben  sei.  Wir  erschöpfen  dann 
alle  Möglichkeiten,  wenn  wir  b sämtliche  Werte  von  0 bis  cc  durch- 
laufen lassen.  Wir  beginnen  mit  dem  Falle,  dass  a2  = b2  ist.  Wie 
wir  schon  bei  der  Behandlung  des  ersten  Beispiels  sahen , fallen 
dann  beide  Oerter  mit  den  gegebenen  Curvcn  zusammen.  Wird  b 
kleiner,  so  entfernen  sich  die  Scheitel  des  ersten  Orts,  während  die 
des  zweiten  näher  an  0 heranrücken  Bei  a 2 — 3&2  sind  beide 
Zweige  des  ersten  in  unendliche  Ferne  gerückt,  der  zweite  ist  zu 
dem  Paar  gerader  Linien 


geworden.  Nimmt  b noch  weiter  ab,  so  erscheinen  die  beiden  Zweige 
des  ersten  wieder  und  rücken  an  0 heran,  der  zweite  setzt  seine 
Bewegung  gegen  den  Mittelpunkt  hin  fort. 

An  der  Grenze  b — 0 wird  die  erste  Ilalbaxe  gleich  a , die 
zweite  gleich  null.  Gehen  wir  wieder  zu  dem  Falle  «2  ==■  b 2 zu- 
rück und  lassen  jetzt  b zuuehmen,  so  rückt  umgekehrt  der  erste 
Ort  gegen  0 vor,  der  zweite  entfernt  sich. 

Für  3a2  = b 2 ist  der  erste  zu  dem  Paar  gerader  Linien 


X = 


a 

2 


geworden,  während  der  zweite  in  unendlicher  Ferne  versehwindet. 
Bei  weiterem  Wachsen  von  b erscheinen  die  Zweige  des  zweiten 
Orts  anfangs  wieder  und  nähern  sich,  der  erste  setzt  seine  Bewegung 
gegen  den  Mittelpunkt  hin  fort.  Für  b = cc  rückt  der  erste  Ort  bis 

(l 

auf  - vor,  der  zweite  aber  ist  im  Unendlichen  verschwunden,  da 

ü 
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die  entsprechende  Halbaxe  sich  dom  Werte  b genähert  hat  und  mit 
unendlichem  b selbst  unendlich  geworden  ist. 

Was  die  Grenze  angeht,  bis  zu  welcher  die  gegebene  Hyperbel 
selbst  und  von  welcher  ab  die  conjugirte  zur  Trisectiou  verwendet 
wird,  so  ist  darüber  das  Folgende  zu  sagen : Bei  a 2 = b2  verteilen 
sich  die  Winkel  gleichmässig  auf  beide  Curven,  die  Winkel  unter 
90°  werden  von  der  ersten,  die  über  90°  von  der  zweiten  trisecirt. 
Nimmt  b ab,  so  sinkt  auch  die  Grenze  und  erreicht  den  Wert  null 
für  a-  = 3 b2.  In  diesem  Falle  kann  mit  der  ersten  Hyperbel  über- 
haupt kein  Winkel  trisecirt  werden;  sämtliche  Trisectionen  werden 
von  der  conjugirten  Hyperbel  ausgeführt.  Wird  b noch  kleiner,  so 
wächst  die  Grenze  wieder  und  nähert  sich  mit  abnehmendem  b all- 
mählich dem  Werte  180°.  Ist  b-  > «2,  so  nimmt  der  Grenzwert  zu 
und  erreicht  bei  3« 2 — b"1  den  höchsten  Wert  180°.  In  diesem  Falle 
trisecirt  die  Hyperbel  selbst  alle  Winkel,  die  conjugirte  kann  zur 
Construction  überhaupt  nicht  verwendet  werden,  Bei  noch  grösseren 
Werten  von  b sinkt  die  Grenze  wieder,  d.  h.  die  conjugirte  Hyperbel 
tritt  wieder  für  einen  Teil  der  Winkel  in  Benutzung,  und  zwar  fällt 
ihr  mit  wachsendem  b ein  immer  grösserer  Teil  der  Winkel  zu,  bis 
für  b <=  co  der  Grenzwert  null  geworden  ist.  Für  ein  sehr  grosses 
b übernimmt  also  die  conjugirte  Hyperbel  fast  allein  die  Trisection, 
wie  es  für  ein  sehr  kleines  b die  erste  Hyperbel  tat. 

Die  Betrachtung  zeigt,  dass  ausser  für  die  gleichseitige  Hyperbel 
noch  für  zwei  andere  Fälle  sich  die  Winkel  auf  beide  Curven  gleich- 
massig  verteilen.  Der  eine  tritt  ein  innerhalb  des  Intervalls  oo  > 
a2  > 3 ä2,  der  andere  innerhalb  des  Intervalls  c©  > b7  > 3a2.  Mau 
rindet  die  entsprechenden  Bedingungen  aus  (33),  indem  man  die 
rechte  Seite  gleich  der  Einheit  setzt.  Es  ergiebt  sich  dann: 

a — (2  + V 3)  b 

Wie  wir  bei  der  Discussion  in  § 5.  sahen,  stellt  die  allgemeine 
Gleichung  Hyperbeln  mit  reeller  erster  Axe  dar,  wenn  der  Mittel- 
punkt sich  von  Q nach  S und  von  R über  L in’s  Unendliche  be- 
wegt. Wir  bemerkten  ferner,  dass  für  den  zweiten  Teil  des  Weges 
sämtliche  4 Kreispunkte  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  liegen. 
Es  lässt  sich  nun  leicht  geometrisch  erkennen,  dass  für  die  Hyper- 
beln von  Q.  bis  S stets  3 b2  «2  und  für  alle  Hyperbeln  von  R ab 
3 b2  < a2  sein  muss,  und  dass  die  Hyperbel  3 b2  = a 2 für  keinen 
Wert  des  Winkels  cp  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  auch  analytisch  bestätigen.  Wir 
berechnen  zu  dem  Zwecke  die  Coordinaten  des  vierten  Kreispunktes 
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I\.  Da  derselbo  gleichzeitig  auf  dem  einon  Schenkel  des  Winkels 
%(p  liegt,  und  dieser  durch  eine  Parallele  zur  X axe  halbirt  wird,  so 
siud  die  Coordiuaten 

*■{-*  **  cos  (4 <jp)  und  ül  -|-  r sin  ( 

oder  gleich 

— («2  — 3i2)  cos  (|qp)  und  — — 3a2)sin(|qp) 

Diese  Coordiuaten  lassen  die  verschiedenen  Lagen  von  P4  erkennen. 

Für  den  Fall  eines  coucaven  Winkels  ergiebt  sich  das  Folgende: 

Ist  a2  > 3/;2,  so  liegt  P4  im  zweiten  Quadranten.  Es  müssen 
daher,  soweit  die  Trisection  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  aus* 
geführt  wird,  alle  4 Kreispunkte  auf  dein  linken  Zweige  derselben 
liegen.  Für  a2  = 3&2  wird  die  erste  Coordinate  gleich  null,  P4 
rückt  in  die  Faxe  hinein  und  stellt  deu  Schnittpunkt  derselben  mit 
der  conjugirten  Hyperbel  dar,  welche  in  diesem  Falle  allein  zur 
Constrution  verwendet  wird.  Es  stimmt  dieses  mit  dem  früheren 
Resultat  völlig  überein,  dass  alle  Kreise  durch  den  Scheitel  B der 
conjugirten  Hyperbel  gehen. 

Wenn  «2  < 3b2  und  b 2 < 3«a  ist,  liegt  1\  im  ersten  Quadranten. 
Da  aber  M stets  im  dritten  Quadranten  liegt,  muss  der  Kreis  jeden 
Zweig  der  Hyperbel  in  2 Punkten  treffen. 

Für  b2  = 3«a  rückt  1\  in  die  Aaxe  hinein,  fällt  also  mit  dem 
Scheitel  4 zusammen.  Alle  Kreise  gehen  durch  A , wie  schon  früher 
gefunden  wurde. 

Ist  endlich  b2  > 3a2,  so  liegt  l\  im  vierten  Quadrauten.  Soweit 
die  Construction  mit  der  gegebenen  Hyperbel  selbst  ausgeführt  wird, 
schneidet  der  Kreis  jeden  Zwoig  in  3 Punkten,  soweit  aber  die  con* 
jugirte  Hyperbel  benutzt  wird,  liegen  alle  4 Schnittpunkte  auf  dem- 
selben Zweige. 

Für  den  Fall  eines  convexen  Winkels  liegt  P4  für  das  erste 
Intervall  im  ersten  Quadranten,  rückt  daun  durch  die  Faxe  hin* 
durch  in  den  zweiten  Quadranten  hiuein  und  von  diesem  durch  die 
negative  A’  axe  in  den  dritten.  Doch  ändert  dieses  nichts  an  der 
Tatsache,  dass  für  das  erste  und  letzte  Intervall  ein  Teil  der  Kreise 
nur  den  einen  Zweig  der  Hyperbel  schneidet. 
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§ 10. 

Die  Trisectlon  mittelst  fester  Parabeln.  Figur  4. 


Die  Gleichung  der  Parabel  sei  zunächst 

F2  = — 2P  X 

wo  p > 0 ist.  Soll  die  in  § 3 unter  (10)  dargestellte  Gleichung 
diese  Parabel  darstellen,  so  muss 


(34) 


r _ _Je_ 

cosUgp) 


sein,  womit  der  Kreisradius  sogleich  bestimmt  ist.  Da  r nur  positiv 
sein  kann,  so  muss  der  zu  trisecirendo  Winkel  coucav  sein.  Sollte 
aber  die  Aufgabe  gestellt  sein,  einen  convexen  Winkel  zu  triseciron, 
so  benutze  man  entweder  die  Parabel 


Y*  2p  X 


oder  man  führe  die  Construction  für  den  concaven  Winkel  aus, 
welcher  den  gegebenen  zu  All  ergänzt.  Dann  trisecirt  MPS  den 
zugehörigen  convexen  Winkel. 

Dio  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind  nach  (11) 


(35) 


__  r 9 — C0S2(jqp) 
^ = S COS  (fff) 


£ — ~ ^8iu(5<p) 


Derselbe  liegt  also  stets  im  dritten  Quadranteu. 


Wio  man  sich  durch  kurze  Berechnung  überzeugen  kann,  stimmt 
diese  Lösung  mit  der  von  Panzerbieter  in  der  angeführten  Pro- 
grammabhandlung gegebenen  tiberein.  Was  die  Construction  selbst 
angeht,  so  weisen  unsere  Formeln  auf  die  folgende,  von  der  dortigeu 
etwas  abweichende  Art  der  Ausführung  hin:  Die  Entfernung  des 
Brennpunktes  F von  der  Directrix  ist  gleich  p.  Man  verlängere 
diese  Strecke  über  F hinaus  um  das  Dreifache  bis  zum  Punkte  D 
und  um  das  Dreiundeinhalbfache  bis  zum  Punkte  C,  so  dass 

AB  = Ap  und  AC  = A\p 

wird,  und  errichte  in  F,  B und  C Lote  zur  Axe.  Hierauf  trage 
man  in  A an  AC  den  Winkel  |g o an,  verlängere  den  freien  Schenkel, 
bis  er  die  Senkrechten  in  D,  E und  G schneidet,  errichte  HG  X GA 
und  ziehe  durch  H eine  Parallele  zur  Faxe  und  durch  D'eine  Pa- 
rallele zur  X axe.  Dann  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Parallelen 
der  gesuchte  Kreismittelpunkt  M und  AE  der  Radius  des  Kreises. 
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Trägt  mau  daher  in  M au  MD  nach  beiden  Seiten  an  und  be- 
schreibt mit  AK  um  M einen  Kreis,  so  trifft  derselbe  die  Parabel 
in  den  Endpunkten  J\,  P2,  P,  eines  gleichseitigen  Dreiecks  und  der 
Winkel  wird  durch  Ml\  trisecirt. 

Beweis:  Ap  —AK  . cos  (4  <p),  also 


A b'  = - 

\p 

Ferner  ist 

COS  (I  <p) 

//O  — 11A—0A 

9 

r 

— £ COS  (43<p) 

~ 8 

COS(fy) 

r 0 — co8‘(?gp) 
8 cos  (;J<p) 


und 


FD  = AD  . sin  (.,»  = ^ sin  (2?) 


1 


Man  hat  also  im  gegebenen  Falle  nur  die  Hälfte  des  trisecireu- 
den  Winkels  auzutragen,  ein  Eot  zu  errichten  und  zwei  Parallelen 
zu  ziehen. 

Die  Construction  ist  so  elementar,  dass  wir  des  geometrischen 
Ortes  der  Kreismittelpunkte  für  diesen  Fall  gar  nicht  bedürfen. 
Dennoch  wollen  wir  die  Gleichung  desselben  ableiteu. 

Aus  (34)  ergiebt  sich 

/ An 

cos  (4»  = - 

Wir  setzen  diesen  Wert  in  die  Ausdrücke  für  ^ und  C.2  ein,  die 
sich  aus  (35)  ergeben.  Dann  kommt 

32  p . ^ - 16^*— 9r2  und 
16  C.®  =*=  r2  — 16p2 

woraus  durch  Elimination  von  r2: 

(36)  C2  = -wW  + Ap) 

Der  geometrische  Ort  ist  also  eine  Parabel,  die  sich  vom  Punkte 
C als  Scheitelpunkt  aus  nach  der  negativen  Seite  der  Afaxe  er- 
streckt. Per  Parameter  ist  gleich  dem  neunten  Teile  des  Para- 
meters der  gegebenen  Parabel. 

Will  man  den  geometrischen  Ort  zur  Construction  verwenden,  so 
gestaltet  sich  diese  insofern  einfacher,  als  man  nur  in  A den  Winkel 
4<p  anzutragen  und  durch  D eine  Parallele  zur  A'axe  zu  ziehen 
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braucht,  welche  die  Farabol  der  Mittelpunkte  in  M trifft.  Durch 
Anträgen  des  Wiukcls  l<p  an  MD  ergiebt  sich  dann  der  Radius  r 
von  selbst. 

Wir  verwiese«  oben  für  den  Fall  eines  convexen  Winkels  auf 
die  Farabel 

y*  = 2p  X 

Setzen  wir  diese  in  Verbindung  mit  (10),  so  ergiebt  sich: 


— 4p 
r “ cos(tqp) 


woraus  ersichtlich,  dass  diese  Curve  in  der  Tat  und  zwar  nur  zur 
Triscction  eines  convexen  Winkels  verwendet  werden  kann.  Der 
Mittelpunkt  liegt  hierfür  im  vierten  Quadranten.  Die  Coustruetion 
gestaltet  sich  genau  wie  im  vorigen  Falle. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  gegebene  Parabel  habe  die  Gleichung 

X'1  «=  — 2p  Y 

Dann  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  (13) 


(37) 


4P 

sin  (|q o) 


und  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  kommt: 


(38) 


— icos  (to)»  & 


r 9 — sin2(;}<p) 
8 sinQqpj 


In  diesem  Falle  kann  die  Construction,  da  r den  halben  siuus 
des  halben  Winkels  enthält , für  alle  Winkel  angewendet  werden. 
Für  concave  Winkel  liegt  M im  dritten,  für  convexo  im  vierten  Qua- 
dranten. 


Für  die  Construction  ergiebt  sieh  das  Folgende: 

Man  construire  wie  im  vorigen  Falle 

AB  — 4/?,  AC  = 4 

errichte  wieder  in  F,  B und  C Lote,  trage  aber  dieses  Mal  das 
Complement.  von  \(p  in  A an  AC  nach  der  Seite  der  negativen  X 
zu  an  und  verlängere  bis  */,  K und  Z»,  construire  XL  X und  ziehe 
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Glaser'.  Ueber  die  Trisection  des  Winkels. 


durch  N und  J Parallelen  zu  den  Axen,  die  sich  in  M ' schneiden. 
Der  Radius  ist  dann  gleich  AK. 

Die  Behandlung  beider  Fälle  lässt  erkennen,  dass  auch  mit 
Hülfe  jeder  Parabel  der  Winkel  auf  2 Arten  trisecirt  werden  kann. 
Da  aber  zu  jedem  der  beiden  Kreismittelpunkte  der  Symmetrie 
wegen  noch  ein  zweiter  gehört,  so  giebt  es  im  Ganzen  sogar  4 Mög- 
lichkeiten. Ist  der  Winkel  concav,  so  öffnet  er  sich  für  2 symme- 
trisch gelogene  Mittelpunkte  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  vom 
Brennpunkt  zum  Scheitel  hin,  für  die  beiden  andern  ebenfalls  sym- 
metrisch gelegenen  nach  den  beiden  zur  Hauptaxe  senkrechten  Rich- 
tungen. Ist  der  Winkel  convex,  so  öffnen  sich  2 Winkel  in  der 
Richtung  der  Hauptaxe  vom  Scheitel  zum  Brennpunkt  zurück,  die 
beiden  andern  wieder  nach  den  beiden  hierzu  senkrechten  Rich- 
tungen. 

Berlin,  den  1.  December  1892. 
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XXV. 

Analytische  Entwicklung  von  Gleichungen 
über  drei  in  demselben  Punkte  sich  schneidende 
Transversalen  eines  Dreieckes. 


Von 

Professor  Josef  Kiechl. 


Einleitung. 

Wird  die'Richtung  von  A gegen  B (Fig.  1)  als  die  positive  ge- 
wählt, und  hatyiie  Strecke  AB  dio  Länge  von  -J -e  Einheiten,  so 
ist  die  Strecke  BA  mit  Rücksicht  auf  den  Gegensatz  der  Rietuug 
von  der  Länge  — e,  also 

BA  — — AB 

Jede  Strecke  auf  der  durch  die  Punkte  A und  B gehenden  Ge- 
raden ist  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten,  je  nachdem  dio 
Richtung  von  dem  ersten  zum  zweiten  Eudpunkte  der  Richtung  AB 
gleich  oder  entgegengesetzt  ist. 

Bei  zwei  oder  mehreren  verschiedenen  Geraden  ist  die  positive 
Richtung  der  einen  von  jener  der  andern  im  allgemeinen  unabhängig, 
sind  aber  die  Linien  parallel,  so  wird  vorausgesetzt,  dass  ihre  posi- 
tiven Richtungen  überoinstimmen;  zwei  parallele  Strecken  MN  und 
RS  haben  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nachdem  dio 
Richtung  von  M nach  N mit  der  Richtung  von  R nach  S überein- 
stimmt oder  nicht. 

Unter  dem  Teilverhältnisse  in  Bezug  auf  eine  Strecke  AB , nach 
welchem  diese  in  irgend  einem  dritten  Punkte  geschnitten  wird,  — 
sei  es,  dass  derselbe  in  ihr  oder  in  ihrer  Verlängerung  liegt  — , 
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verstehe  man  das  Vcrhftltniss  zwischen  dem  Abschuitto,  welcher  sich 
von  dem  im  Ausdrucke  der  Linie  zuerst  gesetzteu  Punkte  A bis  zum 
Schneidepunkte  erstreckt,  und  dem  Abschnitte  vom  Schneidepuuktc 
bis  zum  andern  Grcnzpuukte  B. 

Die  absolute  Länge  des  ersten  Abschnittes  sei  x,  die  des  zweiten 
y ( x uud  y veränderlich),’;  so  hat  (Fig.  1) 


und  es  ist 


AC 

CB 


AC  die  Länge 

-f  X 

CB  „ 

AC  „ 

11 

CB  „ 

i» 

— y 

AC"  „ 

11 

X 

C'B  „ 

11 

+y 

— x A C‘ 

-f-x 

A 

-?  CB~~ 

— y 

' c 

- ■ x 

-\-y 


Das  Teilverhältuiss  des  Schnittpunktes  in  Bezug  auf  die  Strecke 
AB  ist  demnach  posittv,  wenn  der  Uebergaug  von  dem  Endpunkte 
A zum  Teilpuukte  und  von  diesem  zum  andern  Endpunkte  B in 
gleichem  Sinne,  negativ,  wenn  der  Uebergaug  von  dem  einem  End- 
punkte der  Strecke  zum  Teilpunktc  in  dem  entgegengesetzten  Sinne 
\ou  dem  ertolgt,  in  welchem  man  von  diesem  letztem  zum  andern 
Eudpunkte  der  Strecke  gelangt. 

Es  ist  somit  das  Teilverhältuiss  positiv  für  die  innere,  negativ 
für  die  äussere  Teilung. 


In  der  Geraden,  die  durch  A und  B geht,  ist  joder  Puukt  durch 

das  Verhältnis  r - oder  + — bestimmt,  in  welchem  die  Strecke 

y y % 

AB  von  ihm  geteilt  wird 


Für  den  Ilalbirungspuukt  C"  ist  das  Teil  Verhältnis 


A C" 

C'"  B 1 


Liegt  der  Tcilpuukt  im  Unendlichen,  so  vird  das  Teil  Verhältnis 

A oc  AB  B oc 

<cB  = ccB+  ccB  * 

Es  ist  ferner 
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AC 

X 

~ *+y 

AC 

positiv 

AC+CD 

“ AB 

CB 

y 

CB 

AC+CB 

~ *-\-y 

~ AB 

11 

AC' 

X 

AC' 

AC'  + C'ß 

° x — y 

“ AB 

>7 

C'B 

— ?/ 

CB 

uegativ 

AC'  + C'B 

x—y 

~~  AB 

AC" 

— X 

_ AC" 

AC"+  CB 

" -z-\-y 

~ AB 

17 

C'B 

y 

C'B 

positiv 

AC-\-  C'B 

1 

1 

~~  AB 

X > y 


* < y 


Es  stellen  also  die  Ausdrücke 


x 


±y 


±.x-\-y  x+y'  x ±_y  :ha;-{ -y 


die  Verhältnisse  dar  von  den  Abschnitten  zur  Strecke  AB,  sie  sind 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Abschnitte,  genommen  vom 
ersten  Endpunkte  bis  zum  Teilpunkte,  beziehungsweise  von  diesem 
zum  zweiten  Endpunkte,  mit  der  Richtung  AB  übereinstimmen  oder 
nicht. 


Sind  x,  y die  Cartesischcu  Coordinaten  des  Puuktes  A/(Fig.  2), 
welcher  die  Strecke  M'M"  mit  den  Endpunktscoordinaten  r,y,i  x'y" 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  m : n teilt,  so  ist 


oder 

also 

ferner  ist 
oder 

also 


in  : n = M'M:  MM"  = P*P:  PP" 

in  : 7t  = (x'  — x)  : (x  — x”) 
vix  — mx"  — nx — nx 

in  x - \-nx 
X m -f-  n 

m : n = M'M  : MM"  — M'Q' : Q" M" 

m :n  = (y‘  — y)  : (y  - y") 
my  — my"  = ny‘  — ny 

ft  I s 

my 

^ in  -f-  7t 


Für  den  äusseren  Teilpunkt  ergibt  sich 
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m x"  — nx'  my" — ny‘ 

X m — n 1 ^ m — » 

Hiernach  können  die  Fälle  der  innern  und  äussern  Teilung 
wieder  von  einander  unterschieden  worden  dadurch,  dass  die  Teilung 

einer  Strecke  im  Verhältnisse  4--  die  innere,  im  Verhältnisse  — — 

n * « 

die  äussere  Teilung  im  quantitativen  Verhältnisse  m : n bezeichnen 
soll;  die  Formeln  für  die  Coordinaten  des  äussern  Teilpunktes  werden 
aus  denen  des  innern  erhalten  durch  die  Veränderung  des  Vor- 
zeichens eines  Gliedes. 


Die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  eine  Strecke  mit  den 
Endpuuktseoordinaten  x'y\  x'y"  im  quantitativen  Verhältnisse  m : n 
teilt,  sind  demnach  durch 

n \ t tr  i / 

mx  my  ~r  ny 

x = 7 , y — ; 

in  4-  n in  ~rn 


darstellbar,  das  positive  Zeichen  gilt  für  die  innere,  das  negative 
für  die  äussere  Teilung. 

Handelt  es  sich  um  die  Aufgabe,  das  Verhältniss  m : « zu  be- 
stimmen, in  welchem  eine  Gerade 

Ax  + By-\-C  «=  0 

die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  x'y , x"y”  teilt,  so  gelangt 
man  zur  Lösung  durch  die  Bedingung,  dass  die  Coordinaten  des 
Teilungspunktes 

_ mx"-^  11  yf  in  y"  -\-ny’ 

X OT-J-»  ’ ^ 7»-{“n 


der  Gleichung  der  teilenden  Linie  genügen  müssen,  also 


A 


woraus  folgt 


mx"+,>x'  + B + c = 0 


m n 


m-\-n 


m Ax'  -f-  By‘  -|-  C 

ii  Ax " -j-  By"  C 


Um  das  Verhältniss  zu  bestimmen,  nach  dem  die  Strecke  mitden 
Endpuuktseoordinaten  x'y‘,  x'y"  geteilt  wird  durch  die  '^Gerade, 
welche  die  Punkto  x,nym,  xlY ylY  enthält,  bildet  man  die  Gleichung 
dieser  Geraden 
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{y”’-y™)x-V-xV)y+x"y™-x™y>"  - 0 
und  man  erhält 

m (yw-yIV)*'  -i&W  +*? yV 
n~-  {f-yn)Z'’.-(9r-Xn)y"+StrylV-xlVy”  ») 


A.  Der  den  Transversalen  gemeinsame  Paukt  liegt  im  £ndüehen. 

Die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  ABC  (Fig.  3)  werden  von  drei 
Transversalen,  die  sich  in  einem  Paukte  O treffen , durchschnitten. 
Der  gemeinsame  Punkt  sei  gewählt  als  Anfangspunkt  eines  Parallel- 
Coordinatensystems  mit  beliebigem  Achsenwinkel,  «,«,&,  0,  c,  y 
seien  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Dreieckspunkte,  nämlich 

A = («,  «),  B = (ä,  ß),  C — (e,  y) ; 

es  sei  ferner 

AD p AI  p'  AM  p 

DB~  ~ fl’  Tb  ~ q'1  MB  *"  ^ fl" 

BE r BG  r*  BL  r" 

EC  — — * ’ GC  LC  ““  ~ s" 

CF  t CH  ^ CK  r 

FA  5=1  — «’  //Ä  “ — n"  A'A  “ — n" 

wobei  fl,  j/,  fl',  />",  fl"  u.  8.  w.  die  absoluten  veränderlichen  Längen 
der  Seiten* Abschnitte  bedeuten,  und  die  Teilverhältnisse  positiv  zu 
nehmen  sind  für  die  innere,  negativ  für  die  äussere  Teilung,  und 
es  gelte  für  die  Seite  AB  die  Richtung  von  A nach  B , für  BC  von 
B nach  C und  für  CA  von  C nach  A als  positive  Richtung,  so  ist 


(pb±qa 

\ p±a  ’ 

pß±qa\ 

P±«/’ 

/pb  + qa 

’ V r'±q'  ' 

p'ß  i q,(*\ 
*>'+«'  ) 

(p"b±q"a 

p"ß±q"«\ 

M 

" V ’ 

p"±< r ) 

frc  + sb 

ry±«ß\  / r’c±s'b 

r'y±*'ß\ 

V r±s  ’ 

r±s  r 

\ r,±8 ' ’ 

r'±*'  / 

r 

/r"c±8"b 

r"T±<'ß\ 

MJ 

- 1,  r"±s"  ’ 

r"±*"  ) 

1)  Salmon-Fiedler,  anal.  Geom.  d.  KcgeUclin.  § 42,  43. 
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F 


ta  ± uc 
t -f-  u 1 


tu  ± uy\ 

T±~n  )’ 


11  = 


Är 


t"a  ±u"c 
t"±u”  ’ 


/ tra  4-  u' c t ot  4~  u'y\ 

\t'±y  ’ ”7±y  ) 

t"a±u"y\ 


Mit  Benutzung  der  in  der  Einleitung  zuletzt  erhaltenen  Formel 
gelangt  man  zu  den  folgenden  Ausdrücken  für  die  Verhältnisse  der 
Abschnitte,  in  welche  die  verschiedenen  Strecken  der  Transversalen 
durch  die  Dreieckssei  ton  geteilt  werden.  Durch  die  vier  innerhalb 
der  Klammern  befindlichen  Buchstaben  ist  die  Aufeinanderfolge  der 
Punkte  entsprechend  den  Punkten  (x\  y1),  (x\  y"),  ( xm . ym) , (xlv 
ylw)  der  Formel  augezeigt. 


(O,  E,  A,  B) 
OD 
DE  *** 


aß  — ha 


, „ re  4“  sb  v 7’y  -f-  sß 

(a~ß)  ~ ±,  '-(«-*)  -^  + f+aß  — ba 


aß  — ha 


r 


r -f-  ti 


( ca — cß — ay  -\-by~\-aß  — btt) 


aß — ba 
r. 

S 


4~ 


(O,  D,  11 , C)  S = ca  — cß  — uy-\-by-\-  aß  — bet 
OE  by  — cß 

ED  = “ ’ 


(ß- - <*— >*§4?+»/-*» 

VI £ 2 V X <Z 


by  — cß 


±1 

P±<1 

(O,  Z>,  C,  A) 

OF  _ 

fd  = ” 


(«/J  - ay — —f—  <?«  — f-  - cß) 


by  — cß 

4-  a 


cct  — ay  v 

(y—ot)  — -r- (c  - a)  — -r {-  ca  — ay 

4“(Z  v PX2 


ca  — ay 


V 

(Ö, 


(6y  — 6a  — cy4-a/3-4-ca~ay) 


ca  — ay 

Pr  X 
P±<1 


OD 

DF 


aß  — ba 


, Aa±t4c  <a±74y 

(a — ß ) ■ — , (a  — 6)  ~ , - 4-a/3  — ba 

K t±:u  v ’ <4:t4  1 r 


aß  — 6a 


±74 
t ■+*  74 


(ca  --  cß  — ay  ± aß  ± aß  — ba) 


aß  — ba 

4~  ttr 


t± 


u 


S 
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(Ö,  F,  /J,  C) 

OE 
EF 


Ay  — cß 


„ ta  + uc  , tct  + uy  , 

(ß  -r)  r+ 


by  — cß __Ay— c# 


7-4.-  (°ß  — aY  — hct + ■ ctt+ hY  ~ cß ) jq^ 


S 


(O,  £,  C,  il) 

OF 
FE 


c«  — ay 


rc-j-^  , N »7  ± sß 

(y-«J -7+7  -(«-«)  T±r+ce-‘,>’ 


ea  — ay 


+ « 


— i — (^y  — btt  — cß  -f-  aß  -f*  ca  — ay)  — — 

r + s ' * r i 


ca  — ay 

-f-  f> 

— S 


In  derselben  Weise  wird  gefuudcu 


Ol 

IG  — " 

aß  — !>a 

V ’ 

-,r-t  S 
r Hh# 

OG 

Gl  ~ ' 

Ol 

IH  “ " 

aß  — ha 

~ _±«:  v’ 
i ~t~ a. 

OG 

GIl 

OM 
MK  ™ 

aß  — ha 

. 4?  s 

C±u" 

OL 

LK  — 

II 

0 ^ 

aß  — ha 

“ “?r"  V 

Jf  O 

OL 

LM  “ 

Ay  — c/S 

OH 

ca  — ay 

.±«V 

1IG  ~~  ' 

±*  s 

7>'±7' 

Äy  — cß 

OH 

ca  — ay 

t' 

III 

9 

V 

.r  r— 1 & 
£ -r?t 

~yrrj  S 

V ±<J 

Ay  — cß 

OK 

ca  — ay 

t" 

KL  " 

Jf 

-rs 

t 

ff  1 jf  & 

r -\-8 

Ay  — cß 

OK 

ca  — ay 

it  1 

±7  ~ 

'h  1 if« 

?>  ±7 

KM  — 

n 

JL,_  s 

irr  n ° 

7»  ±7 

Hieraus  ergibt  sich  weiter 


OE 

DE 

OE 

EO 

r 

P±'l 

Ay  - 

-c3 

ED  ‘ 

OD  " 

‘ <>/>  ~ 

' OD  r±s  * 

±7 

«/*  - 

- Aa 

OD 

FD 

OD 

DO 

V 

^ ihw 

1 

•** 

w 

— Aa 

Z>F  * 

OF 

OF ‘ 

~ OF~ 

= 7>  ±7  ’ 

Jb  M 

ca  - 

-ay 

OF 

EF 

OF 

FO 

t 

r Hh  * 

ca  - 

- «y 

FE  * 

OE  “ 

OE  OE  i±u * 

Ay- 

und  durch  Multiplication  dieser  drei  Gleichungen 

AtcH.  il.  Math.  n.  Pb  ja.  2.  Reihe.  T.  XII. 
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— 1 = 

. +*. 

t 

~ 9 

8 

u 

OH 

G11 

OH 

HO 

e 

r*  -f-  sf 

ca  — ay 

HG  ' 

OG  ~ 

OG 

“ OG  ' 

- p + t/  * 

±8  * 

by  — cß 

OG 

IG 

OG 

GO 

r' 

P'  ± <l‘ 

by  - cß 

GH' 

Ol  ~ 

01  ' 

~ Ol 

~ r ±s'  ' 

±9'  ‘ 

aß  — bet 

01 

HI 

Ol 

IO 

t 

V 

t'  ± u 

aß  — bet 

HI' 

OH  = 

OH  OH 

~ V ±9*  ’ 

±u‘  ' 

ca  — ay 

_x  = 

v' 

T • 

+ ~ 4- 

r • 

V 

9 

~ <1 

8 

u 

OK 

LK 

OK 

KO 

t" 

r” 

ca  — ay 

KL  ’ 

OL  ra 

“ OL  OL  ~ 

3 *"±«"  ' 

* 

by  — cß 

OM 

KM 

OM 

MO 

99 

V 

J9  f ft 

t TU 

aß  — bet 

MK  ' 

0 K ~ 

~ OK 

~~  OK 

* 1 ft  J_  ff 

V ±9 

• ^ 
T U 

ca  - ay 

OL 

ML 

OL 

LO 

r" 

p"±q"  Ly  — cß 

LM ' 

OM  = 

' OM 

~~  OM 

— ff  i n 
V + 8 

• I 99 

±9 

aß  — bet 

fr 

99 

r 

. 

. v 

. r 

ff  • 

*1 

*9  • 

8 

~ u' 

Auf  der  Seite 

AB  ist 

A der  erste  B der  zweite  Punkt 

DC\, 

B 

» c 

11 

n 

CA  „ 

C 

» A 

11 

Ein  Abschnitt  zwischen  dem  ersten  und  dem  Schnittpunkte  wird  in 
der  Folge  stets  genommen  vom  ersten  aus,  z.  13.  AD,  DD,  CD,  ein 
Abschnitt  zwischen  dem  zweiten  und  dem  Schnittpunkte  von  diesem 
aus  z.  B DB,  LC , 1IA. 

Der  Abschnitt  der  Transversale,  dessen  beide  Endpunkte  auf 
Seiten  des  Dreieckes  AUC  liegen,  heisse  ein  „Seitensegment44,  der- 
jenige, welcher  zwischen  einer  Seite  und  dem  gemeinsamen  Punkte 
O liegt,  mit  Bezug  auf  diesen  „Punktsegment“  der  Trausversale. 

Die  Abschnitte  der  Seiten  und  die  Puuktabschnitte  der  Trans- 
versalen sind  als  anliegend,  wenn  sie  einen  Endpunkt  gemein  haben, 
im  andern  Falle  als  nicht  anliegend  bezeichnet.  Pie  neben  dem 
Dreiecke  ABC  im  Gebilde  vorhandenen  Dreiecke  heissen  „Neben- 
dreiecke“. Seiten,  die  nicht  näher  bezeichnet  werden,  siud  als  Seiten 
des  Dreieckes  der  Betrachtung  ABC  anzusehen. 
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Es  ist 


daher 


OE 

FD 

by- 

-cß 

ED  * 

OF 

~ <1 

ca- 

-ay 

OH 
HG  ' 

IG 

01 

- ± -r 

H 

cot— 

' aß- 

-ay 

-btt 

OM 

LK 

aß 

—ha 

MK  * 

OL 

u" 

* by 

-cß 

f 

OE 

DF  ^ 

OH 

Gl 

OM 

KL 

n" 

ED 

* FO  X 

HG  ' 

IO  X 

MK  * 

LO 

oder  nach  Einführung  der  Abschnitte  der  Seiten  und  entsprechen- 
der Umformung 


AD 

BG 

CK 

I)F 

Gl 

KL 

. v 

1 

DB 

’ GC  ’ 

KA 

FO  * 

10  * 

LO  A 

DE 

G1I 

KM 

Ebenso  ist 

EO  ‘ 

HO  ’ 

MO 

AI) 

BL 

CH 

DF 

LM 

HG 

' GO  X DE 

1 

I)B 

* LC  * 

HA 

FO  ’ 

MO 

LK 

HI 

EO 

• KÖ 

IO 

AI 

BL 

CF 

III 

LM 

FE 
EO  X 

1 

1B  * 

LO  ’ 

FA 

3 HO  ' 

MO  * 

IG 

LK 

FD 

GO  * 

KÖ  ' 

DO 

AI 

BE 

CK 

III 

E1) 

KL 
LO  X 

1 

IB  ' 

KO  * 

KA  ‘ 

' HO  ' 

DO  * 

IG 

EF 

km 

GO  * 

FO  * 

MO 

AM 

BG 

CF 

MK 

Gl 

FE 

En* 

1 

MB 

* GC  ’ 

FA 

' KO 

' IO  ' 

ML 

GH 

FD 

L O ’ 

HO  ' 

DO 

AM 

BE 

CH 

MK 

ED 

HG 

' GO  X M~L 

1 

MB 

* EC  * 

HA 

~KO 

' DO 

Eh 

HI 

LO 

* ID 

' 10 

Das  Product  der  Teilverhältnisse  der  Schnittpunkte  je  einer 
Transversale  in  Bezug  auf  je  eine  Seito  ist  gleich  dem  Producte 
multiplicirt  mit  dem  reciproken  Producte  aus  den  Verhältnissen  der 
Seiten-  und  derjenigen  zugehörigen  Punktsegmentc  der  drei  Trans- 
versalen, welche  den  entsprechenden  Abschnitten  der  Seiten  nicht 
anliegen;  die  vom  Schnittpunkte  aus  genommenen  Seitensegmento 

27* 
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iu  dem  einen  Producte  sind  mit  den  Vordergliedern,  die  im  reciproken 
mit  den  Hintergliedern  der  Verhältnisse  des  ersten  Productes  Seiten 
desselben  Nebendreieckes. 


Specielle  Fälle. 


1.  Sind  D,  G,  K beziehungsweise  die  Halbirungspunkte  der 
Seiten  AB,  BC,  CA  (Fig.  4)  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung 

DE  GH  KM  DF  Gl  KL 

EO  ' IIÖ  ’ MO  = FO'  IO  * LO 


2.  Gehen  DO , GO , KO  durch  die  Ecken  C,  A , B (Fig.  5),  so 
vereinfacht  sich  die  erste  Gleichung 


da 


zu 


DF 

DE 

DC 

FO  “ 

EO 

c ==  

CO 

Gl 

GII 

GA 

— =s 
10 

HO  AO 

KL  _ 

KM 

KB 

LO  ~ 

MO 

“ BÖ 

AD 

BG 

CK 

DB  ' 

GC * 

KA  1=2 

+ 1 


(Ceva’s  Theorem) 


3.  Sind  die  Transversalen  parallel  zu  den  drei  Seiten  des  Drei- 
eckes ABC  nämlich 

DO  11  BC,  GO  fl  CA,  KO  | AB  (Fig.  G) 

so  ist 

DE  GH  KM 

EO  “ HO  = MO  1 

da  die  Durchschnittspunkte  E,  H,  M im  Unendlichen  liegen,  daher 
folgt  aus  der  ersten  Gleichung 

AD  BG  CK  _ __DF  Gl  KL 
DB  * GC  KA  FO*  IO*  LO 

oder,  da 

DB  — — LO,  GC  — - FO,  KA  = — 10 

AD  BG  CK 

KL  * DF*  Gl  ‘ 1 

Aus  der  dritten  Gleichung  ergibt  sich 
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in  lc 

KL  ' DF  ' 


und  aus  der  sechsten 


FA 

Gl 


-f- 1 


FO  10  LO 
ÖD  ' OG  ' OK 


+ 1 *) 


Es  ist 

EO  HO  MO  r t * p " p r~%  r'  i a' 

01)  ' OG'  OK  “ r±s  ‘ t'  in'  * p"±q”  X ~±q  * + «' 

t^±u" 

* 

oder  nach  Einführung  der  Seiten  und  ihrer  Abschnitte 


EO 

HO 

MO 

BE 

CH 

AM 

1 

OD  ' 

OG  ' 

OK 

3 BC  ' 

CA  * 

AB  * DB 

GC 

KA 

AB  ' 

BC  * 

CA 

BE 

CH 

AM 

DB  * 

GC  * 

KA 

Ebenso  ist 

EO 

IO 

KO 

BE 

AI 

CK 

1 

OD  * 

Oll' 

OL 

— BC  ' 

AB  ’ 

CA  ^ DB 

HA 

LC 

AB  * 

CA  ' 

BC 

BE 

AI 

CK 

’ DB  * 

HA 

' LC 

FO 

10 

LO 

IA 

111 

LC 

Y 

1 

OD  * 

OG  ' 

OK  CA  ' 

AB  ' 

BC  ^ AD 

BG 

CK 

AB  ' 

BC  ' 

CA 

FA 

IB 

LC 

TT 

~~  AD  ' 

BG  ' 

CK 

ii. 

FO 

GO 

MO 

FA 

GC 

MB 

KS  . . 

1 

OD  ‘ 

OH  ' 

OL 

CA  ' 

BC  ' 

AB  ^ AD 

CH 

bl 

BC  ' 

CA  ' 

BC 

LA 

GC 

MB 

AD  ' 

6 7/  * 

BL 

FO 

GO 

MO 

CF 

BG 

AM 

V' 

1 

OE' 

Ol  ' 

OK 

~ CA  ' 

BC' 

AB  ^ EC 

IB 

KA 

BC  * 

AB  ' 

CA 

CF 

bg 

AM 

EC' 

IB  ' 

KA 

1)  Adams,  die  Lehre  von  den  Transversalen  V.  1, 
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FO  JO  TA)  CF  AI  BL  1 

OE  ' ÖH  * OM  ~ CA  ' AB  ' BC  ^ EC  HA  MB 

BÖ  ' CA  * A B 

CF  AI  BL 
~ EC  ' HÄ  * MB 

,.Üas  Product  der  Tcilverliältnisse  des  gemoinsimen  Punktes  o 
in  Bezug  auf  die  Seitensegmentc  der  drei  Transversalen  zwischen  je 
einem  Seitenpaare  ist  gleich  dem  Producte  aus  den  Verhältnissen 
derjenigen  Abschnitto  der  Seiten,  welche  mit  den  Seitensegmenten 
ein  Nebendreieck  bilden  und  den  entsprechenden  Segmenten  der 
Tcilverliältnisse  anliegen;  von  den  letztem  sind  je  zwei  Vorder-  so- 
wie je  zwei  Hintergliedor  nicht  Seiten  desselben  Nebendreieckes“. 

Zur  Prüfung  der  Uebcreiustimmung  im  Zeichen  der  beiden  Pro- 
ducte können  die  Abschnitte  des  zweiten  so  geordnet  werden , dass 
die  Abschnitte  derselben  Seite  je  ein  Verhältnis  bilden. 


S p o c i e 1 1 e Fälle. 

1.  Sind  I).  G,  K die  Mitten  von  AB,  BC,  CA  (Fig.  1),  so  geht 
aus  der  ersten  Gleichung 

DB  _ (IC  _ KA  _ 1 
‘ a AB  ~~  BC  ““  CA  ” 2 

hervor 

EO  HO  MO  BE  CII  AM 

Öl)  - OG  ’ OK  “ 8 B C ' CÄ  ’ A B 

und  aus  der  dritten  Gleichung 

FO  JO  JA)  FA  JB  JA' 

Ol)'  OG  ' OK  “ 8 CA  ' AB  * BC 

2.  Gehen  die  Transversalen  DO,  Go,  KO  durch  die  Ecken  C, 
A,.B  (Fig.  5),  so  wird  in  der  erston  Gleichung 

BE  _ CII AM 

BC  ~ CA  ~ A B “ 1 

EO  = CO,  HO  = AO,  MO  = BO 

daher  ist 

CO  AO  BO  _AB  BC  CA 
OJ)  ‘ OG  ' OK  — DB  ' GC  ' KA 

die  dritte  Gleichuug  nimmt  die  Form  an 
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CO  AO  HO  AB  HC  CA 

ÖD  * OG  * OK  = AD  ’ BG  ’ CK  ^ 

Für  die  Mittel  transversalen  folgt 

CO  AO  BO 

OL)  * OG  ' OK  " +8 


3.  Sind  die  Transversalen  parallel  zu  den  drei  Seiten  (Fig.  6), 
so  wird  in  der  dritten  Gleichung 


FA  AD  IB  HG  LC  CK 

CA  = AH  AB  BC%  BC  CA 


und  es  ergibt  sich  die  bereits  gefundene  Gleichung 

FO  10  LO 

OD ' OG'  OK  1 2 


Es  ist 


r , / , « 

- • ± - X ± 7- . 

# u 2 


ft 


dz  , X dz  . dz  -7? 

U (J  S 


. + 


II 


n 


U 


oder  nach  Einführung  der  Abschnitte  uud  Vertauschung  der  Factorcn 

AD  AI  AM  BG  BL  BE  CK  CF  CH 

DB'  IH * MB  X G C * ZG’*  EC  X A'A  * >\4  * //A  ~ — 1 ) 111 

„Das  Product  der  Teilverhältnisse  sämtlicher  Schnittpunkto  der 
drei  Transversalen  in  Bezug  auf  die  Seiten  ist  gleich  —1“. 


S p e c i e 1 1 e Fälle. 

1.  Siud  die  Seiten  in  Z>,  G,  K halbirt  (Fig.  4),  so  vereinfacht 
sich  die  Gleichung 

AI  AM  BL  BE  CF  CH 

ZU  IB  ' MB  ^ LC  * EC  X FA  ' HA  ~ 1 


1)  Grunerts  Archiv  TI.  XXVII  p.  345,  Adams,  Transv.  X. 

2)  Die  Gleichung  gilt  auch  bei  beliebiger  gegenseitigen  Laga  der  drei 
Transversalen,  Carnot,  Geom.  der  Stellung  TI.  II  p.  232. 
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2.  Gelicu  DO,  GO,  KO  beziehungsweise  durch  die  Ecken  C, 
A,  B (Fig.  5),  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  zunächst  in 


AD  BG  CK  0 0 0 
Wb  * GC  ' KA  X U * 0 * 0 


nach  der  sechsten  Gleichung  der  Gruppe  II 

AI  BL  CF  FO  IO  LO 
1St  MB  ' EC  * II A “ OE  * OH  ’ OM 


welche  Gleichung  beim  Uebergange  auf  die  in  der  Figur  5 gegebeucu 
Grcuzlage  die  Form  annimmt 


daher  folgt 


0 0 0 CO  AO  BO 
Ö * Ö ' Ü ^ OC  * OA  ’ OB 


AD  BG  CK 
DB  * GC  * KA  ~ ‘ 1 


(Ceva’s  Theorem) 


3.  Ist  DO  ||  BC,  GO  ||  CA,  KO  ||  AB  (Fig.  6),  so  ist 

AM  BE  _ CH 
MB  ~ EC  ~ IIA  “ “ 1 

daher 

Al)  AI  BG  BL  CK  CF 

I)B  • 111  X GC  * LC  X KA  FA^  ^ 


Es  ist 


OD 

r 

aß- 

- bet 

DE  ' 

r + 

8 

S 

OG 

t ' 

by  — 

cß 

GH  ’ 

t’±u 

t ==3 

iS 

OK 

ft 

V 

ca  — 

ay 

KM’ 

V +7 

ff  

iS 

folglich 

OD 

r 

OG 

V 

OK 

p” 

DE  ' 

r H~  u 

GH 

• t’± 

u‘  KM  ’ 

— 1 i 

V ±<1 

oder 

OD 

BE 

OG 

CH 

OK 

AM 

DE  * 

BC^~ 

GH' 

CA 

+ KM 

Tb  “ “ 1 

Auf  dieselbo  Weise  wird  gefunden 


1)  Adams,  Transv.  V.  2. 
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OE 

DB 

+ 

Oll 

GC 

OM 

KA 

ED  ' 

AB 

HG 

' BC  ' 

MK 

' CA  ” ' 

OF 

AD 

+ 

Ol 

BG  . 

OL 

CK 

FD  ' 

• AB 

IG  ' 

bc~t~ 

LK' 

* — 3 — 

CA 

OD 

FA 

i 

OG 

IB  JE 

OK 

AM 

DF' 

CA 

r 

Gl  * 

AB  ^ 

KM' 

AB  — ‘ 

OE 

CF 

+ 

OH 

GC 

OM 

BL 

EF ' 

CA 

IIG 

' BC  ' 

ML 

‘ BC 

OF 

EC 

+ 

Ol 

HA 

OL 

CK 

FE  ' 

BC 

III  ’ 

CB  + 

LK  ' 

CA  - 

u.  s.  f. 

Ini  Ganzen  können  48  Gleichungen  dieser  Art  gebildet  werden. 

• 

„Die  algebraische  Summe  der  drei  Producte  aus  den  Verhält- 
nissen der  Punktsegmente,  von  welchen  je  zwei  nicht  Seiten  des- 
selben Nebendreieckes  sind,  zu  den  zugehörigen  Seitensegmenten 
der  drei  Transversalen,  und  den  Verhältnissen  der  Abschnitte,  welche 
mit  den  Seitensegmenten  als  Seiten  desselben  Nebendreieckes  er- 
scheinen und  den  Punktsegmenten  nicht  anliegen,  zu  ihren  Soiten 
ist  gleich  — 1. 


Specielle  Fälle. 

1.  Sind  D,  G,  K die  Mitten  der  Seiten  AB , BC,  CA  (Fig.  4), 
so  liefert  die  zweite  Gleichung 


die  dritte 


OE  OH  OM 
ED  ' HG  ' MK  “ 


OF.OI  OL 
FD  'IG  * LK 


2.  Gehen  DO,  GO,  KO  durch  die  Ecken  C,  A,  B (Fig.  5),  so 
folgt  aus  der  ersten  und  vierten  Gleichung 

OD  , OG  OK 

DC  GA  KB  ~ 1 


1)  Diese  Gleichung  findet  sich  abgeleitet  mit  der  Beschränkung,  dass 
der  gemeinsame  Punkt  innerhalb  des  Dreieckes  liegt,  im  Progr.  des  kath. 
Gymn.  zu  Köln  1859. 
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3.  Sind  die  Transversalen  parallel  zu  den  drei  Seiten  (Fig.  6), 
so  geht  aus  der  ersten  Gleichung, 


da 


CH  AM 
GH  ~ KM 


und  OD  = — B L,  OG  = — CF,  OK  — - Al 


hervor 


BL  CF  AI 
BC  CA  *"  Aß 


die  zweite  Gleichung  geht  über  in 


DB 

AB 


+ 


BC  + Ci  — + 1 


Durch  Subtractiou  dieser  zwei  Gleichungen  von  der  Identität  3 = 3 
ergeben  sich  noch 

LC+FA  + JB  _ >2 

HC^  CA  + AB  ^ ■ 

AD  BG  CK 
AB  ' BC + CA 


Durch  Addition  des  Ausdruckes 


BE  CH  AM 
BC  ' CÄ  ■"  A B 


zu  beiden  Teilon  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  IV  wird  erhalten 


nun  ist 


1 , OD  DE-j-  OD  _ OE OE 

1 DE  ~ DE  ~ “ DE  ~ ED 

ferner 

OG  OH  OK  OM 

1 "■  GH  ~ HG'  1 ~r~  KM  ~~  MK 

daher 

OE  BE  OH  CH  OM  AM  (BE\  CH  i AÄi\ 

ED  * BC  ' HG  * CA  ' MK  AB  1 \BC~^  CA^~  AB  ) 

Auf  gloiche  Weise  wird  aus  den  übrigen  Gleichungen  der  Gruppe 
IV  gefunden 
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OD 

DU  , 

OG 

GC 

OK 

AM 

(DB  , 

GC 

AM\ 

DE * 

AB  + 

GH 

• BC~t~ 

KM 

' CA  1 

U + 

BC  + 

cm) 

OD 

AD  , 

OG 

bh 

OK 

CK 

(AD  , 

DG 

C,K\ 

I)F' 

ab  + 

Gl 

KL 

' CA  1 

u+ 

bc~t~ 

ca) 

OF 

FA  , 

Ol 

in  om 

AM  / 

fFA  i 

!B  , A 

iM\ 

FD 

CA  + 

IG  ' 

A n + MK  ' 

CA  , 

*»  + . 

ab) 

OF 

CF  , 

OG 

GC  , 

OL 

hl  , 

(CF  , 

GC 

HL\ 

FE  ’ 

CA  + 

GH 

B C ' 

LM 

BC~  ‘-1 

(ci  + 

HC  + 

BCj 

OE 

EC  , 

OH 

HA 

CK 

OK 

(EC  , 

HA  , 

CK\ 

EF  ' 

BC  + 

HI 

CA  + 

CA  ' 

KL  “ 1 — 1 

Uc  + 

LA  + 

CA) 

u. 

s.  f. 

♦ Ihre  Anzahl  ist  48. 


„Die  algebraische  Snmmc  der  drei  Producte  aus  den  Verhält- 
nissen der  Punktsegmente,  von  welchen  nicht  je  zwei  Seiten  desselben 
Nebendreieckos  sind,  zu  denjenigen  Seitensegmenten  der  drei  Trans- 
versalen, welche  nicht  durchaus  zwischen  demselben  Seitenpaare 
liegen,  und  den  Verhältnissen  der  Abschnitte,  welche  mit  den  Seiten- 
segmenten als  Seiten  desselben  Nebendreieckes  erscheinen  und  den 
Punktsegmenten  anliegeu,  zu  ihren  Seiten  ist  gleich  1 weniger  der 
algebraischen  Summe  der  letzten  Verhältnisse  aus  den  Seiten  und 
ihron  Abschnitten“. 


Specielle  Fälle. 

1.  Sind  I ),  G , K die  Halbiruugspuukte  von  AB , BC\  CA 
(Fig.  4),  so  liefert  die  zweite  Gleichung 

OD  I 0G  | 0K 
D E ' G H + KM  “ — 1 

die  dritte 

OD  , OG  OE  _ 

DF  ' Gl  ' KL  ~ 1 


2.  Gehen  DO,  GO , KO  durch  die  Ecken  C,  A,  H (Fig.  5),  so 
ergibt  sich  aus  der  ersten  und  vierten  Gleichung 


OC  OA  O/i 
CD  + AG  + BK 


2 
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3.  Sind  die  Transversalen  zu  den  drei  Seiten  parallel  (Fig.  6), 
so  reducirt  sieb  die  zweite  Gleichung  auf  die  bereits  gefundene 


0 = 1 


B.  Der  den  Transversalen  gemeinsame  Punkt  liegt 

im  Unendlichen. 


Sind  die  drei  Transversalen  zu  einander  parallel  (Fig.  7) , so 
, \r  • E0  HO  MO 

sind  dio  Verhältnisse  -p * qq>  u-  s*  f » sämtlich  gleich  — 1, 


EO 

DO 


HO  __  MO 
GO'~  KO 


f.  gleich  -|-1- 


Die  Gleichungen  der  Gruppe  I gehen  über  in 


AD 

BG 

CK 

DF 

Gl 

KL 

Dli  * 

GC 

KA 

~~  DE 

’ GH' 

KM 

AD 

BL 

CH 

DF 

LM 

HG 

DB  • 

LC' 

HA 

DE 

* TR' 

HI 

AI 

BL 

CF 

III 

LM 

FE 

IB  ‘ 

LC  ' 

FA  IG  ' 

LK  ' 

FD 

AI 

BE 

CK 

III 

ED 

KL 

IB  ‘ 

EC  ' 

KÄ  " 

“ IG  ' 

EF  ' 

km 

AM 

BG 

CF 

MK 

Gl 

FE 

MB  ' 

GC  ' 

FA 

= ML 

* GH' 

FD 

AM 

BE 

CH 

MK 

ED 

HG 

MB  ' 

EC  ' 

HA 

~ ML 

* EF  ’ 

HI 

„Das  Product  aus  den  Teilverhältnissen  der  Schnittpunkte  je 
einer  Transversale  in  Bezug  aut  je  eine  Seite  ist  gleich  dem  Pro- 
ductc  aus  den  Verhältnissen  der  vom  Schnittpunkte  aus  genommenen 
Seitensegmente  der  Transversalen,  welche  mit  den  entsprechenden 
Abschnitten  im  ersten  Producte  als  Seiten  desselben  Nebendreieckes 
erscheinen“. 

Specieller  Fall. 


Ist 

so  ist  nach  der 


FD  _ IG  _ L K m 
DE  - GH  — KM  “ n 

ersten  Gleichung 


(Fig-  8) 
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AD  BG  CK  / m\3  a 

DB  ' GC’  Ä'A  \ n)  * 

Für  m — n besteht 

A'D  EG  CK 

DB  GC’  LA  1 


Aus  den  Gleichungen  der  Gruppe  II  geht  hervor 


BE 

CH 

AM 

DB  ' 

GC’ 

KA 

BE 

AI 

CK 

DB  ' 

HA  ’ 

LC 

FA 

IB 

LC 

AD  * 

BG  ’ 

CK 

FA 

GC 

MB 

AD  ' 

CH’ 

BL 

CF 

BG 

AM 

EC  ' 

IB  ’ 

KA 

CF 

AI 

BL 

EC' 

HA  ' 

MB 

VII 


„Das  Product  [aus  den  Verhältnissen  der  Abschnitte  jo  einer 
Seite,  durchaus  genommen  von  dem  als  ersten  bezeichnten  Eck- 
punkte bis  zum  Schnittpunkte  je  einer  Transversale  oder  vou  diesem 
bis  zum  zweiten  Eckpunkte,  und  der  Abschnitte,  welche  mit  ihnen 
Seiten  desselben  Nebendreieckcs  sind,  ist  gleich  — 1“. 

In  Bezug  auf  die  Prüfung  der  Uebercinstimmung  im  Zeichen 
gilt  das,  was  bei  Gruppe  II  bemerkt  ist. 


Werden  die  Gleichungen  der  Gruppe  IV  und  V durch  ein  Punkt- 
segment der  Transversale  dividirt , so  erhalten  sie  Formen,  welche 
beim  unbegrenzten  Fortrticken  des  gemeinsamen  Punktos  O sich 
umwandeln  in 


1)  Granerta  Archiv  13.  TI.  XXXVII.  3. 
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1 

BE 
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VIII 


U.  8.  f. 

Ihre  Anzahl  ist  48. 

„Die  algebraische  Summe  der  Producte  aus  den  rcciproken 
Seitensegmenten  der  drei  Trausversalcn,  vou  welchen  je  zwei  An- 
fangspunkte nicht  auf  derselben  Seite  liegen,  und  den  Verhältnissen 
der  Abschnitte,  wolche  mit  den  Segmenten  der  Trausversalcn  Seiten 
desselben  Nebendreieckes  sind  und  den  Endpunkt  von  diesen  zu 
einem  ihrer  Endpunkte  haben,  zu  ihren  Seiten  ist  gleich  0“. 


Spcciello  Fälle. 

1.  Sind  .D,  G,  K die  Halbirungspunktc  vou  Ali , BC,  04,  so 
ist  nach  der  zweiten  Gleichung 

1 1 J 

ED  ' HG  ' ME  ” 0 

nach  der  dritten 

1 1 1 

FD  •”  IG  + L K 5=3  0 

2.  Gehen  die  Transversalen  beziehungsweise  durch  Z>,  G K 
und  die  Ecken  (7,  A,  ß , so  folgt  aus  der  ersten  und  dritten  Glei- 
chung 

1 . i . i 

DC  GA  ' KB  ~~  0 
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XXVI. 

Zur  Zahlentheorie. 

(Zweiter  Artikel.) 


Von 

G.  Speckmann. 


Im  Anschluss  an  den  auf  Seite  439—441  des  Teiles  XI.  dieses 
Archivs  veröffentlichten  Aufsatz  ,.Zur  Zahlentheorie“  mögen  hier 
noch  einige  weitere  zahlentheoretische  Bemerkungen  Platz  finden. 


I. 

In  dem  genannten  Aufsatz  ist  gezeigt,  dass  sich  die  natürliche 
Zahlenreihe  iu  2,  3,  4,  . . . n arithmetische  Reihen,  zwischen  deren 
Gliedern  die  Differenz  n besteht,  dadurch  zerlegen  lässt,  dass  man 
zunächst  eine  Verticalreihe  mit  den  Zahlen  1 bis  n bildet  und  dann 
eine  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Verticalreihe  mit  den  Zahlen  «-[-1  bis 
2 n,  2«  -f-  1 bis  3«  u.  s.  w.  daneben  stellt. 

Für  die  durch  diese  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  ent- 
stehenden arithmetischen  Reihen  gilt  die  allgemeine  Formel 

a -f-  xn 

oder,  zur  mten  Potenz  erhoben 

/a  = 1,  2,  3,  ...  * \ 

(1  -j-a*nym  I x beliebig  ) 

\n  = 0, 1,  2,  3 u.  s.  w.  / 

Andere  Formeln  gewinnt  man,  wenn  man  die  Zahlen  der  natürlichen 
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Zahlenreihe  auf  Grund  der  gezeigten  Zerlegung  in  folgender  Weise 
in  Classen  einteilt. 

x <==  2. 

I.  Classe.  Zahlform  2n  — 1 ( n = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  1.  3,  5. 

u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  2«  ( n = 1,  2,  3,  u.  8.  w.),  Reihe  2,  4,  6, 

u.  s.  w. 

!C  =>  3. 

I.  Classe.  Zahlform  3n-{-l  (”  = 0,  1,  2,  u.  s.  w.) , Reihe  1,  4,  7, 

u.  8.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  3 n — 1)(«  — 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  5,  8, 

u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  3»  (»  = 1,  2,  3,  u.  8.  w.),  Reihe  3,  6,  9, 

u.  s.  w. 


Für  diese  Formen  gelten,  wie  leicht  erkennbar,  die  folgenden 
Formeln : 


1)  Ist  die  Reihenanzahl  und  die  Differenz  x der  Reihenglieder 
eine  gerade  Zahl,  so  gelten  die  Formeln 


(7i  = 0,  1,  2,  u.  s.  w.  v 

* - 1,  2,  3, 


(n  = 1,  2,  3,  u.  8.  W.  \ 
4 = 1,  2,3.  . , . 


und 


n 


1,  2,  3,  u.  s.  w.) 


2)  Ist  die  Reihenanzahl  und  die  Differenz  der  Reihenglieder 
eine  ungerade  Zahl,  so  erhält  man  für  die  Zahlformen  die  allge- 
meinen Formeln 


0,  1,  2,  u.  s.  w. 
12  3 —— 

xt  • • • o 
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/n  — 1,  2,  3, 
2,3, 


fn  = 1,  2,  3,  u s.  w. 

x — 1 1 und 
' * 2 


*#(»=  1,  2,  3,  u.  8.  w.) 

Erhebt  man  diese  Formeln  zur  t»ten  Potenz,  so  kann  man 
daraus  die  folgenden  Biuomialreihen  herleiten: 

1)  (af!n-j-fc)w  = (x »)**-{-  («n)»*”1*  -f-  . • . 

/n  = 0,  1,  2,  u.  s.  w.  \ 

“f*  • • • ( x — 2 1 

\J£  ==■  1,  2,  3,  . . . g ~ J 


(rn  — k)m  = (ar/i)’"  — (l)  (xn)m~ 

( 


n = 1,  2,  3,  u.  s.  w. 


+ • • •■*-1,2,3,.  . . 


) 


©IM 

nm  (»  — 1,  2,  3,  u.  s w.) 

2)  (i«|  *)”*  — (« n)m  -f  (*  n)OT " 1 lc 

Cn  =0,  J,  2,  u.  s.  w. 

* - 1,  2,  3,  . . . *-}) 

(xn  - /.-)"*  = (xn)m — ( ^ ^ (x  n)m~i  k 


/«  = 1,2,  3,  u.  s.  w.  v 
■ * ~ ’ V « 1,  2,  3,  . . . *~) 

M 


+ 


xm nm  (n  = 1,  2,  3,  u s.  w.) 


II. 

Zur  Ermittelung  der  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  enthaltenen 
Primzahlen  scheint  die  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  6 
arithmetische  Reihen  und  die  daraus  entnommene  Darstellung  der 
Doppelreihe  6»  ± 1 oder  für  die  übersichtliche  Darstellung  prakti- 
scher 6?i  + l am  geeignetsten  zu  sein.  — Man  kann  indes  in  unend- 
lich verschiedener  Weise  eine  Anzahl  Reihen  aufstellen,  in  denen 
alle  Primzahlen  ausser  den  im  Modul  « enthaltenen  Primfactoren 

Arcb.  d.  Math.  u.  Phya.  2.  Boilio,  TL  XII.  28 
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enthalten  sein  müssen.  Ist  » eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  auch 
von  vornherein  die  geraden  Zahlen  weglassen  und  aus  den  ungera- 
den Zahlen  die  Verticalreihen  bilden. 


Beispiele  : 

n = 4. 

1,  5,  9, 

3,  7,  11,  u.  8.  w. 

In  diesen  beiden  Reihen  sind  alle  Primzahlen  > 2 mit  enthalten. 


7t  = 6. 

1.  7,  13, 

3,  9,  15,  u.  s.  w. 

5,  11,  17 

Die  Zahlen  der  2.  Reihe  sind  alle  durch  3 teilbar.  Die  Prim- 
zahlen > 3 sind  in  der  1.  und  3.  Reihe  mit  enthalten. 


n = 10. 

1,  11,  21, 

3,  13,  23, 

5,  15,  25,  u.  s.  w. 
7,  17,  27, 

9,  19,  29 

Hier  sind  alle  Primzahlen  ausser  2 und  5 in  der  1.,  2.,  4.  und 
. Reihe  mit  enthalten.  Die  3.  Reihe  liefert  nur  Zahlen,  die  durch 
teilbar  sind. 


« =>  12. 

1,  13,  25 
3,  15,  27 

5,  17,  29,  u.  s.  w. 
7,  19,  31 
9,  21,  33 
11,  23,  35 

Alle  Primzahlen  > 3 sind  hier  in  der  1.,  3.,  4.  und  G.  Reihe 
mit  enthalten.  Die  2.  und  die  5.  Reihe  geben  nur  Zahlen,  die  durch 
3 teilbar  sind. 

Oldenburg  i.  G. 
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XXVII. 


Heber  die  Factoren  der  Zahlen. 


Von 


G.  Speckmann. 


Will  man  alle  Primfactoren  einer  beliebigen  Zahl  Z ermitteln, 
so  versucht  man  zweckmässig  zunächst,  ob  Z durch  2*1,  3M,  5H  teil- 
bar ist.  Dies  ist  bekanntlich  eine  leichte  Sache.  Eine  Zahl  nun 
welche  durch  2,  3,  5 und  deren  Potenzen  nicht  teilbar  ist,  hat  stets 
die  Form  6n  + 1.  In  Betreff  der  Factoren  der  Zahlen  von  der  Form 
Gnnpi  bestehen  die  folgenden  Gesetze: 


Schliesst  man,  wie  obeu  schon  augedeutet,  von  den  Zahlen  6»  + 1 
diejenigen  aus,  welche  mit  5 endigen,  so  ist  die  Endziffer  einer  jeden 
dieser  Zahlen  «=*  1,  3,  7 oder  9.  Wird  eine  teilbare  Zahl,  die  mit 
1,  3,  7 oder  9 endigt,  zunächst  in  2 Factoren  zerlegt,  so  müssen 
diese  Factoren  die  folgenden  Endziffern  haben: 

Endziffer  von  Z\  Endziffer  der  Factoren: 


Ist  nun  eine  Zahl  Z von  der  bezeiclineten  Form  gegebon,  und 
nennen  wir  die  möglichen  Eudzifferu  der  Factoren  derselben  a,  b 


(6x-  1)  (6y  — 1)  = 6*+ 1 

(6*+1)(6H-1)  = 6*  + 1 

(6*4-l)(6y  -1)  = 6* — 1 


1 

3 

7 

9 


1,  1 oder  3,  7 oder  9,  9 


1,  3 „ 7,  9 

1,  7 „ 3,  9 

1»  9 ,,  3,  3 


28* 
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und  c , rf,  so  lassen  sich  aus  den  Zahlen  0 bis  9 diejenigen  Zahlen- 
verbindungen  herstellen,  welche  den  Gleichungen 

ax~\~by  «=»...  r Ulld  cx-\-dy  = . . . r 

genügen  *).  (/•  ist  hier  diejenige  zweitletzte  Ziffer  von  welche 
zurückbleibt,  wenn  man  ab  resp.  cd  von  Z subtrahirt).  — Unter 
diesen  Zahlenverbiudungcn  muss,  wenn  die  Factoren  von  Z zwei- 
stellig sind,  unbedingt  eine  vorkominou,  welche  die  Factoren  von  Z 
dat stellt.  Sind  die  Factoren  zon  Z aber  mehr  als  zweistellig,  so 
muss  unter  den  Zahlenverbiudungeu  unbedingt  eine  Vorkommen, 
welche  die  zwei  letzten  Ziffern  der  Factoren  von  Z darstellt. 

Es  sei  Z — 2047.  Diese  Zahl  hat  die  Form  Die  End- 
ziffer ist  eine  7.  Zerlegt  mau  Z also  in  2 Factoren,  so  müssen 

diese  die  Eudziffern  1,  7 oder  3,  9 haben.  Subtrahirt  mau  7.1  = 7 
von  2047,  so  bleibt  als  vorletzte  Ziffer  4.  Subtrahirt  man  3 . 9 = 27 
von  2047,  so  bleibt  als  vorletzte  Ziffer  2.  Im  ersten  Falle  ist  r 
also  — 4 uud  im  zweiten  = 2.  Diejenigen  Zahlenverbiudungeu, 
welche  den  Gleichungen 

\x-\-ly  =>  . . .4  resp.  3x-f-9y  = . • . 2 

genügen,  sind  die  folgenden 

01  11  21  31  41  51  Gl  71  81  91 

L 47  77  07  37  67  97  27  57  87  17 

03  13  23  33  43  53  63  73  83  93 

1L  49  19  89  59  29  99  69  39  09  79 

Diese  Zahlenverbiudungcn  werden  dadurch  leicht  erzeugt,  dass  man 
für  jede  Abteilung  als  erste  obere  Ziffer  der  Zahlenverbiudungcn 
fortlaufend  die  Zahlen  0 bis  9 nimmt  und  auch  die  Endziffer  der 
Zahlen  niederschreibt  Nachdem  man  dann  für  die  untere  erste 
Ziffer  der  beiden  ersten  Zahlenverbiuduugen  einer  Abteilung  passende 
Zahlen  gefunden,  welche  wir  mit  m und  n bezeichnen  wollen,  bestimmt 
man  bei  den  übrigen  Verbindungen  die  erste  untere  Ziffer  dadurch,  dass 
man  zu  der  ersten  unteren  Ziffer  einer  vorhergehenden  Zahleuvcrbiudung 
die  stetige  Differenz  n — m hinzu  zählt.  Bei  den  oben  augegebeneu 
Zahlenverbiudungeu  ist  z.  13.  iu  der  ersten  Abteilung  die  stetige 
Differenz  zwischen  den  unteren  ersten  Ziffern  — 3 und  bei  den 

Zahlenverbiudungeu  der  zweiten  Abteilung  = 7.  Vu>47  ist  >45 


1)  Bei  ilen  mit  1 endigenden  Zahlen  kommt  noch  die  dritte  Gleichung 

CX-\-fy  = . . . = r 

hinzu. 
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Es  muss  also  ein  Primfactor  von  Z < 45  sein,  und  es  ist  zu  ver- 
muten, dass  auch  die  anderen  Primfactoren  von  Z unter  100  liegcu. 
Von  den  aufgestellten  Zahleuverbindungen  köunen  wir  nun  diejenigen 
streichen,  bei  welchen  die  eine  Zahl  durch  3 teilbar  ist,  und  bei 
welchen  nicht  beide  Zahlen  entweder  von  der  Form  6u  — 1 oder 
von  der  Form  C«-}-l  sind.  Nachdem  dies  geschehen,  bleiben  die 

31  13  23 

Zahleuverbindungen  37  ,19,  89  zurück.  Von  diesen  Verbin- 

1147  247  2047 

düngen  liefert  die  dritte  das  Product  2047.  Die  Zahl  2047  hat  also 
die  Factoren  23  und  89. 

Liegt  nur  der  eine  Factor  von  Z unter  100  und  der  andere 
über  100  hinaus,  so  setze  man  unter  alle  aufgestellten  Zahleuvor- 
bindnngeu  das  Product  und  subtrahire  jedes  dieser  Producte  von  Z. 
Die  entstehenden  Reste  lassen  dann  erkennen,  aus  welchen  Factoren 
Z zusammengesetzt  ist.  Es  sei  Z z.  B.  = 6847.  Subtrahirt  mau 
jedes  der  Producte  der  oben  schon  angegebenen  Zahlenverbindungeu 
von  Z,  so  findet  sich,  dass 

6817  - 41  . 67  - 4100 

ist.  Dio  beiden  ersten  Ziffern  dieses  Restes  sind  der  einen  Zahl 
der  Zahleuverbiuduug  gleich  und  es  ist  daraus  zu  schliesseu,  dass 
41  ein  Factor  von  Z ist,  und  dass  der  anderen  Zahl  der  Zahlen- 
verbindung eino  1 vorgesetzt  werden  muss,  und  somit  der  andere 
Factor  von  Z = 167  ist. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  es  hier  bei  Zahlen,  deren  niedrigster 
Factor  zweistellig,  geschehen,  kann  mau  auch  bei  Zahlen,  deren 
niedrigster  Factor  eine  dreistellige  Zahl  ist,  durch  Aufstellung  der 
entsprechenden  Zahleuverbindungen  die  beiden  letzten  Ziffern  der 
Factoren  und  die  Factoren  selbst  zu  bestimmen  sucheu,  wie  hier 
kurz  gezeigt  werden  soll.  Nachdem  mau  die  Zahlenverbindungen 
der  beiden  Endziffern  aufgestellt  hat,  setze  man  jeder  Zahl  dieser 
Verbindungen  die  erste  Ziffer  von  -yj  Z vor  und  erniedrige  diese 
Ziffer  bei  entstehenden  durch  3 teilbaren  Zahlen  um  1.  Sodann  setze 
mau  unter  jede  Verbindung  das  Product  und  subtrahire  dasselbe  von 
Z.  Unter  den  Resten  wird  dann[ einer  bestimmte  Beziehungen  zu  den 
Zahlen  einer  Zahlenverbindung  haben.  Es  sei  Z z.  B.  = 15207. 

Z— 1.7  =.  . .0,  Z—  3.9  =.  . .8 

Die  in  Betracht  kommenden  Zahlenverbindungen  sind  unter  Voran- 
setzung der  ersten  Ziffer  von  VZ  dio  folgenden: 


Spe  cÄ 

: m arm 

: Heber  die 

Factor en  der 

Zahlen. 

101 

111 

121 

131 

141 

151 

161 

171 

181 

191 

107 

137 

167 

197 

127 

157 

187 

117 

147 

177 

103 

113 

123 

133 

143 

153 

163 

173 

183 

193 

169 

139 

109 

179 

149 

119 

189 

159 

129 

199 

Hier  ist 

Z— 111  . 137  = 0 

Dio  Factorcn  von  Z sind  also  = 111  und  137.  Es  sei  ferner 
Z=  28907,  Z-lll  . 137  = 13  700 
Der  eine  Factor  von  Z ist  also  137  und  der  andere  Factor  ist 

111-1-100  = 211 

Ferner  sei 

Z = 37 407,  Z— 111  . 137  = 222000,  222  ist  — 2 . 111 

Der  eine  Factor  von  Z ist  = 111  und  der  andere  Factor  ist  — 
137  + 200  = 337.  Es  sei  ferner 

Z = 59007,  Z— 121  . 167  = 38800 
121  + 167  — 288,  388  - 288  = 100. 

Die  Factorcn  von  Z sind 

121  + 100  = 221  und  167  + 100  = 267 

Für  das  letzte  Beispiel  hätte  besser  dio  richtige  erste  Ziffer  von  \ Z, 
eine  2 den  Zahlenverbinduugcn  vorangesesetzt  werden  können. 

Auch  bei  Zahlen,  deren  niedrigster  Factor  eine  vierstellige  Zahl 
ist,  lässt  sich  das  oben  beschriebene  Verfahren  oft  mit  Erfolg  an- 
wenden. Hier  sind  den  betreffenden  Zahlenverbinduugcn  dio  beiden 
ersten  Ziffern  vou  yz  vorauzusetzeu.  Hat  eine  Zahl  mehr  als  2 
Primfactoreu , so  ist  das  Verfahren  nach  Absonderung  je  eines 
Primfactors  zu  wiederholen. 

Oldenburg  i.  G. 
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XXVIII. 

Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte 
arithmetische  Keilte,  in  welcher  das  Anfangsglied 
zur  Differenz  relativ  prim  ist,  unendlich  viele 

Primzahlen  enthält. 

Von 

G.  Speckmann. 


In  einer  arithmetischen  Reihe,  in  welcher  das  Anfangslied  a und 
die  Differenz  x den  gleichen  Teiler  k haben,  kaun,  ausser  dem  Au- 
faugsglicde,  welches  eine  Primzahlsein  kann,  keine  eiuzige  Prim- 
zuhl  Vorkommen  und  alle  Zahlen  einer  solchen  Reihe  sind  durch  k 
teilbar.  In  jeder  arithmetischen  Reihe,  in  welcher  Primzahlen  vor- 
handen siud,  muss  also  das  Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  priin 
sein. 


Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  in  jeder  unendlichen  arith- 
metischen Reihe,  in  welcher  das  Anfangsglied  zu  der  Differenz  re- 
lativ prim  ist,  unendlich  viele  Primzahlen  enthalten  sind. 

Vergleicht  man  eine  arithmetische  Reihe,  worin  Anfangsglied 
und  Differenz  relativ  prim  sind,  mit  der  Reihe  der  Primzahlen,  so 
ist  bei  der  arithmetischen  Reihe  der  Abstand  zwischen  zwei  aufein- 
ander folgenden  Gliedern  immer  gleich ; bei  der  Reihe  der  Prim- 
zahlen aber  ist  dieser  Abstand  ein  ungleicher,  sprunghafter.  Ist 
nun  eine  arithmetische  Reihe  von  der  bezeichnetcn  Art  gegeben,  so 
muss  es,  da  es  unendlich  viele  Primzahlen  giebt,  unendlich  oft  Vor- 
kommen können,  dass  der  Abstand  zwischen  dom  Anfangsgliede  a 
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der  arithmetischen  Reihe  und  einer  Primzahl  />,  also  p — a einem 
Vielfachen  der  Differenz  x der  arithmetischen  Reihe  gleich  ist,  und 
so  oft  dies  der  Fall  ist,  ist  in  der  arithmetischen  Reihe  eine 
Primzahl  enthalten.  „Die  Ungleichheit  der  Differenz  zwischen  den 
„Primzahlen  und  die  Stetigkeit  der  Differouz  der  arithmetischen 
„Reibe  bilden  also  neben  dem  Umstande,  dass  das  Anfangsglied  der 
„arithmetischen  Reihe  zu  der  Differenz  derselben  relativ  prim  ist, 
„den  Grund  dafür,  dass  in  einer  solchen  arithmetischen  Reihe  un- 
endlich viele  Primzahlen  enthalten  sein  müsseu“. 

Da  jede  Primzahl  > 3 die  Form  G n + 1 hat,  so  kann  man  statt 
des  Satzes,  dass  in  jeder  unendlichen  arithmetischen  Reihe,  in  der 
das  Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  unendlich  viele  Prim- 
zahlen enthalten  sind,  auch  den  Satz  aufstellen,  dass  in  jeder  uu- 
endlicheu  Reihe  der  genannten  Art  unendlich  viele  Zahlen  von  der 
Form  Gn^pi  enthalten  sein  müssen.  — Eine  Reihe  mit  constanter 
Differenz,  in  der  das  Anfangsglied  a zu  der  Differenz  relativ  prim 
ist,  kann  nämlich  nie  nur  teilbare  Zahlen  oder  nur  Primzahlen  von 
der  Form  6/i  + l enthalten.  Jede  gerado  Zahl  hat  nun  die  Form 
2 n oder,  auf  den  Modul  6 bezogen,  eine  der  Formen  3 »,  + 2 

und  jede  ungerade  Zahl  hat  die  Form  ‘2n  — 1 oder,  auf  dem  Modul 
6 bezogen,  eine  der  Formen  6/iipi,  6u-f-3.  Wir  können  unsere 
Untersuchung  also  darauf  beschränken,  dass  wir  feststellen,  ob  in 
jeder  der  nachfolgenden  Reiheuarten,  die  alle  Reihen,  in  denen  das 
Anfangsglied  zur  Differenz  relativ  prim  ist,  umfassen  müssen,  un- 
endlich viele  Zahlen  von  der  Form  6nppi  Vorkommen.  Die  Rei- 
henarteu  sind  diese: 


Anfangsglied : 

Differenz: 

1) 

6«  + 1 

2» 

2) 

b/i  -|-  3 

6«  pp  2 

3) 

6« 

6nlf  1 

4) 

6/t  + 2 

6«  P-  1 

5) 

6»  T 2 

Gn-j-3 

G) 

6n  p^  1 

6w-}- 3 

7) 

6»-f  3 

6«  pp  1 

Setzt  man  in  dor  ersten  Reihcnart  die  Differenz  = *(2n)  und  lässt 
s die  Zahlen  0,  1,  2 . . . oo  durchlaufen,  so  wird  in  der  betr. 
Reihe  mindestens  so  oft  eine  Zahl  von  der  Form  1 enthalten 
sein,  als  in  dor  Reihe  0,  1,  2 . . . oo  eine  Zahl  vorkommt,  die  ein 
Vielfaches  von  3 ist,  denn 

3r  . 2»  = 6m  und  5m  6 1 
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ist  stets  eine  Zahl  von  der  Form  6»  + l.  Ein  Vielfaches  von  3 
kommt  in  der  Reihe  0,  1,  2 . . . a>  aber  unendlich  oft  vor.  Bei 
der  zweiten  Reihcnart  entsteht  so  oft  eine  Zahl  vou  der  Form 
6u  + l,  als  a in  *(6«  + 2)  beim  Durchlaufen  der  Reihe  0,  1,  2 
...  oo  ein  Vielfaches  von  2 darstellt,  das  nicht  durch  3 teilbar 
ist.  Bei  der  dritten  Reihenart  entsteht  so  oft  eine  Zahl  von  der 
Form  6nT  1,  als  s in  a(6n+l)  eiue  ungerade  Zahl  darstellt,  die 
nicht  durch  3 teilbar  ist.  Bei  der  4.,  5.  und  6.  Reihenart  ist  jede 
ungerade  Zahl  der  Reihe  (mit  Ausnahme  der  durch  3 teilbaren  un- 
geraden Zahlen)  eine  Zahl  vou  der  Form  6n+l.  Durchläuft  bei 
der  7.  Reihenart  s in  «(6 ?»  + 1)  die  Reihe  0,  1,  2 ...  oo,  so  wird 
in  der  betr.  arithmetischen  Reihe  immer  dann  eiue  Zahl  von  der 
Form  6/i+  1 entstehen,  wenn  « eine  gerado  Zahl  darstelit,  die  nicht 
durch  6 teilbar  ist.  — In  jeder  Reihe  der  vorstehend  behandelten 
Arten  müssen  also  unendlich  viele  Zahlen  von  der  Form  6«  + l 
Vorkommen  und  folglich  müssen  auch  in  jeder  uneudlicheu  arithme- 
tischen Reihe  mit  bestimmter  Differenz,  in  der  das  Anfangsglied  a 
zu  der  Differenz  x relativ  prim  ist,  unendlich  viele  Primzahleu  ent- 
halten seiu. 


Oldenburg  i.  G. 
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Miscellen* 


1. 

Projectire  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe. 

Ein  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunktswiukcl  und  Pfeilhöhe  gegeben 
ist,  kann  dadurch  gezeichnet  werden,  dass  mau  zuerst  den  Halb- 
messer desselben  trigonometrisch  berechnet  und  hierauf  den  für 
denselben  gefundenen  Ausdruck  construirt.  Besonders  einfach  ge- 
staltet sich  aber  die  Lösung  dieser  Aufgabe  mittelst  projectiver 
Geometrie. 

Durchsclmeidet  mau  Fig.  1.  vom  Scheitel  a aus  die  Schenkel 
des  gegebenen  Winkels  mit  einer  beliebigen  Zirkelöffuuug,  so  erhält 
mau  die  Punkte  x.  Die  Sehne  xx  schneidet  die  Halbirungslinie  des 
Winkels  in  der  Bogen  dieselbe  in  V.  Wäre  W gleich  der  ge- 
gebenen Pfeilhöhe  h,  so  wäre  die  Aufgabe  gelöst  Die  Punkto  b 
und  b‘  bildou  aber  ein  homologes  Punktepaar  zweier  ähnlichen  Punkt- 
reihen, wenn  der  Halbmesser  ax  des  Bogens  variirt.  Die  Sehnen 
xx  bilden  nämlich  daun  ein  Parallelstrahlenbüschel,  weshalb  die 
Punktreiheu  x und  b pcrspcctivisch  liegeu.  Dio  Punktreihe  V ist 
aber  jener  x congrucut,  daher  mit  b projectivisch.  Wird  der 
Halbmesser  ax  unendlich  gross,  so  fallen  b und  b ' in’s  Unendliche, 
daher  sind  die  conlocalen  Puuktreihen  b und  b * ähnlich,  und  mau 
erkennt,  dass  a ein  Doppelpunkt  derselben  ist. 

Trägt  man  von  b‘  aus  auf  der  Halbirungslinie  immer  gegen  den 
Scheitel  die  Pfeilhöhe  auf,  so  erhält  man  eine  neue  Punktreihe  ß , 
welche  mit  jener  b‘  cougruent  ist.  Diese  Punktreihe  gehört  nach 
früherem  auch  a an,  wenn  aa  gleich  der  Pfeilhöhe  gemacht  wird. 
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Die  Punktreihe  ß ist  nun  jener  b projcctiv.  und  wenn  ß mit  b zu- 
zusammenfällt,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.  Mau  hat  daher  nur  den 
im  Endlichen  befindlichen  Doppelpunkt  der  conloealcu  ähnlichen 
Punktreihen  ß und  b zu  ermitteln.  Dieser  kann  nun  mit  den  Winkcl- 
brettchen  allein  gezeichnet  werden. 

Mau  ziehe  irgendwo  eine  Parallele  P zur  Halbirnngslinie  des 
Winkels  und  schneide  dieselbe  durch  irgend  zwei  Parallele,  dio  mau 
durch  a und  ß gezogen  hat,  in  «'  und  ß‘.  Dann  ist  die  Puuktrcihc 
u'ß'  . . . projeet.  ab  . . . , und  beide  liegen  perspectivisch,  da  sich  im 
Unendlichen  homologe  Punkte  decken.  Der  Schnittpunkt  0 der  Ver- 
bindungslinien au  und  ß'b  ist  demnach  das  Centrum  der  Perspecti- 
vität  und  dio  durch  dasselbe  gezogene  Parallele  zu  cm'  muss  dio 
Halbirungslinie  in  dem  verlangten  Doppelpunkte  d schneiden.  Er- 
richtet man  in  diesem  eine  Senkrechte  auf  die  Halbirungslinie,  so 
trifft  diese  die  Schenkel  des  Winkels  in  den  Endpunkten  des  ver- 
langten Bogens. 

Ebenso  einfach  ergibt  sich  jetzt  die  Lösung  der  Aufgabe: 

„Man  zeichne  eine  Kugelzono,  von  dor  gegeben  sind  die  Höho 
uud  die  ihren  Kreisen  entsprechenden  Mittelpunktswinkel“. 

Auflösung.  Man  zeichne  zunächst  dio  zwei  gegebenen  Winkel 
mit  gemeinschaftlichem  Scheitel  a so,  dass  die  Winkeltlächen  auf- 
einander liegen,  uud  die  Halbirungslinien  sich  decken.  Hierauf 
schueide  mau  die  vier  Schenkel  derselben  mit  dem  nämlichen  Kreis- 
bogen von  « aus,  wodurch  man  auf  den  Schenkeln  des  grösseren 
Winkels  die  Punkte  a-,  auf  jenen  des  kleineren  dio  Punkte  y erhält. 
Die  Punktreihen  x and  y sind  congruent,  wenn  der  Halbmesser  des 
Bogens  variirt.  Zieht  mau  die  dem  Bogen  in  beiden  Mittelpuukts- 
winkeln  entsprechenden  Sehnen  xx  und  yy,  so  erhält  mau  auf  der 
gemeinschaftlichen  Halbirungslinie  die  Punkte  b und  B,  welche  ho- 
mologe Punkte  zweier  ähnlichen  Punktreihen  sind,  wenn  der  Bogen 
variirt.  Trägt  man  auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  von  B aus 
gegen  den  Scheitel  die  Höhe  der  Zone  h auf,  so  erhält  mau  den 
Punkt  ß.  Fällt  ß mit  b zusammen,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.  Die 
Punktreihe  ß ist  aber  mit  jener  B congruent,  daher  mit  b projectiv, 
man  hat  demnach  nur* den  im  Endlichen  gelegenen  Doppelpunkt  d 
der  conlocalen  ähnlichen  Punktreihen  zu  bestimmen.  Diese  Ermitt- 
lung erfolgt  genau  so  wie  in  Fig.  L,  weshalb  von  einer  besonderen 
Figur  abgesehen  wurde.  Dio  in  d auf  die  Halbirungslinie  errichtete 
Senkrochto  schneidet  den  Schenkel  des  grösseren  Winkels  in  dem 
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Endpunkte  des  Halbmessers  der  der  Zone  zugehörigen  Kugel.  Die 
Kugolzone  erscheint  hierauf  in  der  Zeichnung  auf  eine  durch  ihre 
Achse  gehende  Ebene  orthogonal  projicirt. 

Wien,  iin  Januar  1893. 

Wilhelm  Rulf. 


2. 

Beliebig  weit  augenäherte  jr-Construetion. 

Im  zweiten  Anhang  von  l)r.  E Glinzer’s  reichhaltiger  Plani- 
metrie (in  4.  Auflage  1891  bei  Gerhardt  Kühtmanu  in  Dresden  er- 
schienen) findet  sich  seit  der  3.  Auflage  von  1887  eine  schöne 
Construction  zur  beliebigen  Annäherung  au  die  Länge  des  Kreisum- 
fanges, die  von  Prof.  Dr.  Herrn.  Schubert  in  Hamburg  herrührt. 
Sie  benutzt  die  Tangenten  an  eine  Folge  spiralig  geordneter  Halb- 
kreise und  gründet  sich  auf  dio  beiden  bekannten  cyklometriseheu 
Sätze  des  Arckimedes  vom  harmonischen  und  geometrischen 
Mittel : 

. 2 ne 


e =■  Vwe 

wo  e und  u die  Halbumfänge  des  ein-  und  unbeschriebenen  regel- 
mässigen 7iecks,  c'  und  ur  dasselbe  für’s  2n-eck  bedeuten. 

Nuu  pflegt  man  jedoch  bei  der  elementaren  7i-Berechuung 
neuerdings  (z.  B.  Mehler  in  seinen  Hauptsätzen  der  Elem.-Math.) 
jeueu  Satz  vom  harmonischen  Mittel  zu  vermeiden  und  benutzt  viel- 
mehr die  bequeme  Relation 

e ' ttr  r 

oder  t 

e n q 

wo  r den  Radius  des  ursprünglichen  Kreises,  p'  den  sogenannten 
kleinen  Radius  des  2»  ecks,  d.  h.  den  Abstand  seiner  Seite  vom 
Centrum  bezeichnet 

Drum  lag  der  Gedanke  nahe,  ob  nicht  auch  bei  der  con- 
structiven  Rectification  des  Kreises  dio  entsprechende  Verein- 
fachung sich  anbringen  Hesse. 

Dies  geUngt  in  der  Tat  auf  folgende  Weise: 
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ABCD  sei  der  Halbumfang  eines  regelmässigen  Sechseckes,  einge- 
schrieben in  den  Halbkreis  AD,  und  in  A die  Tangeute  A T gezogen. 
Auf  der  verlängerten  Seito  AB  mache  man 


AE  = e6  — 3 Radiuslängen 


Hierauf  werde  Wkl.  EAT  halbirt  (oder,  was  dasselbe  wäre,  die 
Zwölfecksseite  verlängert),  in  E das  Lot  auf  AE  errichtet  und  bis 
zum  Schnitte  F mit  der  Halbirenden  gezogen.  Daun  ist 

AF — e12 

In  gleicher  Weise  durch  fortgesetztes  Winkelhalbiren  und  Lot- 
errichten bekommt  man  eu,  e48  . . . . Gar  bald  sind  für  die  be- 
nutzten Zeichengeräte  die  Längen  der  Strecken  e4  und  c24  nicht 
mehr  unterscheidbar;  von  da  ab  hat  man  lauter  Kreisradien  aus  A. 
Und  wird  nun  auf  AT  die  Strecke  AZ  solang  wie  diese  letzten 
Strecken  gemacht,  so  ist 

AZ  die  gesuchte  Halbkreislänge. 

Zum  Beweise  hierfür  genügt  es,  den  vorhin  erwähnten  Quo- 


¥ 

tienten  — trigonometrisch  auszudrücken.  Es  ist  nämlich 


'24 


r 

024 


180° 
1 : cos  - „ r 


Erste  Anmerkung.  Wenn  man  das  Lot  EF  und  ebenso  die 
folgenden  Lote  verlängert  bis  zum  Schnitte  mit  Al,  so  bekommt 
mau  auf  dieser  Tangente  die  Halbumfänge  der  u m geschriebenen 
Vielecke.  Werden  nun  ausserdem  die  Längen  AE,  AF . . .sämt- 
lich auf  AT  übertragen,  so  zeigt  sich  anschaulich,  wie  das  gesuchte 
AZ  in  engere  und  immer  engere  Grenzen  eingeschlossen  wird. 


Zweite.  Selbstverständlich  kann  man,  wie  vom  Sechseck,  so 
auch  von  jedem  andern  regelmässigen  Vieleck  ausgehen. 

Leipzig,  December  1891. 

Dr.  J.  E.  Böttcher.  *) 


3. 

Zur  Zahlentheorie.  (Artikel  III.) 

In  meiuem,  in  diesem  Archiv,  Reihe  2,  Band  XII.  Pag.  431 
abgedruckten  Aufsatze  „Zur  Zahlentheorie“  habe  ich  gezeigt  , dass 

*)  Die  Schrift  d.  Hrn.  Wasserbaudircctors  Chr.  Nchls  „Ober  graphische 
Kcctiiicntion  von  Kreisbogen“  Hamburg  1882  geht  von  fast  denselben  Grund- 
gedanken aus. 
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sicli  die  natürliche  Zahlenreihe  in  2,  3,  . . . n arithmetische  Reihen, 
zwischen  deren  Gliedern  die  Differenz  » besteht,  dadurch  zerlegen 
lässt,  dass  man  zunächst  eine  Yerticalreihe  mit  den  Zahlen  1 bis  n 
bildet  und  dann  eine  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Yerticalreihe  mit  den 
Zahlen  bis  2?»,  2n  -f- 1 bis  3»  u.  s.  w.  daneben  stellt 

Aus  dieser  Zcrlcgungsart  der  natürlichen  Zahlenreihe  geht  her- 
vor, dass  man  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  unendlich 
verschiedener  Weise  in  Classeu  einteilen  kann. 

Für  die  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  n = 2,  3,  4, 
5,  6 arihmetische  Reihen  mag  beispielsweise  die  Einteilung  in  Classen 
hier  folgen. 

n =»  2 

I.  Classe.  Zahlform  2«  — 1 (n  = 1,  2,  3,  u.  8.  w ),  Reihe  1,  3,  5, 
u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  2«  (n  — 1,  2.  3,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  4,  6 

u.  8.  w. 

n =»  3. 

I.  Classe.  Zahlform  3«— 1 (»  — 1,  2,  3,  u.  s.  w ),  Reihe  2,  5,  8, 

u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  3n-{-l  (n  = 0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  1,  4, 

7,  u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  3«  (n  = 1,  2.  3,  u.  s.  w),  Reihe  3,  6,  9, 

u.  s.  w. 

n — 4. 

I.  Classe.  Zahlform  2 n (»  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  4,  6, 

u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  in  — 1 (/<  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  3,  7,  11, 

u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  (n  “ 1,  2,  3,  u.  s.  w.,  Reihe  1,  5, 

9,  u.  s.  w. 

n = 5. 

I.  Classe.  Zahlform  5«  — 1 (n  = 1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  4,  9,  14, 

u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  5»  + 1 (»  = 0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  1,  6, 

11,  u.  s.  w. 

III.  Classe.  Zahlform  5»<  — 2 (u  = 1,  2,  3,  u s.  w ),  Reihe  3,  8,  13, 

u.  s w. 
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IY.  Classe.  Zahlform  5n-]-2  (n  «=  0,  1,  2,  3.,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  7, 
12,  n.  s.  w. 

V.  Classe.  Zahlforra  5n  (n  ==  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  5,  10,  15, 
u.  s.  w. 


n =»  6. 

I.  Classe.  Zahlform  6n  — 1 (»  = l,  2,  3,  u s.  w),  Reihe  5,  11, 

17.  u.  s.  w. 

II.  Classe.  Zahlform  6a-{-l  (n  — 0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  1,  7, 

13,  u.  s.  w. 

III  Classe.  Zahlform  6»  — 2 (n  = 1,  2,  3,  u s.  w),  Reihe  4,  10, 
16,  u 8.  w. 

IV.  Classe.  Zahlform  6n-{-2  (n  «=  0,  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  2,  8, 

14,  u.  s.  w. 

Y.  Classe.  Zahlform  3n  (n  =»  1,  2,  3,  u.  s.  w.),  Reihe  3.  6,  9, 
u.  s.  w 

Iu  jeder  dieser  5 Abtheilungen  sind  also  alle  Zahlen  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  enthalten. 

Oldenburg  i.  G. 

G.  Speckmann. 


4. 


Das  Dreieck  bezogen  auf  seine  HaupttrÜgheitsaxen. 

Es  ist  in  der  Ebene  ein  rechtwinkliges  Axensystem  der  xy  ge- 
geben. Man  soll  in  allgemeinstem  Ausdruck  das  Dreieck  darstellen, 
dessen  Hauptträgheitsaxen  jene  Axen  sind. 

Seien  xxyv  a r2y2,  x3y3  die  Coordiuaten,  er,,  «3  die  Gegenseiten 
der  Ecken  Ait  As.  Geht  mau  von  einer  Ecke  4,  aus  längs  a., 
um  eine  variable  kleinere  Strecke  a3u  bis  N und  von  N längs  der 
Geraden  iVA3  = n um  eine  variable  kleinere  Strecke  nv  bis  P,  so 
ist  P ein  variabler  Punkt,  der  das  ganze  Dreieck  4 erzeugt,  wenn 
n und  v von  0 bis  1 variiren. 

Die  Coordinaten  von  P sind 


* = -f  (art-*i)w(l  — w)-f(x3  — ar,)w  ^ 

y = yi+Cy*—  yi)w(i—  tO-f-tos  — ) 
woraus  als  Functionsdeterminante  hervorgeht: 


D = 


rt—xx 
yt  — Vi 


! 

y»— y\  I 


(l-v) 


D\  1-r) 


0) 
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Hiernach  ist  der  Dreiecksinhalt 

1 1 


J = J^BuJ^Bv  . D =*  ; mithin  D — 2^(1  — 


v) 


Nach  Einsetzuug  der  Werte  (1)  gibt  eine  leichte  Integration  die 
statischen  Momente 
i i 


J BuJ  Bv  . Dx  — £^(ai+a*-j-:rs) 


0 0 

1 1 


/du  / Bv  . Dy  = (yx-\-y2-\-y^  sowie  das  Integral 

ö 

1 1 

J «. f* “ J2  ~f  ^2 H~  ^3) 4~  (xi  4* 2*2 + *-3) y* 

4~  (ri  + «*«  + 2^3)  y3)  (2) 


Diese  3 Grössen  müssen  für  Hauptträgheitsaxeu  null  sein.  Die 
vollständigen  Bedingungen  unserer  Aufgabe  sind  also: 

«1 +**+**  = 0;  yi+yä  + ft}  — 0;  xiyi+x2y3+x3yz  =~  0 
Nach  Elimination  von  xä  und  y3  lässt  sich  das  Resultat  schreiben: 
(x2  -f-  £*,)  (y2  + hl)  + V\  “ 0 (3) 

Geometrisch  gedeutet  ergibt  es  folgendes. 

Eine  Ecke  Ax  ist  willkürlich.  Die  zweite  As  liegt  beliebig  auf 
der  gleichseitigen  Hyperbel  (3),  deren  Asymptoten  den  Hauptträg- 
heitsaxen  parallel  sind.  Ihren  Mittelpunkt  A'  findet  man,  indem  man 
den  Radiusvector  Ax  O über  den  Anfangspunkt  O hinaus  um  die 
halbe  Länge  OK  verlängert.  Ihre  reelle  Axe  halbirt  die  2 Scheitel- 
winkel der  Asymptoten,  innerhalb  deren  Ax  nicht  liegt.  Ihre  Scheitel 
ergeben  sich  aus  der  Potenz  $x  1yl.  Die  dritte  Ecke  ist  der  End- 
punkt der  Verlängerung  von  A2K  um  ihre  Länge. 

Die  Ilauptträghcitsmomentc  erhält  man  aus  dem  Integral  (2), 
indem  mau  y für  x und  x für  y schreibt.  Sie  sind  also: 

■K 1=3  j2  * “I"  Vs*  “t"  ya3) » Y ===  jg  8 "i”  x3*) 

d.  h.  für  das  Dreieck  dieselben  wie  für  das  System  gleichbelasteter 
Ecken.  R.  Iloppe. 
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Bericht 


XLV. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  Von  Moritz 
Cantor.  Zweiter  Baud,  von  1200—1668.  Erster  Theil.  Leipzig 
1892.  B.  G.  Teubner.  499  S. 

Der  bier  behandelto  Zeitraum  ist  leer  an  wissenschaftlich  mathe- 
matischer Forschung,  aber  nicht  leer  an  instructiven  Punkten  und 
Momenten  historischen  Interesses.  Betrieben  wird  in  der  Tat  nur 
das  kaufmännische  Rechnen  und  die  Feldmosskuust,  der  Unterricht 
pflanzt  fast  nur  die  mathematischen  Kenntnisse  der  Griechen  und 
Araber  fort;  dennoch  erwachsen  aus  jenen  praktischen  Bestrebungen 
mancherlei  ideelle  Früchte,  wenn  gleich  ohne  regelmässige  Ent- 
wickelung, öfters  unterbrochen  durch  Rückschritt  und  Unklarheiten, 
hervor,  in  denen  mau  die  Anfäuge  der  Begriffe  und  Formen  der 
heutigen  Mathematik  nachweiseu  kann,  namentlich  bildet  sich  die 
Algebra  und  Trigonometrie  durch  «Inangriffnahme  elementarer  Pro- 
bleme allmählich  aus.  Das  vorliegende  Werk  zeichnet  sich  durch 
Vielseitigkeit  der  ans  Licht  gezogenen  Gegenstände,  durch  eingehende 
historische  Kritik,  sowie  durch  populären  Styl  vorteilhaft  aus.  Die 
Geschichte  wird  an  das  Leben  der  mehr  oder  weniger  hervorragen- 
den Autoren  angekutipft,  auf  deren  Tätigkeit  allo  Fragen  der  Ent- 
wickelung der  Doctrin  zurückführen;  abgesehen  von  den  einzelnen 
Personen  wird  aber  auch  über  die  Gründung  der  Universitäten  und 
deren  Verhalten  zur  Mathematik  Nachricht  gegeben.  Wenn  gleich 
im  VerhäUniss  zu  den  geringen  wissenschaftlichen  Leistungen  jener 
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Zeit  das  Buch  einen  grossen  Umfang  gewonnen  hat,  so  wird  man 
bei  Durchlesung  schwerlich  etwas  überflüssig  zu  ihrer  Charakterisi- 
rung  finden.  In  der  Tat  hat  der  Verfasser  einen  ziemlich  hohen 
Grad  der  Unbedeutendheit  zur  Grenze  der  Erörterung  genommen; 
doch  dient  das  Beigebrachte  noch  immer  als  Beispiel  der  herrschen- 
den eigentümlichen  Ideen  und  Meinungen.  Folgenden  Männern  wird 
der  Reihe  nach  eiu  Platz  in  der  Geschichte  der  Mathematik  er- 
teilt: Leonardo  von  Pisa,  Jordauus  Nemorarius,  Johauucs  de  Sacro- 
bosco,  Johannes  Campanus,  Richard  von  Wallingford,  Johannes 
Maudith,  Bradwardiuus,  Raimuudus  Lullus,  Johannes  de  Muris, 
Petrus  von  Dacien,  Jahaunes  de  Liueriis,  Dominicas  Parisicnsis, 
Nicole  Oresme,  Albertus  de  Saxonia,  Henricus  Ilassianus,  Conrad 
von  Jungingen,  Paolo  Dagomari,  Biagio  da  Parma,  Johann  von 
Gemunden,  Peurbach,  Nicolaus  Cusanus,  Prosdocimo  de  Beldomaudi , 
Jakob  von  Cremona,  Johaunes  Widmann,  Regiomentanus,  Ratdolt, 
Alberti,  Lionardo  da  Vinci,  Treviso,  Luca  Paciuola,  Chuquet, 
Lefövre,  Georg  Valla,  Orontius  Finacus,  Alfons  X von  Spanien, 
Petro  Sanchez,  Ciruelo,  Silicius,  Gaspar  Lax,  Juan  de  Ortego,  Petro 
Nun’ez,  Stifel , Johannes  Werner,  Peter  Apianus,  Albrecht  Dürer, 
Koppernikus,  Memmius,  Cardanus,  Luigi  Ferrari,  Tartaglia  u.  a. 

H. 


Zur  Geschichte  der  Einführung  der  jetzigen  Ziffern  in  Europa 
durch  Gerbcrt.  Eine  Studie  von  Professor  Dr.  II.  Weissenborn. 
Berlin  1892.  Mayer  u.  Müller.  123  S. 

Am  Titel  ist  das  Wort  „Einführung“  auffällig,  welches  weder 
durch  die  Schrift  selbst  noch  durch  irgend  etwas  bekanntes  gerecht- 
fertigt erscheint.  Soviel  auch  Gerbert  für  die  Aunahme  der  indi- 
schen Ziffern  durch  eigenen  Vorgang  gewirkt  hat,  so  zeigt  doch  die 
Geschichte  der  nachfolgenden  5 Jahrhunderte  keine  Spur  eines  dau- 
ernden Einflusses:  die  römischen  Zahlzeichen  bleiben  nach  wie  vor 
bei  allen  Rechnungen,  sogar  den  astronomischen  in  Gebrauch;  auch 
in  Betreff  der  Zeitgenossen  Gerbcrts  kommt  der  Verfasser  gar  nicht 
auf  die  Frage,  ob  jemand  seine  Zahlenschrift  adoptirt  hat.  Einge- 
führt hat  also,  wie  wir  sagen  ohne  ein  Wort  des  Textes  zu  be- 
streiten , Gerbert  die  indischen  Ziffern  nicht ; er  ist  ein  Vorläufer 
des  im  16.  Jahrhundert  beginnenden  Umschwuugs  in  der  systemati- 
schen Gestaltung  der  Arithmetik,  der  gerade  wegen  der  laugen 
Zwischenzeit  um  so  mehr  historisches  Interesse  bietet.  Das  vor- 
liegende Buch  scbliesst  sich  an  ein  5 Jahre  früher  erschienenes: 
„Beiträge  zur  Kenntniss  der  Mathematik  des  Mittelalters“  — an. 
In  jenem  mag  manches  angogeben  sein,  was  man  im  gegenwärtigen 
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vermissen  kann  (z.  13.  Heimat  und  Lebenszeit  von  Gerbert).  Was 
aber  nicht  wol  möglich  war  in  jenem  so  befriedigend  zum  Abschluss 
zu  bringeu,  dass  es  hätte  jetzt  übergangen  werden  dürfen,  ist  doch 
die  Frage  nach  dem  Standpunkt  von  Gerbert’s  Rechenlehre,  nament- 
lich da  der  Verfasser  selbst  erklärt,  dass  die  spärlichen  Nachrichten 
nicht  erlauben  irgend  welche  sichere  Schlüsse  zu  ziehen.  Hierüber 
findet  sich  Folgendes  angegeben.  Gerbert  kannte  und  gebrauchte 
die  9 Ziffern  der  Araber  mit  arabischen  Namen.  Letztere  waren 
auf  die  Recheumarken  geschrieben,  während  Andere  lauter  gleiche 
Marken  anwandten.  Von  schriftlichem  Rechnen  ist  nicht  die  Rede. 
Die  Einrichtung  seines  Abacus  ist  unbekannt.  Die  Null  war  zu 
seiner  Zeit  bekannt,  galt  aber  als  etwas  verschiedenes  von  den  Zif- 
fern. Er  wandte  sie  nie  au  (natürlich,  wenn  er  wirklich  nur  mit 
Abacus  rechnen  lehrte).  Aus  alledem  ist  keine  Spur  von  scientivem 
Fortschritt  zu  erkennen.  Der  Verfasser  erwähnt,  dass  schon  die 
Griecheu  das  Rechnen  mit  Abacus  nicht  als  Teil  der  Arithmetik  be- 
trachteten. In  der  Tat  ist  es  nur  eine  momeutaue  Arbeit  ohne 
Gewinn  für  den  Verstand.  Auch  der  praktische  Vorteil  der  9 Ziffern 
ist  unwesentlich.  Hätte  sich  also  wirklich  Gerbert’s  Lehre  nur  in 
der  angegebenen  Weise  unterschieden,  so  wäre  kaum  ein  Motiv  zur 
Wahl  der  arabischeu  Ziffern,  als  etwa  Vorliebe  für  das  Fremde,  er- 
sichtlich. Aus  deu  vorliegenden  Angaben  lässt  sich  zweierlei  ent- 
nehmen. Erstens,  dio  Einrichtung  des  Abacus  ist  keine  traditionell 
feststehende,  daher  auch  wol  schwerlich  eine  aus  dem  Altertum 
stammende,  wie  Viele  vorauszusetzen  scheinen,  sondern  hängt  vom 
Ermessen  der  einzelnen  Lehrer  ab.  Zweitens,  dio  Null  (zero)  ist 
ein  Element  in  der  derzeitigen  Rechenlehre,  das  aber  ohne  Ver- 
ständnis (von  deu  Arabern)  aufgenommen  zu  sein  scheint.  Dafür 
tritt  hier  als  ein  neues  Zeugniss  die  Bemerkung  ein,  dass  die  Null 
begrifflich  nicht  als  Zilfer  aufgefasst  werde.  Noch  mehr  zu  der  An- 
nahme gedrängt  sind  wir  durch  die  von  Boncompagui  im  15.  Bande 
des  Bulletiuo  ans  Licht  gezogene  ganz  rätselhafte  Aufstellung  zweier 
Schriftsteller,  die  übereinstimmend  erklären,  zero  bedeute  eino  der 
9 Ziffern,  aber  nicht  die  Null.  Zur  Hauptfrage  jedoch  macht  der 
Verfasser  diese:  Von  wem  hat  Gerbert  das  Rechuen  gelernt?  — 
und  zwar  handelt  es  sich  von  Anfang  bis  Ende  darum,  ob  ein  ge- 
wisser Josepbus  sapiens,  auch  Hispanus  genaunt,  seiu  Lehrer  ge- 
wesen, was  über  denselben  näheres  zu  ermitteln  sei,  und  mit  welchen 
Männern  des  Namens  Joseph  er  wol  identisch  sein  könne.  Offenbar 
ist  das  Interesse  au  jener  Frage  in  Bezug  auf  Gerbert  ganz  durch 
die  sachliche  Bestimmung  bedingt,  was  dieser  von  Joseph  gelernt 
haben  soll;  die  blosse  Tradition  der  alten  Rechenkunst  kann  über  die 
Gestaltung  von  Gerbert’s  Lehre  und  deren  Quelle  keinen  Aufschluss 
geben.  Eine  solche  Unterweisung  hat  der  Verfasser  nicht  gemeint; 
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um  also  überhaupt  don  Gegenstand  seiner  Untersuchung  verständlich 
auszusprechen,  war  eine  Berührung  des  spccifisehen  Lebrinhalts, 
d.  h.  keine  blosse  Aussage  (wie  auf  Seite  14)  dass  ein  solcher  vor- 
handen gewesen,  nicht  zu  umgehen,  und  darauf  kommt  er  nie  zu 
sprechen.  Das  Buch  bietet  sehr  viel  litterarischeu  Stoff.  Die  Citate 
stehen  meist  in  Zwischensätzen  des  Textes  und  sind  ausführlicher 
behandelt  in  eiuer  grossen  Anzahl  angebängter  Noten.  Da  sie  zu- 
fälligen Anlass  haben,  so  ist  es  wenig  wahrscheinlich,  dass  sie  be- 
anspruchen etwas  erschöpfendes  oder  eine  Auswahl  des  Instructivsten 
zu  geben.  H. 

Bilder  aus  der  Geschichte  der  Physik.  Für  Freunde  der  Natur- 
wissenschaften und  für  Studircndo  au  höheren  Schulen.  Von  Dr. 
Eugen  Netoliczka,  kaiserl.  Rath,  Professor  der  Physik  i.  R.  in 
Graz,  Ritter  des  k.  k.  österreichischen  Franz-Josef-Ordens , Besitzer 
der  gold.  Medaille  für  Kunst  und  Wissenschaft  und  des  Verdienst- 
kreuzes des  grossherz.  Mecklenburgischen  Ordens  der  wendischen 
Krone.  Nach  des  Verfassers  Tode  fortgesetzt  und  durchgesehen 
von  Dr.  A.  Wachlowski,  k.  k.  Gymuasial-Professor.  Wien  und 
Leipzig  1891.  A.  Pichler’s  Witwe  u.  Sohn.  258  S. 

Das  Buch  gibt  in  der  Kürze  das  Wichtigste,  was  dem  Zwecke 
historischer  Ausbildung  entspricht,  und  zeugt  in  allen  Stücken  von 
einer  richtigen  Auffassung  seiner  Aufgabe.  Dem,  was  die  Vorrede 
zur  Begründung  der  Notwendigkeit  historischen  Betreibens  der  Wis- 
senschaft ausspricht,  müssen  wir  sogleich  zu  näherer  Bestimmung 
hinzufügen,  dass  es  sich  um  das  Werden  der  heutigen  Wissen- 
schafthandelt. Wir  haben  nicht  die  alton  Forscher  in  ihrem  dunkeln 
Suchen  zu  begleiten , sondern  deren  Wege  mit  dem  gewonnenen 
Lichte  zu  erhellen  und  irrige  Gedanken  vou  richtigen  zu  unter- 
scheiden. Erst  nachdem  man  mehr  zu  dieser  Praxis  übergegangen 
ist,  und  die  Acusscruugcn  der  Alten  im  Sinne  der  jetzigen  Ideen 
zu  deuten  versucht,  hat  sich  gezeigt,  diss  die  alte  Zeit  der 
Physik  weniger  fremd  ist,  als  es  früher  schien.  Mau  muss  es  dar- 
um auch  als  möglich  zulasseu,  dass  manche  reifere  Erkeuntuisse 
Einzelner  nur  darum  mit  deren  Ableben  untergegangen  sind,  weil 
ihre  Zeitgenossen  sie  nicht  zu  würdigen  verstanden.  Das  vorliegende 
Buch  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  es  die  moderne  Perspective 
entschieden  zum  Princip  der  Darstellung  macht;  demgemäss  bildeu 
auch  die  Zweige  der  heutigen  Physik  die  Themata  der  einzelnen 
Abschnitte.  Dass  der  Schüler  auch  die  bcgaugeucn  Irrtümer  kennen 
lernen  muss,  wird  iu  der  Vorrede  betont  und  in  der  Ausführung 
danach  verfahren.  Die  Notwendigkeit  tritt  am  deutliehsen  in  der 
Erfahrung  zutage,  dass  die  „Freuude  der  Naturwissenschaft44,  welche 
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zur  Zeit  keiuo  Forsehcr  sind,  sieh  die  Wege  der  Entdeckung  viel 
zu  kurz  denken,  begreiflicherweise,  weil  sie  über  alles,  was  ihnen 
gewöhnlich  und  im  allgemeinen  geläufig  ist,  ohne  Beachtung  hinweg 
zur  neuen  Entdeckung  eilen  Dieser  Umstand  zeigt,  wie  in  der  Tat 
die  Ungründlichkeit  im  Betreiben  der  Wissenschaft  im  nächsten  Zu- 
sammenhänge steht  mit  dem  Mangel  historischer  Bildung,  d.  h.  der- 
jenigen, welche  die  Wissenschaft  nicht  bloss  auf  ihrem  neuesten 
Standpunkt  kennt  Die  Geschichte  wird  hier  der  Zeit  nach  nur  in 
die  des  Altertums,  des  Mittelalters  und  der  Neuzeit,  letztere  begin- 
nend in  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  eingeteilt.  Von  jedem  dieser 
Zeitabschnitte  wird  zuerst  ein  allgemeines  Bild  entworfen,  doch  ist 
auch  dieses  mit  allen  erreichbaren  tatsächlichen  Angaben  verbunden, 
so  dass  an  manchen  Stellen  der  Ueberblick  durch  blosse  Zusammen- 
ordnung der  Tatsachen  gegeben  wird.  Hierauf  folgen,  in  Bezug  auf 
das  Altertum,  die  Mechanik,  Optik,  Akustik,  Magnetismus,  Elektri- 
cität,  kosmische  Physik  und  Chemie.  Für  alle  diese  Zweige  sind 
die  Stellen  zusammengesucht,  aus  denen  wir  über  die  Kenntnisse, 
technische  Verwendung  und  Erklärungsversuche  der  Alten  irgend 
etwas  entnehmen  können.  Alles  dies  zeigt,  dass  hinreichender  Trieb 
vorhanden  war  dio  von  Natur  gegebenen  Erscheinungen  so  genau 
als  möglich  zu  beobachten  und  aus  den  Resultaten  Schlüsse  auf  dio 
Gesetze  und  Ursachen  derselben  zu  ziehen,  dass  sich  aber  nirgends 
der  Gedanke  findet  die  Entscheidung'über  Fragen  der  letztem  durch 
das  Experiment  zu  suchen.  Da  der  Verfasser  hierdurch  die  Physik 
der  Alten  charakterisirt,  so  lag  wol  nichts  näher  als  die  neue  Zeit 
von  da  au  zu  rechnen,  wo  das  Experiment  als  Quelle  der  Natur- 
erkenntniss  principiell  erkannt  und  klar  ausgesprochen  ist,  und  das 
ist  nicht  im  18.,  sondern  im  17.  Jahrhundert  durch  Bako  geschehen.  Die 
Reihe  von  Entdeckungen,  welche  aus  dem  neuen  Forschungsprincip 
in  schneller  Folge  hervorwuchsen,  und  die  den  schroffsten  Gegensatz 
gegen  den  Charakter  des  Mittelalters  zeigen,  bringt  trotzdem  der  Ver- 
fasser mit  zum  Mittelalter  — man  findet  schwerlich  ein  anderes  Motiv 
als  demselben  einen  Anteil  au  historischer  Bedeutuug,  die  ihm  sonst 
zu  sehr  mangelt,  zuzuwenden.  Die  Geschichte  der  Neuzeit,  wie  sie 
im  Buche  heisst,  stellt  sich  nun  als  reine  Fortsetzung  der  im  zweiten 
Abschnitt  behandelten  dar.  Je  mehr  sie  sich  der  Gegenwart  nähert, 
desto  mehr  musste  natürlich  der  Umstand  auf  die  Abfassung  Ein- 
fluss üben,  dass  dio  Lösung  und  Entscheidung  immer  neuer  Fragen 
der  Zukunft  Vorbehalten  bleibt,  dass  also  der  Bearbeiter  nicht  mehr 
in  der  Lage  ist  von  reiferem  Standpunkt  über  die  auftretenden  An- 
sichten zu  urteilen.  Dem  entsprechend  hat  hier  der  Verfasser  die 
sonst  beobachtete  Kürze  und  Uebersichtlichkeit  aufgegeben  und  aus- 
führlicher über  die  für  wichtig  erachteten  Arbeiten  der  an  den 
neuern  Entdeckungen  beteiligten  Forscher  berichtet.  H. 
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Geschichte  der  Physik.  Von  Dr.  E.  Gerl  and,  Dozent  für 
Physik  und  Elektrotechnik  an  der  Königlichen  Bergakademie  zu 
Clausthal  i.  H.  Mit  72  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Leipzig 
1892.  J.  J.  Weber.  356  S. 

Das  Buch  gehört  als  Kr.  4.  zu  Wehcr’s  „Naturwissenschaftlicher 
Bibliothek.'1  Die  Geschichte  der  gesamten  Physik  ist  hier  ohue 
Scheidung  der  Zweige  in  einen  fortlaufenden  Faden  chronologischer 
Folge  mit  grossem  Geschick  verarbeitet,  in  lebensvoller  und  dabei 
stets  exacter  Sprache,  der  es  auch  nicht  au  den  erforderlichen  posi- 
tiven Angaben  mangelt.  Man  lernt  alles  einzeln  im  Durchleseu; 
dahingegen  bleibt  die  Aufgabe  sich  über  deu  jeweiligen  Standpunkt 
der  physikalischen  Erkenntniss  zu  unterrichten  ganz  dem  Leser  über- 
lassen. Die  Quellen  sind  im  Texte  nie  angegeben;  zum  Ersätze 
folgt  am  Schlüsse  ein  Litteraturverzcielmiss;  Verweisung  auf  das- 
selbe findet  nicht  statt.  H. 


lieber  den  Antheil  der  mathematischen  Wissenschaften  au  der 
Kultur  der  Renaissance.  Vortrag  gehalten  im  Rathhaus  zu  Zürich 
am  5.  Februar  1891.  Von  Dr.  F.  Rudio,  Professor  in  Zürich. 
Hamburg  1892.  Verlagsanstalt  und  Druckerei  A.  G.  33  S. 

Der  Vortrag  ist  in  erster  Linie  eiue  begeisterte  Lobpreisung 
der  Mathematik  für  Zuhörer,  welche  derselben  vermutlich  fern  stekeu, 
und  zwar  durch  Musterung  ihrer  Geschichte,  aus  welcher  viele  Züge 
geeiguet  Hochschätzung  zu  erwecken  vorgeführt  werden.  Nament- 
lich wird  darauf  hingewiesen,  dass  die  Blütezeit  der  Culturvöiker 
immer  mit  neuen  mathematischen  Erkenntnissen,  erhöhten  Leistungen 
der  Mathematik  und  eifrigerer  Hinneigung  zu  ihr  verbunden  auttritt 
Obgleich  es  nirgends  ausgesprochen  noch  nachgewiesen  wird,  so 
scheint  doch  die  Rede  überall  darauf  abzuzielen,  dass  man  das  Be- 
treiben der  Mathematik  ohne  weiteres  als  Ursache  der  gleichzeitigen 
Cultur  auffassen  soll,  und  den  Gedanken  fernzuhaltcn , dass  bei  er- 
wachtem Culturleben  neben  andern  Wissenschaften  natürlicherweise 
auch  die  Mathematik  nicht  fehlen  wird.  Was  endlich  die  Renaissance 
betrifft,  so  kommt  nur  das  Wort  öfters  vor,  von  ihrem  Wesen  und 
der  Zeit  ihrer  Erscheinung  ist  nie  die  Rede.  II. 


Wilhel  m Weber.  Eine  Lebensskizze  von  H einrieh  Weber, 
Professor  an  der  Iierzogl.  technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 
Mit  einem  Bildnis  aus  dem  Jahre  1884.  Breslau  1893.  Eduard 
Trewcndt.  111  S. 
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Indem  die  Schrift  die  Lebensgeschichte  W.  Weber’s  — Sohnes 
des  Prof,  der  Theologie  Michael  W.,  geb.  d.  24.  Oct.  1804  in  Wit- 
teuberg,  gest.  den  23.  Juni  1891  in  Göttingen  — ohne  Abschweife 
erzählt,  werden  uus  zugleich  ein  ansehnlicher  Kreis  von  Gelehrten 
ersten  Ranges,  mit  denen  er  im  Umgang  stand,  und  bekannte  Be- 
gebenheiten, die  auf  seiue  Schicksale  und  seine  Tätigkeit  bestim- 
mend wirkten,  vorgeführt,  letztere  noch  besonders  Interesse  erregend 
durch  wörtliche  Mitteilung  von  Urkunden  und  Correspondenzen.  Die 
ersten  2 Abschnitte  umfassen  die  Studienjahre  in  Halle  und  Berlin; 
von  letzterem  Universitätsbesuche  datiren  die  meisten  freundschaft- 
lichen Beziehungen.  Nun  folgen  die  4 Perioden  von  Weber’s  Lehr- 
uud  Forschertätigkeit:  von  1831  bis  1837  als  Professor  in  Göttingen, 
dann  nach  Amtsentsetzung  in  der  Zwischenzeit  bis  1843,  dann  als 
Professor  in  Leipzig,  daun  nach  seiner  Wiederberufuug  1849  in 
Güttingen.  Ucber  seiue  wissenschaftliche  Tätigkeit,  die  wol  eine 
sehr  conceutrirte,  ohne  fremde  Teilnah  tie  und  litterarischen  Verkehr 
gewesen  sein  mag,  verhält  sich  die  Erzähluug  ziemlich  schweigsam: 
die  Gegenstände  werden  kaum  mehr  als  dem  Titel  nach  genannt; 
erst  iu  der  letzten  Periode  wird  auf  manches  mehr  eingegaugen; 
dafür  wird  der  Leser  durch  Züge  des  Charakters  entschädigt. 

H. 


Carl  Heinrich  Schellbach.  Gedächtnissrede  gehalten  in 
der  Aula  des  Königlichen  Friedrichs-Wilhelms-Gymnasiums  am  29. 
Octobor  1892  von  Felix  Müller.  Mit  einem  Bildnis  Schellbach’s. 
Berliu  1893.  Georg  Reimer.  35  S. 

Die  angegebenen  üussern  Facta  betreffend  das  Leben  des  Ver- 
ewigten sind  folgende.  Er  ist  geb.  d.  25.  Doc.  1804  auf  der  Reiso 
nach  seiner  Vaterstadt  Eisleben,  unterrichtet  daselbst  auf  dem  Gym- 
nasium, studirte  Mathematik,  Physik  und  Philosophie  von  1824  an 
in  Halle,  zog  1829  nach  Berlin,  promovirte  1834  in  Jena,  lehrte 
von  da  an  bis  1841  am  Friedrich-Werder’schen,  dann  am  Königl. 
Friedrich-Wilhelms-Gymnasium,  von  1843  an  zugleich  an  der  Königl. 
Kriegsakademie  und  gehörte  seit  jener  Zeit  zur  wissenschaftlichen 
Prtifungscommission,  war  lange  Zeit  Lehrer  des  Kronprinzen  Friedrich 
Wilhelm,  nachhcrigen  Kaisers  Friedrich,  gründete  1855  das  mathe- 
matisch-pädagogische Seminar,  war  beteiligt  an  der  Herausgabe  des 
Crelle'schen  Journals,  trat  1889  in  den  Ruhestand  und  starb  d. 
29.  Mai  1892.  Die  Rede  beleuchtet  sehr  eingehend  seine  vielseitige 
Tätigkeit  innerhalb  und  ausserhalb  der  Schule,  entwickelt  diejenigen 
seiner  pädagogischen  Grundsätze,  welche  der  Redner  selbst  adoptirt 
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uud  als  von  ihm  in  sciucm  Unterrichte  empfangen  darstellt,  und 
führt  in  ihrem  Verlaufe  viele  seiner  Schriften  und  Reden  auf.  Der 
gedruckten  Ausgabe  der  Rede  ist  die  vollständige  Zusammenstellung 
dieser  Schriften  am  Schlüsse  beigefügt.  H. 


Sammlungen. 

Recuoil  de  problemcs  do  mathömatiques.  Göomölric  analytique 
k dcux  dimeusioucs  (et  geometrio  superieure)  k l’usagc  des  classes 
de  mathömatiques  Par  C.  A.  Laisa  nt,  Doctcur  ös  scicnccs,  An- 
eien  elövo  do  l’Ecole  Polytechuique.  Paris  1893.  Gauthier  Villars 
et  fils.  311  S. 

Diese  Aufgaben  sind  aus  den  bedeutendsten  französischen  mathe- 
matischen Zeitschriften  seit  1842  vom  Verfasser  ausgezogen,  geordnet 
und  mit  Verweisungen  versehen.  Einige  darunter  verlangen  den 
Beweis  aufgestellter  Sätze.  Sie  sind  nicht  ausschliesslich  für  Schulen, 
sondern  zum  Teil  für  die  reiue  Wissenschaft  bestimmt,  auch  kommen 
Aufgaben  berühmter  Autoren  vor.  Von  vielen  Aufgaben  sind  Lö- 
suugeu  bereits  veröffentlicht*,  die  Autoren  der  Fragen  sind,  soweit 
der  Verfasser  sie  hat  ermitteln  können,  stets  angegeben,  und  die 
Lösungeu  citirt.  Die  Hauptabschnitte  sind:  Gebilde  aus  Geraden 
uud  Kreisen,  Kegelschnitte,  algebraische  Curven,  transccndente  oder 
allgemeine  Curven,  geometrische  Oerter,  Enveloppen,  bewegte  Ge- 
bilde. H. 


100  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie  nebst  vollständigen 
Lösungen.  Mit  104  Abbildungen.  Von  Dr.  Karl  Schwcriug, 
Oberlehrer  und  Professor.  Freiburg  i.  Br.  1891.  Herder.  152  S. 

Der  1.  Teil  enthält  60  planimetrische,  der  2te  40  stereometri- 
sche mann  ich  faltige,  hinsichtlich  der  Schwierigkeit  absichtlich  ge- 
mischte, für  Erweckung  des  Interesses  ausgcwähltc  Aufgaben.  Nicht 
nur  die  Lösungen  und  Beweise,  sondern  auch  alles,  was  zur  Ana- 
lysis und  Determination  gehört,  sowie  die  auzuwendenden  Sätze 
stehen  ausführlich  dabei.  Sie  sind  darauf  berechnet  mit  einem  be- 
liebigen Lehrbuche  verbunden  gebraucht  zu  werden.  H. 


Planimetrische  Aufgaben  für  den  Gebrauch  im  Schul-,  Privat* 
und  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Reidt,  Oberlehrer 
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am  Gymnasium  zu  Hamm.  Erster  Toil.  Aufgaben  geordnet  nach 
den  Lehrsätzen  des  Systems.  Zweite  Auflage.  Breslau  1890.  Eduard 
Trewendt.  96  S. 

Im  26.  litt.  Bericht  S.  15  ist  der  2.  Teil  in  1.  Auflage  bespro- 
chen. Was  daselbst  zur  Cbarakterisirung  des  Ganzen  gesagt  ist, 
trifft  auch  in  Betreff  des  jetzt  erschienenen  Teils  vollkommen  zu. 
Etwas  hinzuzufügen  ist  kein  Anlass.  H. 


Die  wichtigeren  Dreiecksaufgaben  aus  der  ebenen  Trigonome- 
trie. Für  den  Schulgebrauch  und  zum  Selbststudium  zusammengc- 
stellt  und  aufgelöst  von  Waldemar  Madel.  Berlin  1892.  Max 
Rüger.  63  S. 

Es  sind  305  Combinationeu  zu  3 aus  den  Seiten , deren  Sum- 
men, Differenzen  und  Quadratsummen,  Höheu,  deren  Summen  und 
Differenzen,  Inhalt,  Um-  uud  Iukreisradius  und  Winkeln  als  gegebene 
Bestimmuug8stücko  des  Dreiecks  zuerst  in  Zeichen  tabellarisch  auf- 
gestellt. Danu  wird  für  jede  dieser  Combinatioucn  der  Weg  der 
suecessiven  Berechnung  der  unbekannten  Seiten  und  Winkel  durch 
Angabe  der  auf  Iogarithmisehc  Rechnung  eingerichteten  Formeln 
augezeigt.  II. 


Gcerling’s  Rechenbuch,  Iland-  und  Hilfsbuch  für  höhere  und 
Subalternbeamte,  Militäranwärter  und  Praktikanten,  welche  zum 
Zwecke  ihrer  Anstellung  oder  Beförderung  in  höhere  Amtsstell ungeu 
eine  Prüfung  im  Rechnen  abzulegen  haben.  Zwölfte  Auflage.  Leipzig 
1892.  Ad.  Gestewitz  Nachf.  104  S. 

Das  Buch  gibt  in  sehr  geschickter  Abfassung  ohno  Voraus- 
setzung besonderer  Schulbildung  ausreichende  Anweisung  zum  Rech- 
nen, uud  zwar  umfasst  es  die  4 Species  in  Ganzen,  gemeinen 
und  Decimalbrüchcn , Proportionen,  Quadrat-  und  Kubikwurzelaus- 
ziehung,  Procent-,  Disconto-,  Wechselrechnung,  Zins-  und  Zinseszins- 
rechnung,  Mischungsrechnung,  Kettenrechnung,  Buchstabenrechnung, 
Flächen-  und  Körperbercchnung,  Aufgaben  aus  der  Mechanik,  vorher 
Auskunft  über  die  Erfordernisse  der  Prüfungen.  II. 


5000  Aufgaben  nebst  Resultaten  aus  der  Bruchrechnung  — 
— und: 

Arithmetisches  Quellsalz  für  Freunde  des  Rechnens.  Von 
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Ford,  lloese.  Wismar  1890.  Hinstorff.  46  S.  13^  X 10J  cm. 
und  176  S.  5}  X 4 ^ cm. 

Ein  grosser  Vorrat  an  numerischen  Exempeln  auf  kleinem 
Raume.  11. 


Aufgaben  aus  der  theoretischen  Mechanik  nebst  Auflösungen. 
Von  Dr  v.  Zech,  Prof.  a.  D.  Zweite  Auflage  unter  Mithilfe  von 
I)r.  C.  Crauz,  Doeent  der  technischen  Hochschule  Stuttgart.  Stutt- 
gart 1891.  J.  B.  Metzler.  225  S. 


Die  Aufgaben  gehören  zu  fo'genden  10  Teilen  der  Mechanik: 
Zusammensetzung  der  Kräfte,  Gleichgewicht  in  der  Ebene,  im  Raume, 
virtuelle  Verschiebungen,  Gleichgewicht  mit  Reibung,  Grapkostatik, 
Dynamik  des  Punktes,  Stoss,  Festigkeit,  Hydrostatik,  Drehung  um 
feste  Axe,  Dynamik  der  Körper.  Sie  sind  ohne  jede  willkürliche 
Specialisirung,  lassen  sich  sogar  bald  mehr,  bald  weniger  als  An- 
hang zur  Theorie  selbst  rechnen.  Die  2.  Auflage  ist  vermehrt  durch 
Aufnahme  mancher  Aufgaben  von  C.  W.  Baur.  H. 


Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  einem  Anhänge,  physikalische 
Tabellen  enthaltend.  Zum  Gebrauche  für  Lehrer  uud  Schüler  in 
höheren  Uuterrichtsaustalten  uud  besonders  beim  Selbstunterricht. 
Von  Prof.  Dr.  C.  Fliedner,  Gymuasialprorector  a.  D.,  Inhaber 
des  Roten  Adlerordens  IV.  Classe.  Siebente,  verbesserte  und  ver- 
mehrte Auflage,  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  G.  Krebs  in  Frankfurt 
a.  M.  Mit  74  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen  - — und: 

Auflösungen  zu  den  Aufgaben  aus  der  Physik  etc.  s.  o.  Mit 
122  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen.  — Braunschweig  1891- 
Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  134  -f-  23  -j-  197  S. 

Die  Aufgabensammlung  ist  sehr  reichhaltig  uud  vielseitig.  Die 
Auswahl  schliesst  sich  sichtlich  der  technischen  Verwendung  an- 
Aufgaben,  welche  bloss  nach  Quantitäten  fragen,  also  Berechnung 
fordern,  bieten  sich  natürlich  am  leichtesten  dar  und  sind  auc 
hier  in  grösster  Anzahl  vorhanden.  Die  Data  sind,  nach  Voraus- 
schickung einiger  Aufgaben,  welche  das  allgemeine  Verfahren  m 
innerung  bringen , in  bestimmten  Zahlen  aufgcstellt.  Bei  manchen 
Aufgaben  werden  auch  Constructionen  verlangt.  Nun  erstrec 
sich  die  Aufgaben  aber  auch  in  ziemlichem  Umfange  aut  Exp®*1 
mente.  Bei  diesen  scheint  Beschreibung  derselben  als  genügen  e 
Lösung  betrachtet  werden  zu  sollen-,  wieviele  die  Schüler  aus 
können,  bleibt  natürlich  Vorbehalten. 
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Uebungsbueh  zur  Arithmetik  und  Algebra,  enthaltend  die  For- 
meln, Lehrsätze  und  Auflösungsmctbodon  in  systematischer  Anord- 
nung und  eine  grosse  Anzahl  von  Fragen  und  Aufgaben.  Anhang 
für  höhere  realistische  Lehranstalten  (Realgymnasien,  Oberreal- 
schulen u.  s.  w.)  bearbeitet  von  Dr.  E.  Wrobel,  Gymnasiallehrer 
in  Rostock.  — — Und: 

Resultate  zu  dem  Uebungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra. 
Anhang.  Herausgegeben  von  Dr.  E.  Wrobel,  Gymnasiallehrer  in 
Rostock.  Rostock  1802.  Willi.  Werther.  70  -f-  30  S. 

Dies  Buch  gehört  als  Anhang  zu  dem  gleichbetitelten,  welches 
im  33.  litt.  Bericht  S.  32  besprochen  ist.  Es  behandelt  gleicherweise 
die  Gleichungen  3.  und  4.  Grades,  die  Auflösung  numerischer  Glei- 
chungen durch  Näherung,  den  Moivre’sehcn  Lehrsatz,  Potcnziren 
uud  Radiciren  complexer  Zahlen,  Auflösung  binomischer  Gleichungen 
uten  Grades,  unendliche  Reihen  und  Maxima  und  Minima  der  Func- 
tionen. II. 


Aufgaben  aus  der  Stereometrie  uud  Trigonomctrio  Für  Gym- 
nasien uud  Realschulen  bearbeitet  von  K.  Jüdt,  K.  Professor  und 
Rektor  der  Realschule  in  Ausbach.  Vierte,  vermehrte  Auflage.  Aus- 
bach 1891.  Fr.  Scybold.  61  S. 

Die  Auordnuug  entspricht  den  Cursen  der  bairischen  Gymuasicu 
und  Realschulen  und  ist  mittelst  h.  Ministcrial-Eutschliessung  den- 
selben zum  Gebrauche  empfohlen.  Demgemäss  enthält  der  1.  Teil 
Aufgaben  zur  Stereometrie,  grösstenteils  Körperbcrechuung,  der  2te 
zur  ebenen  Trigonometrie.  U. 


Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 

XXXVIII. 


Geschichte  der  Mathematik  nnd  Physik. 

Cautor,  M.,  Vorlcsuugen  über  Geschichte  d.  Mathematik.  2.  Bd. 
Von  1200 — 1668.  2.  Thl.  Leipzig,  Tcubucr.  10  Mk.;  2.  Tbl.  kplt. 
24  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1886.  Dargestellt  v.  der 
pliysikal.  Gesellschaft  zu  Berliu.  42.  Jahrg.  2.  Abth.  Berlin,  Georg 
Reimer.  17  Mk. 

Joatiuis  Gcomotrao  carincu  de  S.  Pautelcemoue,  integrum  cd. 
L.  Sternbach,  Krakau,  Buchh.  d.  polu.  Verlags-Ges.  3 Mk. 

Lindemann,  üb.  die  uns  erhaltenen  Bücher  aus  der  Bibliothek 
d.  Coperuikus.  — lieber  die  Hypothesen  der  Geometrie.  Königs- 
berg, Koch.  15  Pf. 

Mahler,  E.,  der  Kalender  der  Babylonier.  Leipzig,  Frey  tag. 
60  Pf. 

Riemann’s,  B.,  gesammelte  mathematische  Werke  u.  wissen- 
schaftlicher Nachlass.  Hrsg.  v.  H.  Weber.  2.  Aufl.,  bearb.  v.  H. 
Weber.  Leipzig,  Tcubucr.  18  Mk. 

Methode  nnd  Princlpien. 

Bi  eie r,  A.,  schulgemässe  Behandlung  der  Geometrie  in  Bür- 
ger- und  Mittelschulen.  Für  Lehrer  u.  Seminaristen  bearb.  (ln  2 
Tin.)  1.  TI.:  Die  Grundlehren  der  Geometrie.  Hanuover,  Meyer. 
1 Mk. 

Hoffmann,  G.,  die  Anderssohn’sche  Drucktheorie  u.  ihre  Be- 
deutung f.  die  einheitliche  Erklärung  der  physischen  Erscheinungen. 
Halle,  Schwetschke’scher  Verl.  1 Mk. 

Kublin,  S.,  die  Bewegungen  der  Elemeute.  Eine  kosmisch- 
tellur.  Studie.  Fünfkirchen,  Engel.  60  Pf. 
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Me  wes,  R.,  Kraft  u.  Masse,  Bilder  d.  Kosmos.  (Identität  der 
Naturkräfte.)  1.  TI.  Berlin,  Exp.  d.  „Immaterialgüter.“  2 Mk. 

Sachse,  F.  J.,  der  praktische,  geistbildende  u.  erziehliche  Unter- 
richt im  Rechnen  u.  in  der  Raumlehre.  1.  TI.  Allgemeine  Lehr- 
kuude  d.  Rechenunterrichts.  2.  Aufl.  Osnabrück,  Wehberg.  2 Mk. 
25  Pf. 

Weinhold,  K.,  Glücksrad  u.  Lebensrad  Berlin,  Georg  Rei- 
mer. Kart.  2 Mk.  50  Pf. 

Wenzel,  L.,  logische  Operationen  in  der  Mathematik  u.  beim 
mathematischen  Unterrichte.  (Fortsetzung.)  Progr.  Klagen furt, 

v.  Kleinmayr.  1 Mk. 


Lehrbücher. 

Kambly,  L.,  die  Elementar-Mathematik,  f.  den  Schulunterricht 
bearb.  4.  TI.  Stereometrie.  Nebst  Uebungsaufgaben.  22.  Aufl. 
Breslau,  Hirt,  Verl.  1 Mk.  50  Pf. 

Wimmenauer,  Th.,  die  Elemente  der  Mathematik  f.  Gym- 
nasien, nach  den  neuen  Lehrplänen  bearb.  1.  TI.:  Arithmetik. 
2.  Afl.  Ebd.  2 Mk. 


Sammlungen. 

Braun,  W.,  Rechenbuch  f.  die  unteren  Klassen  v.  Mittel- 
schulen. 1.  TI.  Das  Rechnen  m.  ganzen  fahlen.  3.  Aufl.  Bamberg, 
Uhlenhuth’s  ßuebh.  Kart.  1 Mk.  20  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.  1128. — 1147.  Hft.  Stuttgart,  Jul.  Maier,  ä 25  Pf. 

Knies,  K.,  u.  0.  Bach  mann,  Aufgabensammlung  f.  das 
Rechnen  m.  unbestimmten  Zahlen.  1.T1.  4.  Aufl.  München,  Kellerer. 
1 Mk.  20  Pf. 

Madel,  W.,  die  wichtigsten  Dreiecksaufgaben  aus  der  ebenon 
Trigonometrie.  Für  den  Schulgebrauch  u.  zum  Selbstudium  zu- 
saramengestellt  u.  aufgelöst.  Berlin,  Rüger,  Verl.  1 Mk.  80  Pf. 

Roeder,  H.,  Aufgaben  aus  der  ebenen  Geometrie.  Breslau, 
Ilirt,  Verl.  1 Mk.  35  Pf. 

Sachs,  S.,  Auflösungen  der  im  M.  Hirsch,  Sammlung  v.  Bei- 
spielen u.  s.  w.  enth.  Gleichungen  u.  Aufgaben.  13.  Aufl.  v.  G. 
Valentin.  Altenburg,  H.  A.  Pierer.  5 Mk. 

Sammlung  v.  Formeln  aus  dem  Gebiete  der  Algebra,  Geome- 
trie, Stereometrie,  Trigonometrie,  Mechanik  u.  Astronomie,  zusam- 
mcngestcllt  f.  den  Schulgebrauch.  3.  Aufl.  Würzburg,  Stahel,  Verl. 
50  Pf. 
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Schubert,  H.,  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  u.  Algebra  f.  Real- 

u.  Bürgerschulen.  Ein  Auszug  aus  der  Sammluug  v.  arithmet.  u 
algebr.  Fragen  u.  Aufgaben.  Potsdam,  Stein.  1 Mk. 

Stubba,  A.,  Sammlung  algebraischer  Aufgaben,  nebst  Anleitg. 
zur  Auflösg.  derselben  durch  Verstandesschlüsse.  12.  Auf!.,  bearb. 

v.  K.  Backhaus.  Altenburg,  H.  A.  Pierer.  2 Mk. 
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b.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München.  1892.  2.  Hft.  Mün- 
chen, Franz’scher  Verl.  1 Mk.  20  Pf. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  hrsg.  unter  der  Red.  v. 
0.  Schlömilch,  E.  Kahl  u.  M.  Cantor.  37.  Jahrg,  1892.  Suppl. 
Leipzig,  Teubner.  5 Mk 
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XLVI. 


Lehrbücher. 

Lohrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  Von  Prof. 
Dr.  Karl  Wilhelm  Neumann,  Oberlehrer  an  dem  Gymnasium 
zu  Bremen.  Sechste,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Bremen 
1892.  M.  Heinsius  Nachfolger.  215  S. 

Das  Lehrbuch  zeigt  mit  verhältnissmä9sig  weuigen  Ausnahmen 
grossen  Fleiss  iu  der  Bearbeitung.  Namentlich  ist  darauf  gesehen, 
dass  olles  notwendige  Wissen  nach  allen  Seiten  hin  darin  steht,  gleich 
von  Anfang  auf  niederer  Stufe  exact  ausgedrtickt  ist,  mithin  keiner 
Correctiou  auf  höherer  Stufe  bedarf,  und  begründet  wird.  Besonders 
hervorzuheben  ist,  dass  die  7 algebraischen  Operationen  systematisch 
entwickelt,  die  4 inversen  als  inverse,  und  die  Erweiterungen  des 
Zahlbegriffs  erklärt  werden.  Weniger  ist  darauf  Bedacht  genommen, 
Ueberflü8siges  zu  meiden,  das  Wichtige  und  Grundlegende  von  wei- 
tern Folgerungen  zu  scheiden  und  auf  einfachstem  Wege  ohne  fremde 
Einmischung  herzuleiten,  damit  der  Schüler  über  die  Menge  von 
Sätzen,  die  er  zu  behalten  hat,  eine  Uebersicht  gewiunt.  In  dieser 
Beziehung  würde  für  künftige  Auflagen  mancherlei  zu  bessern  bleiben. 
Sachlich  unrichtig  ist,  was  über  den  Nenner  null  gesagt  wird.  Der 
wichtigste  Satz,  dass  nämlich  durch  0 nicht  dividirt  werden  kann, 
dass  also  a:  0 kein  Ausdruck  für  eine  Zahl  ist,  ist  gar  nicht  aus- 
gesprochen. Dieser  Satz  allein  euthält  alles,  was  an  jener  Stelle  zu 
sagen  wrar.  Was  dagegen  dasteht,  a : 0 sei  unendlich  gross,  ist  falsch, 
0 : 0 sei  unbestimmt,  ist  undeutlich,  das  Hinzugefügte  verwirrend  und 
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Fehlschlüsse  geradezu  herbeiführend.  (Hier  steht  nämlich,  man 
xb 

könne  in  - , wenn  x = 0 ist,  vorher  x heransheben !)  Die  Lehre 

von  den  unendlichen  Grössen  ist  eins  der  Themata,  über  welche  der 
Verfasser  mit  ungenügenden  Angaben  und  Erkärungen  hinweggeht, 
gerado  wo  sie  schwer  zu  verstehen  schienen.  Sie  in  das  Lehrbuch 
aufzunehmen,  war  an  dieser  Stelle  gar  kein  Grund,  wol  aber  ein  be- 
deutender beim  Begriffe  der  Irrationalzahlen,  uud  letztem  übergeht 
er  mit  Stillschweigen  sowol  bei  den  Decimalbrüchen  als  auch  bei 
den  Potenzwurzeln  und  Logarithmen.  Hier  ist  also  eine  Lücke  iu 
den  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs.  Die  imaginären  Zahlen  werden 
besprochen,  doch  ganz  ungenügend:  von  complexen  Zahlen  und  Viel- 

2t» 

deutigkeit  der  Wurzeln  ist  nicht  die  Rede;  es  soll  sogar  Y — « unter 

den  Begriff  von  Y — « fallen  I Ein  Abschnitt  über  unendliche 
Reihen,  der  im  Buche  Aufnahme  gefunden  hat,  ist  völlig  unbrauch- 
bar : ihm  fehlt  geradezu  alles  um  einen  verständlichen  Sinn  zu  geben. 
Wenn  nun  auch  das  Gerügte,  sowie  mancherlei  logische  Schwächen, 
die  noch  zu  rügen  bleiben  würden,  nur  einen  geringen  Teil  des 
Buches  betreffen,  so  lässt  sich  dasselbe  doch,  bevor  die  erforderliche 
Correction  stattgefunden  hat,  nur  als  ungeeignet  für  Schulunterricht 
bezeichnen,  weil  es  Irrtümer  verbreitet,  den  Schülern  in  unverstan- 
denen Lehren  ein  eingebildetes  Wissen  beibringt  und  sie  an  gedan- 
kenloses Rechnen  gewöhnt.  Hoppe. 


B.  V.  Morcira  de  Sä  professor  da  Escola  Normal  do  Porto 
arithmetica  para  uso  dos  lyceas  o escolas  normaes  com  um  juizo 
critico  do  exm0.  sr.  Dr.  F.  Gomes  Toixeira  Doutor  na  faculdade 
de  Mathematica  da  Universidade  do  Coimbra,  antigo  Iente  da  mesma 
faculdade,  director  e lente  da  Academica  Polyteehnica  do  Porto, 
socio  correspondente  da  Academia  Real  des  Sciencias  do  Lisboa,  da 
Academia  Real  das  Sciencias  de  Madrid,  da  Sociedade  Real  das 
Scicncias  de  Liege,  da  Sociedade  Real  das  Sciencas  de  Praga,  da  So- 
ciedade das  Sciencias  Physicas  e Naturaes  de  Bordeus,  etc.  Lisboa 
1891.  A.  Ferreira  Machado  e Co.  603  S. 

Die  Capitel  des  Buchs,  das  wir  wol  als  das  Hauptwerk  für  dea 
arithmetischen  Unterricht  in  den  portugiesischen  Schulen  betrachten 
dürfen,  sind  folgende:  Numerirung  in  Worten  und  Zeichen;  Opera- 
tionen; Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen;  Brüche,  gemeine,  Deci- 
malbrüche;  Approximationen;  Begriffe  der  Irrationalzahlen  und 
- Grenzwerte;  Verhältnisse  und  Proportionen;  Begriffe  der  negativen 
Zahlen;  Progressionen;  Logarithmen;  benannte  Zahlen;  bürgerliche 
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Rechnungen.  Jedes  dieser  Themata  wird  in  Definitionen,  Lehrsätzen, 
Aufgaben  und  Ausrechnungsrcgeln  behandelt.  Charakteristisch  für 
das  Ganze  ist,  dass  jede  Definition  und  jeder  Lehrsatz  auf  alle  mög- 
lichen Weisen  umgestaltet  wird  •,  vielleicht  sollen  diese  verschiedenen 
Wendungen  des  gleichen  Gedankens  zur  Prüfung  des  Verständnisses 
dienen.  Gegen  diese  grosse  Sorglichkeit  contrastirt  nun  sehr,  dass 
der  Begriff  der  Null  als  selbstverständlich  ohne  Erklärung  bleibt, 
consequenterweise  in  der  erweiterten  Zahlenreihe  die  Lücke  zwischen 
1 und  — 1 keine  Beachtung  findet,  und  von  Operationen  mit  0 nir- 
gends die  Rede  ist.  Es  scheint  hiernach  wie  im  Mittelalter  noch 
null  als  reine  Negation  einer  Zahl  aufge fasst  zu  werden.  Eigentüm- 
lich ist  ferner,  dass  die  Logarithmirung  nicht  zu  den  Operationen 
gerechnet,  die  Radicirung  als  einzige  Inverse  der  Potenzirung  aufge- 
führt wird.  Es  mag  dies  darin  seinen  Grund  haben,  dass  die  Be- 
rechnung der  Logarithmen  nicht  zu  den  Lehrobjocten  gehört;  doch 
darf  man  diesem  Umstande,  der  es  nur  mit  dem  Erlernen  zu  tun 
hat,  keinen  Einfluss  auf  das  sachliche  Urteil  gestatten;  die  Beziehung 
des  Logarithmus  zur  Zahl  bleibt  dieselbe,  mag  man  ihn  berechnen 
oder  in  Tafeln  aufsuchen.  Bei  der  blossen  Anweisung  zur  logarith- 
mischen  Rechnung  lässt  es  indes  auch  das  Lehrbuch  nicht  bewenden, 
sondern  gibt  auch  die  Theorie  des  Logarithmus.  Zum  Gebrauche 
empfiehlt  der  Verfasser  die  siebenstelligen  Logarithmentafeln  von 
Callet,  Depuis  und  Schrön.  Die  Lehre  von  den  Gleichungen  ist  im 
Lehrbuche  nicht  enthalten,  wird  also  nicht  zur  Arithmetik  gerechnet; 
doch  kommt  auch  unter  den  angezeigteu  sonstigen  Schriften  von 
Moreira  nichts  vor,  was  auf  dieselbe  Bezug  hätte. 

Hoppe. 


Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeispielen.  Von  Adolf 
Sickonborger,  K.  Gymnasialprofessor  und  Rektor  der  Luitpold- 
Kreisrealschule  in  München.  Fünfte  Auflage.  München  1891 
Theodor  Ackermann.  196  S. 

Leitfaden  der  elementaren  Mathematik.  Von  Adolf  Sicken- 
berger, K.  Gymnasialprofossor  und  Rektor  der  Luitpold-Kreisreal- 
schule  in  München.  Erster  Teil.  Algebra.  Zweite  Auflage.  Mün- 
chen 1892  Theodor  Ackermann.  75  S. 

Beide  Werke  sind  in  allen  früheren  Auflagen  besprochen  (litt. 
Ber.  228.  S.  33,  1.  B.  247.  S.  24,  1.  B.  8.  S.  45,  1.  B.  25.  S.  3). 
Das  erstere  ist  in  3.  Auflage  umgearbeitet.  Im  letztem  ist  der  ge- 
rügte Fehler  nicht  berichtigt.  Dass  «:0  Unsinn  ist,  wird  erst 
ausgesprochen;  dennoch  wird  hinterher  «:  0 unendlich  gross  genannt; 
wenn  das  einen  Zweck  haben  soll,  so  kann  es  nur  der  sein  den 
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Schüler  confus  zu  machen.  Statt  die  wichtige  Lehre,  dass  man 
durch  null  nicht  dividiren  kanu,  mithin  jede  formelle  Division  durch 
null  ein  Fehler  ist,  einfach  und  unumwunden,  wie  sie  sich  ergeben 
hatte,  hinzustelleu , wird  sie  durch  ein  Stückchen  von  Infioitesimal- 
betrachtung  in  höchst  unklarer  Auffassung  verhüllt  und  bei  Seite  ge- 
schoben, als  wäre  es  höchster  Zweck  des  Unterrichts  die  Erkennt- 
nis der  Wahrheit  fern  zu  halten.  Dem  Verfasser  war  durch  aus- 
führliche Besprechung  des  Punktes  in  der  Recension  der  vorigen 
Auflage  reichlich  Anlass  geboten  dieses  Vorgehen  zu  rechtfertigen; 
die  Vorrede  zur  neuen  Auflage  aber  schweigt  darüber. 

Hoppe. 


Ebene  Geometrie,  Lehrbuch  mit  systematisch  geordneter  Auf- 
gabensammlung für  Schulen  und  zum  Selbststudium.  Von  Dr.  Georg 
Itocknagel,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  k.  Real- 
gymnasium zu  Augsburg . korresp.  Mitglied  der  K.  B.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Müuchen.  Vierte,  verbesserte  Auflage.  München 
1892.  Theodor  Ackermann.  214  S. 

In  Hinsicht  auf  genauen  und  concinnen  Ausdruck  und  auf  strenge 
Deduction  ist  das  Lehrbuch  musterhaft.  Der  Lehrform  liegt  die 
gewöhnliche  zugruude,  doch  wird  sie  nicht  derart  als  bindend  be- 
trachtet, dass  nicht  zugunsten  des  Lehrzweckes  im  einzelnen  davon 
abgegangen  wäre.  Weggelassen  wird  die  Ausführung  dessen , was 
im  Vorausgehendeu  bereits  hinreichend  geübt  ist,  um  vom  Schüler 
sicher  vollzogen  zn  werden.  Hierhin  gehören  auch  eine  ziemliche 
Anzahl  Beweise,  deren  Weg  nur  angedeutet  ist.  Hinzugefügt  sind 
vielerlei  Bemerkungen  geeignet  und  notwendig  um  den  Schüler  in 
die  geometrische  Praxis  einzuführen  und  mit  ihr  vertraut  zu  machen 
Sichtlich  ist  das  Bestreben  den  Lehrstoff  systematisch  zu  ordnen, 
wenn  gleich  wegen  Verschiedenheit  der  Gesichtspunkte  das  Ziel  sich 
schwerlich  erreichen  lässt.  Es  folgen  auf  einander  (obwol  nicht 
ebenso  betitelt)  die  Abschnitte : allgemein  geometrische  Erklärungen; 
Winkel;  Congrueuz;  Flächengleichheit;  Aehnlichkcit.  Die  Lehre 
vom  Kreise  wird  in  3 Abschnitten  gesondert  behandelt,  von  denen 
der  erste  (Gleichheiten)  der  Cougruenz,  der  zweite  (Proportionen) 
der  Aehnlichkcit,  der  dritte  (Kreismessung)  dem  Ganzen  angehängt 
erscheint.  Im  einzelnen  ist  folgendes  zu  bemerken.  Auf  die  Er- 
klärung des  Vierecks  § 58.  folgeu  3 Lehrsätze,  deren  zwei  nur  für 
convexe  Vierecke  richtig  sind;  die  beschränkte  Geltung  ist  nicht 
ausgesprochen  Das  Wort  „Kreis“  wird  im  Sinne  der  Kreisfläche 
eingeführt,  wofür  keine  einzige  Erwägung,  weder  der  gemeine  Wort- 
gebrauch (ausgenommen  nur  der  Gebrauch  für  „Bezirk“,  der  es  mit 
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der  Gestalt  gar  nicht  zu  tun  hat),  noch  die  logische  Folge  der  Be- 
griffsbestimmung, noch  die  Analogie  mit  andern  Curvcn,  noch  ein 
praktischer  Vorzug,  sondern  allein  die  Autorität  Euklids  sich  auf- 
bringen  lässt.  Das  gegenwärtige  Lehrbuch  zeichnet  sich  dadurch 
aus,  dass  es  sich  die  Mühe  gibt  die  einmal  aufgestellte  Erklärung 
consequent  aufrecht  zu  erhalten,  während  andere  Lehrbücher  die- 
selbe nach  Aufstellung  alsbald  ausser  Acht  lassen.  Die  natürliche 
Folge  ist,  dass  gewöhnlich  die  Schüler  bald  zum  vulgären  uud  rich- 
tigen Begriffe  zurückkehren,  dass  sie  dagegen  durch  Gegenwärtiges 
ermächtigt  werden  den  vulgären  Begriff',  zwar  in  unverständiger  doch 
schulgerechter  Weise  zu  corrigircn.  Auch  der  in  jeder  Hinsicht 
verwerfliche  Gebrauch  des  Wortes  „Figur“  für  begrenztes  Flächen- 
stück hat  hier  Aufnahme  gefunden.  Figur,  ein  lateinisches  Wort  in 
ciuem  Siuue,  den  keine  romanische  Sprache  kennt,  und  das  selbst 
durch  seinen  vulgären  Gebrauch  weit  entfernt  ist  den  Gedanken  an 
das  zu  erwecken,  den  es  ausdrücken  soll,  ist  vou  deutschen  Schul- 
lehrern irgend  einmal  gewählt  worden,  bloss  weil  ihnen  kein  pas- 
sendes zur  Hand  war,  und  wird  seitdem,  trotzdem  es  ausser  der 
Schule  in  jener  Bedeutung  gar  nicht  vorkommt,  den  Schülern  noch 
immer  als  schulgerechter  Ausdruck  dargoboten.  Setzt  es  vielleicht 
den  Lehrer  in  Verlegenheit,  dass  dem  lateinischen  „arm“  kein  ent- 
sprechendes deutsches  Wort  vorhanden  ist,  so  liegt  die  correcto 
Aushülfe  in  mehrfacher  Weise  nahe  genug : will  mau  den  Begriff  in 
voller  Allgemeinheit  schon  von  Anfang  au  benennen,  so  wendet  mau 
das  lateinische  Wort,  nur  nicht  wie  bisher  das  falsche  „figura“, 
sondern  das  überall  gültige  etwa  in  der  Form  „Areal“,  an;  in  der 
Schulgeometrie  ist  jedoch  so  selten  Bodürfuiss  das  Umfassende  für 
„Vieleck“,  „Sector“  etc.  zu  benennen,  dass  cs  sich  überhaupt  nicht 
lohnt  neben  „Flächeustück“  uoch  einen  besondern  wissenschaftlichen 
Terminus  eiuzuführen.  Hoppe. 


Katechismus  der  Ebenen  u.  Räumlichen  Geometrie.  Von  Prof. 
Dr.  Karl  Eduard  Zetzsch e.  Dritte,  vermehrte  uud  verbesserte 
Auflage.  Mit  223  Figuren  und  2 Tabellen  zur  Massverwaudlung. 
Leipzig  1892.  J.  J.  Weber.  321  S. 

Katechismus  wird  eine  gruppirte  Zusammenstellung  des  gesamten 
Lehrstoffs  genannt.  Das  Band  einer  Gruppe  bildet  das  gemeinsame 
Thema,  von  dem  sie  handelt.  Das  Thema  ist  in  Frageform  überge- 
schriebeu,  dann  folgen  römisch  numerirt  die  dasselbo  betreffenden 
Bemerkungen,  welche  dem  Schüler  bekannt  sein  oder  werden  müssen. 
Die  Wahl  der  Themata  bindet  sich  an  kein  Princip;  bald  sind  es 
die  Raumgebilde  selbst,  bald  Gegenstände  der  Doctriu.  Im  Anfang 
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waltot  das  Wissen,  weiterhin  gesteigert  das  Können  vor;  unter  den 
Aufgaben  sind  sowol  Rechnung  als  auch  Construction  berücksichtigt, 
Trigonometrie  aber  ist  ausgeschlossen.  II. 


Systematischer  Grundriss  der  Elementarmathematik.  Zweito 
Abteilung:  Die  Geometrie  (Raumlehre.)  Für  den  Gebrauch  au 
höheren  Lehranstalten  bearbeitet  von  Professor  Dr.  Eduard 
Fischor,  Oberlehrer  am  Friedrichs-Gymnasium  zu  Berlin.  Berlin 
1891.  Carl  Duncker.  226  S. 

In  der  Vorrede  wird  mehr  als  einmal  auf  logische  Strenge  Ge- 
wicht gelegt.  Wäre  dies  auch  nicht  ausdrücklich  gesagt,  so  würde 
man  aus  der  originellen  fundamentalen  Art  der  Bearbeitung  es  er- 
kennen, dass  der  Verfasser  seinem  Werke  wissenschaftliche  Gründ- 
lichkeit als  unterscheidendes  Merkmal  vindiciren  will.  Doch  schon 
bald  tritt  es  an  den  Tag,  dass  der  Anspruch  auf  leeren  Schein  ge- 
baut ist:  durch  sehr  bekannten  Trugschluss  bringt  der  Verfasser 
einen  Beweis  für  den  Parallelensatz  zustande.  Merkwürdigerweise 
ist  hier  der  Fehler  sehr  nachlässig  verhüllt;  denn  in  § 2.  steht,  die 
Richtung  sei  eine  Gerade,  dann  in  § 3.,  der  Winkel  sei  die  Diffe- 
renz zweier  Richtungen  (also  doch  nach  § 2.  die  Differenz  zweier 
Geraden?!)  — und  eben  der  Misbrauch  des  mangelhaft  erklärten 
Begriffs  der  Richtungen  ist  das  Versteck  des  Fehlers.  Neben  diesem 
einen  noch  andre  logische  Zauberkunststücke  im  Buche  aufzuweisen 
ist  nicht  nötig;  der  eine  verrät  don  Geist,  in  welchem  es  abgefasst 
ist;  auch  der  Zauberkünstler  sorgt  dafür,  dass  das  meiste  genau 
richtig  ist.  Solche  Künste  erfüllen  nicht  den  Zweck  des  Schul- 
unterrichts; daher  ist  das  vorliegende  Buch  für  denselben  untaog- 
lich. * Hoppe. 


Leitfaden  für  den  erston  Unterricht  in  der  Geometrie.  Von 
Heinrich  Seeger,  Direktor  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow. 
Fünfte  Auflage.  Mit  einer  Figurentafel.  Wismar  1891.  Hinstorff. 
24  S. 

Der  vorliegende  Leitfaden  umfasst  diejonigon  Teile  der  ersten 
Elemente  der  Planimetrie,  welche  auf  Ausbildung  der  Anschauung 
gerichtet  sind,  jedoch  ohne  die  Entwickelung  des  logischen  Ver- 
mögens je  aus  dem  Auge  zu  verlieren.  Es  gibt  Definitionen,  Lehr- 
sätze und  Aufgaben.  Die  Lehrsätze  sind  ohne  Beweise  aufgestellt, 
doch  ist  die  Möglichkeit  der  Beweisführung  überall  vorgesehen 
Auch  in  der  Lehre  von  der  Congrucnz  und  Symmetrie,  welche 
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allerdings  auf  Gebiete  von  unbegrenzter  Ausdehuung  übergreift  nnd 
daher  leicht  zu  vager  Betrachtungsweise  verleitet,  ist  durch  die  sich 
anschlicssendo  Anwendung  auf  Dreiecke  der  Weg  zur  logischen  Con- 
trole  offen  gehalten.  Fragen  und  Uebungsaufgabcn  folgen  auf  jeden 
Abschnitt.  H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  höhere  Schulen.  Von 
H.  Ben  sc  mann,  Gymnasiallehrer  in  Cöthen.  Dessau  1892.  Paul 
Baumanu.  118  S. 

Der  Verfasser  rechtfertigt  in  der  Vorrede  die  Ausgabe  dieses 
neuen  Lehrbuchs  durch  dio  selbständig  gewählten  didaktischen  Grund- 
sätze der  Bearbeitung  Ist  nun  gleich  die  ernstliche  Erwägung  der 
Methode  und  der  Versuch  ihrer  Besserung  an  sich  als  verdienst- 
volles Unternehmen  anzuerkennen,  so  kaun  man  doch  schwerlich  der 
getroffenen  Auskunft  beistimmen.  Welche  Erfahrungen  etwa  der 
Verfasser  zugunsten  seiner  Wahl  aufweisen  kann,  müssen  wir  ihm 
überlassen;  nach  natürlichem  Urteil  erscheint  das  Abgehen  vom 
Gewöhnlichen  als  keine  Besserung.  Dies  betrifft  namentlich  2 Eigen- 
tümlichkeiten. Erstens  werden  die  Lehrsätze  nicht  vor  dem  Beweise  auf- 
gestellt, sondern  folgen  als  Resultate  auf  vorausgehende  Untersuchung. 
Hiermit  steht  zweitens  in  naher  Verbindung  die  Meidung  der  indirecten 
Beweise.  Die  erstere  Abweichung  vom  gewöhnlichen  Verfahren  er- 
schwert offenbar  das  Verständniss ; denn  sie  mutet  dem  Schüler  zu, 
einer  Untersuchung  zu  folgen,  deren  Zweck  er  nicht  kennt.  Aller- 
dings entspricht  die  Anordnung  dem  natürlichen  Gange  wissenschaft- 
liche/ Forschung,  aber  nicht  der  Aneignung  notwendiger  Kenntnisse 
und  Fähigkeiten.  Da  ein  erst  nachfolgender  Satz  nicht  wol  durch 
indirecten  Schluss  vorher  begründet  werden  kann,  so  ist  die  Ver- 
werfung der  indirecton  Beweise  nur  Consequenz  der  beliebten 
Begründungsform.  Motivirt  wird  sie  mit  keinem  Worte.  Auch  ist 
kein  Grund  zu  ersehen,  warum  der  indirecte  Beweis  weniger  in- 
structiv  sein  sollte  als  der  directe.  Im  Gegenteil  hat  er  einen  wich- 
tigen Vorzug:  er  zeigt  auf  dio  leichteste  Weise  die  Bedeutung  des 
Beweises  als  eines  exact  logischen  Actes,  während  der  directe  Be- 
weis stets  Schlüsse  vom  Lehrer  dietirt  vorbringt,  die  der  Schüler 
acceptiren  muss,  sofern  er  im  Augenblicke  nichts  einzuwenden  weiss, 
so  dass  das  Beweisen  sich  nicht  wesentlich  unterscheidet  vom  Ueber- 
reden  und  Annehmlich-machen.  Könnten  wir  diese  zwei  Punkte,  die 
der  Verfasser  gar  nicht  in  den  Vordergrund  stellt,  von  seinem 
Hauptgesichtspunkt  trennen,  so  würde  das  Ganze  als  ein  gutdurch- 
dachtes einheitliches  System  den  besten  Eindruck  machen.  Es  ist 
ihm  darum  zu  tun,  dass  der  Schüler  mit  keinen  räumlichen  Gegen- 
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ständen  beschäftigt  werde,  ohne  sio  vor  sich  zu  sehen,  ohne  sie 
zeichnen  zu  können;  diesen  Gedanken  sucht  er  nun  zu  verwirklichen 
ohne  die  Euklidischen  Errungenschaften  preiszugeben.  Der  darauf 
verwandte  Fleiss  und  das  bewiesene  Geschick  sind  achtunggebietend. 

H. 


Lehrbuch  der  Elementar-Georaetrie.  Von  Dr.  E.  Glinzer, 
Lehrer  der  Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bau- 
handwerker in  Hamburg.  Erster  Teil : Planimetrie.  Mit  207  Figuren 
und  einer  Sammlung  von  300  Aufgaben.  Vierte , verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.  Dresden  1891.  Gerhard  Kühtmann.  123  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  258.  litt.  Bericht,  S.  19  besprochen. 
In  den  folgenden  Auflagen  ist  der  Lehrstoff  nach  manchen  Seiten 
hin  vermehrt  worden;  dagegen  ist  nichts  dafür  getan,  den  niedern 
Standpunkt  des  Unterrichts  zu  heben:  in  der  Proportionslehro  wird 
noch  immer  der  Fall  der  Incommensurabilität  stillschweigend  über- 
gangen; das  Stillschweigen  lässt  vermuten,  dass  der  Verfasser  nicht 
auf  Bewilligung  rechnen  zu  können  glaubt,  wenu  er  eine  so  un- 
wissenschaftliche Behandlung  verteidigen  wollte.  Hoppe. 


Leitfaden  der  Elementar-Mathematik.  Herausgegeben  von  Prof. 
Dr.  H.  Lieber,  Oborlehrer  am  Friedrich-Wilhelm-Realgymnasium 
in  Stettin,  und  F.  von  Lühmann,  Oberlehrer  am  Gymnasium  in 
Königsberg  i.  d.  Neumark.  Erster  Teil:  Planimetrie.  Mit  7 Fi- 
gurentafeln. Achte  Auflago.  — Dritter  Teil:  Ebene  Trigonometrie, 
Stereometrie,  Sphärische  Trigonometrie,  Propädeutischer  Unterricht 
in  der  Körperlehre.  Mit  3 Figurentafeln.  Sechste  Auflage.  — Berlin 
1892.  Leonhard  Simion.  124  -f-  302  S. 

Das  Lehrbuch  gohört  zu  denjenigen,  welche  den  Lehrstoff  der 
Elementarmathematik  nicht  auf  die  notwendigen  Grundlagen  be- 
schränken, alle  weitorn  Folgerungen  als  Ucbungsstoff  behandeln 
wollen,  sondern  gleich  von  Anfang  in  ergibigster  Weise  zu  entfalten, 
und  dadurch  den  Schüler  mit  der  mathematischen  Praxis  vertraut 
zu  machen  streben.  Hierbei  geht  es  in  Systematik,  Deduction  und 
cxactem,  concinnem  Ausdruck  selbständig  vor  und  stellt  inveterirtc 
Misbräuche  ab.  Nur  in  Betreff  des  Parallelensatzes  hat  der  Ver- 
fasser sich  noch  nicht  entschlossen  die  wissenschaftliche  Wahrheit 
zu  bekennen;  er  zeigt  vielmehr  seino  Ueberlegenhcit  in  der  logischen 
Zauberkunst,  welche  das  Axiom  in  strenge  Folgerung  verwandelt, 
dadurch,  dass  er  alte  Künste  verschmäht  und  aufdeckt,  während  er 
seine  Fehler  um  so  weniger  durchschauen  lässt.  Der  Begriff  der 
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Richtung,  den  die  gemeinen  Zauberer  im  dunkeln  lassen,  wird  cor- 
rect  erklärt;  doch  dessen  Relativität  bei  der  Anwendung  nur  ein- 
seitig beachtet.  Das  (von  einem  andern  Autor  wirklich  proclamirte) 
Motiv  zur  Uebung  solcher  Täuschungskunst  charakterisirt  sich  durch 
einen  Rückblick  auf  1820,  wo  noch  die  Meinung  existirte,  dass  zur 
Erweckung  des  Interesses  an  der  Naturgeschichte  in  den  Lehr- 
büchern die  fabelhaften  Tiere  nicht  fehlen  dürften;  der  analogen 
Meinung  in  Betreff  der  Beweise  des  Parallolensatzes  in  Lehrbüchern 
der  Elementargcomotrie  begegnet  man  noch  gegen  Ende  des  19.  Jahr- 
hunderts. — In  den  ersten  Teil  sind  die  Lehren  von  der  harmoni- 
schen Teilung,  der  Potentialität  und  den  Kegelschnitten  aufgenom- 
men,  nnd  zwar  der  Coordinatenbegriff  erst  in  der  neuen  Auflage. 

Der  3.  Teil  unterscheidet  sich  dadurch  vom  ersten,  dass  keine 
Ausdehnung  über  die  Hauptlehrcn  hinaus  mehr  vorkommt;  umso- 
mehr ist  durch  Uebersichtlichkeit  dafür  gesorgt,  dass  der  Schüler 
das  Erlcrnto  leicht  beherrschen  kann.  Was  über  das  exacte  Zu- 
werkegehen gesagt  ist,  gilt  auch  hier.  In  der  neuen  Auflage  musste 
namentlich  bei  der  Körperberecbung  gemäss  ueuen  Vorschriften 
manches  geändert  und  hinzugefügt  werden.  Was  in  dieser  Hinsicht 
geschehen  ist,  hat  durchaus  nur  Billiguug  zu  erwarten. 

Hoppe. 


Elemente  der  ebenen  Trigouometrio.  Zum  Schulgebrauch  und 
zum  Selbststudium  dargestellt  von  Emil  Hribar,  Professor  iu 
Teschen.  Mit  44  Abbildungen.  Freiburg  i.  Br.  1892.  Herder. 
99  S. 

Um  bald  zur  Anwendung  der  Wiukelfunctioncn  zu  gelangen, 
ist  das  Buch  iu  2 Teilo  geteilt.  Der  erste  betrachtet  nur  spitze 
Winkel  ohne  Addition,  rechtwinklige  und  gleichschenklige  Dreiecko, 
dabei  regelmässige  Vielecke,  der  zweite  dehnt  die  Theorio  auf  grössere 
Winkel  und  beliebige  Dreiecko  aus  und  ergänzt  sic  im  übrigen- 
Die  Aufgaben  sind  teils  ausführlich  gelöst,  teils  mit  Resultaten 
aufgestellt.  Es  wird  besonders  auf  die  Fälle  sehr  kleiner  Winkel 
Rücksicht  genommen.  H. 


Elemente  der  Trigonometrie  zum  praktischen  Gebrauch  für 
Unterrichtszwecko  an  mittleren,  technischen  Lehranstalten.  Von 
Jentzen,  Direktor  der  Baugewerk-Tischler-Maschinen-  und  Mühlen- 
bau-Schule. Mit  36  Figuren.  Dresden  1891.  Gerhard  Kühtmaun. 
52  S. 
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Eiu  neues  Lehrbuch  dor  Trigonometrie  hielt  der  Verfasser,  wie 
das  Vorwort  sagt,  für  notwendig,  weil  dio  vorhandenen  Lehrbücher 
dio  praktischen  Bedürfnisse  des  Technikers  nicht  genügend  berück- 
sichtigten. Worin  diese  bestehen,  wird  nicht  erklärt,  die  Erklärung 
kommt  über  das  Wort  „praktisch“  nicht  hinaus.  Die  Ausführung 
lässt  für  gründliche  theoretische  Ausrüstung  nichts  vermissen  und 
enthält  auch  nichts,  was  für  Gymnasialunterricht  weniger  brauchbar 
wäre.  Unterscheidend  für  das  Gegenwärtige  ist  vielmehr,  dass  es 
sich  streng  an  die  Natur  des  Gegenstandes,  an  seine  Bedeutung  und 
Stellung  unter  den  Zweigen  der  Mathematik  hält,  wozu  es  durch 
dio  Bestimmung  für  Techniker  mehr  genötigt  gewesen  sein  mag,  als 
der  Gymnasialuutcrricht  es  erfordert.  Dio  Trigonometrie  ist  für  die 
uiedero  Mathematik  eiu  praktisches  Fach,  für  die  höhere  eine  Spe- 
cialität.  Demgemäss  wird  sie  hier  mit  geringstem  Wortaufwand, 
jedoch  ohne  irgend  eine  Lehre,  seien  es  specielle  Angaben  oder 
allgemeine  Relationen,  zu  Übergehen,  nahezu  tabellarisch  behandelt. 
Auf  diese  Weise  erscheint  das  Gebiet  der  Lehre  nicht  grösser  als 
es  in  Wirklichkeit  ist,  und  kann  leicht  vollkommen  beherrscht  wer- 
den. Aufgaben  begleiten  stets  den  Vortrag.  Am  Schlüsse  steht  eine 
Tafel  (3  stellig)  der  trigonometrischen  Zahlen;  die  logarithmische 
Rechnung  wird  gleichfalls  in  Anwendung  gebracht.  H. 


Lehrbuch  der  Stereometrie  zum  Gebrauche  bei  dem  Unterrichte 
in  Gymnasien  und  Realschulen.  Von  Oberstudienrath  Dr.  von 
Nagel,  Ritter  1.  CI.  des  kgl.  württemb.  Kronenordens  und  des  kgl. 
Württcmb.  Friedrichsordens.  Mit  vielen  dem  Text  beigedruckten 
Holzschnitten.  Fünfte,  vermehrte  Auflage,  herausgegeben  von  Th. 
Schröder,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  kgl.  alten 
Gymnasium  zu  Nürnberg.  Nürnberg  1892.  Friedr.  Korn.  132  S. 

Dio  4.  Auflage,  vom  Verfasser  selbst  herausgegeben,  ist  im 
236.  litt.  Bericht,  S.  41  besprochen.  Aenderungen  und  Hinzufügungen 
sind  in  der  Vorrede  des  Herausgebers  der  neuen  Auflage  nicht  au- 
gezeigt, mithin  von  ihm  nicht  als  erheblich  erachtet.  H. 


Raumlehre  für  höhere  Schulen.  Von  Prof.  H.  C.  E.  Martus, 
Direktor  des  Sophien-Realgymnasiums  in  Berlin.  2.  Teil.  Drei- 
ecksrechnung und  Körperlehre.  Bielefeld  und  Leipzig  1892.  Velhagen 
u.  Klasing.  259  S. 

Die  Art  des  Vortrags  ist  vergleichbar  einer  Excursion  einer 
Schulclasse.  Freilich  ist  hier  der  Lehrer  nicht  gebunden  an  die 
Gegenstände,  welche  ihr  auf  der  Wanderung  und  am  besuchten  Orte 
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Natur  und  Technik  zur  Betrachtang  darbieteu , sondern  er  führt 
solche  nach  freiem  Ermessen  vor,  wie  sie  sich  eignen  die  ganze 
Doctrin  in  bester  Ordnung  daran  zu  entwickeln;  die  receptivo  Lage 
der  Schüler,  in  Verbindung  mit  den  daran  sich  knüpfenden  Aufgaben 
und  Fragen,  ist  in  beiden  Fällen  dieselbe.  Ueber  die  Anordnung 
der  Stereometrie’,  welcher  die  ebene  Trigonometrie  vorausgeht,  ist 
zu  bemerken,  dass  die  Hauptabschnitte  bilden  1)  die  Lage  der  Ge- 
raden und  Ebenen,  2)  die  Körper,  3)  ihre  Oberflächen.  Der  erste 
wird  geteilt  nach  der  Anzahl  der  Ebenen.  Der  dritte  enthält  die 
sphärische  Geometrie,  einschliessend  die  Trigonometrie,  und  die 
Kegelschnitte  als  konische  Geometrie.  Zur  Verdeutschung  der  Ter- 
minologie, für  welche  der  2.  Teil  der  Raumlehro  neue  Beiträge 
liefert,  möchte  zu  bemerken  sein,  dass  auf  Adjectivbildung  keine 
Rücksicht  genommen  ist  Dem  Vorgang  der  Holländer,  dem  gemäss 
er  Wörter  wie  „dreiecksrechncrisch“  — „trigonometrisch“  hätte  ein- 
führon  dürfen,  hat  der  Verfasser  nicht  folgen  wollen;  entbehren  kann 
man  die  directe  Ableitung,  aber  mau  gibt  nicht  gern  eine  Handhabe 
weg,  die  man  früher  besessen  hat.  Hoppe. 


Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nebst  Uebungsaufgabcn 
für  die  Prima  höherer  Lehranstalten.  Von  Dr.  J.  Lauge;  Ober- 
lehrer an  der  Fr.  Werd.  Ober-Realschule  in  Berlin.  Mit  55  Figuren 
im  Text.  Berlin  1893.  H.  W.  Müller.  68  S. 

Voraus  geht  die  Lehre  von  der  harmonischen  Teilung,  dann 
folgen  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  erst  einzeln  definirt  durch  ihre 
Focaleigenschaft,  dann  hergeleitet  als  Schnitte  des  geraden  Kegels, 
ihre  Secanten,  Tangenten,  Leitlinien,  ihre  stetige  Variation  und 
Gronzformen;  dann  die  Polaritätsbeziehungeu,  conjugirtcn  Durch- 
messer, Inhaltsbestimmungen,  projectiven  und  involutorischen  Be- 
ziehungen. Dann  folgen  Aufgaben.  H. 
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Literarischer  Bericht 

XLVII. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Zur  Transformation  und  Reduction  von  Doppelintegralen  mit- 
telst elliptischer  Coordinaten.  Von  Prof.  Ferdinand  Jos.  Oben- 
rauch. jNeutitschein  (1893).  Ira  Selbstverläge  des  Verfassers. 
55  S. 

Die  Schrift  ist  enthalten  im  Jahresberichte  der  Landes-Ober- 
realschule  in  Neutitschein  für  das  Schuljahr  1891 — 2 und  besonders 
herausgegeben.  Sie  beginnt  mit  Erklärung  der  elliptischen  Coor- 
dinaten, welche  einen  Punkt  als  Schnitt  dreier  confocalen  Flächon 
2.  Grades  bestimmen,  stellt  die  Formeln  des  Uebergangs:  zwischen 
jenen  und  den  cartesischen  Coordinaten  auf,  geht  auf  die  Speciali- 
täten  der  ebenen  und  Kugelcoordinaten  ein  und  macht  die  bezüg- 
lichen historischen  Angaben  über  die  Ausbildung  der  Theorie  durch 
Lam6,  Chasles,  Tcrquem,  Liouville,  Bertrand,  Cauchy,  Serret,  Michael 
Roberts,  William  Roberts,  Cayley  u.  A.  Im  2.  Abschnitt  wird  die 
Complanation  des  ganzen  Ellipsoids  behandelt  und  einige  daraus 
hervorgehende  Formeln  angegeben,  ira  3ten  eine  sehr  reichhaltige 
Zusammenstellung  der  Anwendungen  der  Complanationsformeln  zur 
Auswertung  und  Reduction  von  Doppelintegralen  geliefert.  Die 
ganze  Schrift  müssen  wir  als  einen  wertvollen  Beitrag  zur  Geschichte 
der  analytischen  Theorien  und  Probleme  willkommen  heissen. 

H. 

Arch.  d.  Math.  u.  Fhyg.  2.  Reilie,  T.  XII.  3 
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Zur  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.  Von  Dr. 
Anton  Krug.  Prag  1892.  H.  Dominicus.  81  S. 

(Jeher  die  in  dieser  Schrift  enthaltenen  Entwickelungen  hat  der 
Verfasser  folgende  Uebersicht  gegeben.  „Zunächst  werden  aus  den 
Coefficienten  />,  q , r der  Differentialgleichung 

y,tt  -{-  3py"  -f-  3 qgr  -j-  ry  «=»  0 (A) 

in  der  x die  Unabhängige  ist,  die  zwei  Invarianten  Gsdx 9 und 
G2dx 2 gebildet,  d.  h.  die  beiden  Ausdrücke,  die  bei  beliebigen  Sub- 
stitutionen y — sy  und  * ==  cp(x)  in  (A)  ungeändert  bleiben.  Aus 
diesen  beiden  Invarianten  werden  zwei  absolute  Invarianten  © und  £ 
abgeleitet,  d.  h.  solcho  die  den  Factor  dx  nicht  enthalten.  Ebenso 
wie  Gs  und  Gt  sind  auch  © und  £)  im  allgemeinen  Functionen  von 
x.  Es  ist  also  etwa 


woraus  durch  Elimination  von  x eine  Gleichung 

m $)  = 0 


(B) 


entsteht.  Durch  diese  Gleichung  ist  die  Differentialgleichung  (A) 
so  wie  alle  durch  jene  Substitutionen  abgeleiteten  ckarakterisirt 
Hat  insbesondere  einer  derselben  rationale  Coefficienten,  so  sind  ® 
und  .£)  rational  in  x und  die  Gl.  (B)  ist  vom  Geschleckte  0.  Und 
umgekehrt:  ist  eine  Gl.  (B)  vom  Geschlechte  0 gegeben,  so  lassen 
sich  jederzeit  Differentialgleichungen  3.  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  aufstellen,  welche  gerade  die  absoluten  Invarianten  ® 
und  £>  besitzen.  Ist  © identisch  einer  Constauten , so  ist  Jp  «=»  0, 
und  Gl.  (A)  lässt  sich  in  eine  solcho  mit  constanten  Coefficienten 
transformiren.  Dieser  Fall  wird  vorweg  behandelt,  um  im  Spätem 


$ 


> 

< 


0 setzen  zu  können.“ 


H. 


Vorlesungen  über  die  Bernoullischen  Zahlen,  ihren  Zusammen- 
hang mit  den  Secanten-Coefficienten  und  ihre  wichtigeren  Anwen- 
dungen. Von  Dr.  A.  Louis  Saalschütz,  a.  o.  Professor  der 
Mathematik  a.  d.  Universität  Königsberg.  Berlin  1893.  Julias 
Springer.  208  S. 

Da  die  Lehre  von  den  bernoullischen  Zahlen  ein  vielverzwcigtes 
Gebiet  von  Entdeckungen  und  Untersuchungen  darbietet,  welches 
in  mannichfaltiger  Beziehung  zu  andern  Gebieten  steht,  so  ist  eine 
zusammenstellende  Behandlung  ein  dankenswertes  Unternehmen. 
Vollständigkeit  mag  nicht  erreichbar  sein:  wir  haben  noch  zu  wenig 
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Einblick  in  die  vielgestaltige  Natur  der  bernoullischen  Zahlen,  um 
die  fruchtbaren  Elemente  im  voraus  zu  erkennen  und  das  Unter- 
suchungsgebiet umgrenzen  zu  könuen.  Doch  muss  jedenfalls  Voll- 
ständigkeit angestrebt  sein,  und  darf  vor  allem  kein  bereits  als 
fruchtbar  documentirter  Zweig  fehlen.  Wir  werden  daher  dem 
Wunsche  des  Verfassers  entgegenkommeu,  wenn  wir  einige  Deside- 
rata aussprechen.  Das  Buch  ist  in  4 Hauptabschnitte  geteilt:  Re- 
cursionsformeln,  unabhängige  Darstellungen,  zahlentheoretische  Un- 
tersuchungen, Mac-Laurin'sche  Summenformel.  Die  Methode  schliesst 
sich  vorwaltend  dem  geschichtlichen  Entwickeluugsgang  au.  Der 
2.  Abschnitt  behandelt  mannigfaltige  Themata.  Wir  heben  hervor: 
§ 12.  Independente  Darstellungen  mittels  der  Bernoullischen  Fuuc- 
tionen.  Der  Paragraph  beginnt  mit  den  Worten:  „Es  wird  in  der 
neueren  Mathematik  mit  Recht  nicht  nur  auf  die  Ergebnisse  einer 
Untersuchung  Gewicht  gelegt,  sondern  auch  auf  dio  Methode,  durch 
welche  sie  gewonnen  worden  sind,  und  dabei  diejenige  bevorzugt, 
welche  sich  durch  Einheitlichkeit  der  Gesichtspunkte,  durch  Ablei- 
tung aller  Resultate  aus  derselben  Quelle  auszeichnet.  In  diosem 
Sinne  ist  eine  Abhandlung  des  Herrn  Worpitzky  (1883)  beachtens- 
wert, in  welcher  alle  Ergebnisse  aus  dem  einen  Princip  der  Um- 
formung dor  Bernoulli’schen  Functionen  hervorgehen“.  Und  trotz 
der  oben  ausgesprochenen  Zustimmung  hat  der  Verfasser  so  wenig 
Gewicht  auf  die  Einführung  der  Bernoulli’schen  Functionen  und  ihre 
gesamten  Ergebnisse  gelegt,  dass  er  sie  wie  eine  zur  Seite  liegende 
Speculation  mit  Verweisung  auf  die  Originalschriften  abtut  und  mit 
Ableitung  eines  Resultats  sich  begnügt.  Motivirt  wird  dies  Verfahren 
in  einer  Note  mit  den  Worten:  „Wir  beabsichtigen  nichteine  nähere 
Discussion  über  die  Bcrnoulli’seken  Functionen  zu  geben,  sondern 
wir  werden,  ohne  dadurch  Lücken  entstehen  zu  lassen  oder  beson- 
ders umständlich  zu  sein,  das  Erforderliche  darüber  au  betreffender 
Stelle  aus  unsern  Formeln  ableiten“.  Daraus  ersieht  man,  dass  die 
Ableitung  aus  einer  Quelle  uicht  zu  dem  Erforderlichen  gerechnet 
wird.  Nun  ist  aber  Worpitzky  gar  uicht  der  Erste,  welcher  dio  an- 
gegebene Bedeutung  der  Bernoulli’schen  Functionen  erkannt  hat. 
Zunächst  sind  in  des  Ref.  „Lehrbuch  der  Differentialrechnung  und 
Reihentheorie“  (1865)  dem  gesamten  Abschnitt  über  Bernoulli’sche 
Theoreme  die  Bernoulli’schen  Functionen,  definirt  als  Coefficiouten 
einer  Reihe,  zugruude  gelegt.  Die  Methode  bot  sich  so  natürlich 
als  die  angemessene  dar,  dass  für  ihre  Wahl  nach  einer  Autorität 
kaum  gefragt  zu  werden  Grund  schien.  Bald  faud  auch  der  Ver- 
fasser, dass  Bertrand  in  seinem  grösseren  Werke  über  Differential- 
rechnung ebenso  zuwerke  gegangen  war,  und  hält  es  daher  für  nicht 
unwahrscheinlich,  dass  jene  Auffassung  der  bernoullischen  Zahlen 
als  Specialwerte  von  Functionen  überhaupt  aus  älteren  Zeiten  stammt. 
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Beide  Schriften  fehlen  im  Littcraturvcrzeichniss  des  vorliegenden 
Buchs.  Ferner  vermisst  man  in  dem  Bucho  die  längst  bekannten 
Ausdrücke  der  bernoullischen  Zahlen  durch  unendliche  Reihen  und 
und  damit  im  Zusammenhänge  die  Summation  der  nach  Cosinus  und 
Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogens  fortschreitenden  Reihen,  deren 
Coefficienten  Potenzen  mit  negativem  ganzem  Exponenten  vom  Index 
sind.  Auch  die  independenten  Ausdrücke  in  geschlossener  endlicher 
Form,  welcher  die  Differentiation  der  Tangenten  und  Secanten  und 
deren  Potenzen  liefert,  sind  nicht  erwähnt  und  das  betreffende  Werk 
des  Ref.  im  Litteraturverzeichniss  nicht  angegeben.  Die  halb  con- 
vorgente  bernoullische  Reihe  ist  einmal  erwähnt,  ohne  jedoch  etwas 
darüber  mitzuteilen.  Hoppe. 

Die  Logarithmen  complexer  Zahlen  in  geometrischer  Darstel- 
lung. Ein  Beitrag  zur  algebraischen  Analysis. 

Die  goniometri8Chen  Functionen  complexer  Winkel.  Eine  Er- 
gänzung zur  algebraischen  Analysis. 

Von  Adalbert  Breuer,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsreal- 
schulo  im  III.  Bezirk  Wiens.  Mit  einer  Figurentafel.  Erfurt  1892. 
Bodo  Bacmeister.  6 14  S. 

Die  beiden  Schriften  sind  von  einander  unabhängig.  Die  erstere 
stellt  die  Logarithmen  complexer  Winkel,  mit  Zuhülfenahme  der 
dritten  Dimension  als  laterale,  dar,  so  dass  dio  2 ersten  Dimen- 
sionen für  reelle  Variation  Vorbehalten  bloiben.  In  der  reellen  Ebene 
werden  dio  Polarcoordinaten  r,  ß eines  Punktes  als  von  einander 
abhängige  Variable,  und  zwar  die  Amplitude  ß als  Function  des 
Radiusvectors  r betrachtet.  Dann  bezeichnet  wieder  r den  Modul 
des  complexen  Arguments  und  wird  längs  der  Meridianebene  um  den 
Winkel  <p  = der  Amplitude  des  Arguments  nach  der  lateralen  Axe 
hin  gedreht.  Ist  nun  die  Function  der  Logarithmus,  so  ist  der  End- 
punkt von  r in  der  neuen  Lago  gleichzeitig  die  Construction  der 
Function  und  ihres  Arguments.  Erstere  wird  durch  die  doppelte 
Drehung  des  Radiusvectors  von  der  x Axe  nach  der  y Axe  hin,  dann 
von  der  Endlage  nach  der  z Axe  hin  als  Ausdrücke  ihrer  reellen 
Elemento  dargestellt,  und  zwar  kann  letztere  Drehung  <p  um  will- 
kürlich Vielfache  von  4 Rechten  vermehrt  werden.  Die  Darstellung 
des  Arguments  aber  ist  in  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben 
Punktes  auf  der  Meridianebene  gegeben.  Der  Lauf  der  Function 
bei  variirendem  Argumente  wird  durch  die  Bahn  des  darstellenden 
Punktes  im  Raume  dargestellt,  wenn  der  Endpunkt  von  r in  seiner 
anfänglichen  Lago,  d.  h.  in  der  reellen  Ebene,  eine  logarithmischc 
Spirale  erzeugt. 
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Der  Anlass  zur  zwoiten  Schrift  wird  vom  Verfasser  in  folgenden 
Worten  dargelegt  „Bei  meinen  Studien  über  das  Imaginäre  in  der 
Geometrie  bin  ich  auf  Widersprüche  zwischen  meinen  wolgeprüften 
Resultaten  mit  jenen  der  algebraischen  Analysis  gestossen,  deren 
Beseitigung  mir  dringend  geboten  erscheint“.  Die  Schrift  ist  so  voll 
von  dunkeln  Stellen,  dass  wir  ein  sachliches  Urteil  darüber  nicht 
geben  können.  Licenzen  sind  bei  einem  solchen  Dispüte  nicht  am 
Orte,  exacte  Sprache  ist  hier  unerlässlich.  Es  genüge  einige  Punkte 
zu  nennen,  in  denen  gegen  diese  Vorschrift  gefehlt  ist.  Nicht  selten 
wird  imaginären  Grössen  das  Prädicat  grösser  oder  kleiner  gegeben 
oder  von  ihrem  Wachsen  gesprochen.  Auf  Soite  5 steht.  „Die  . . . 
Sätze  gelten  bloss  innerhalb  der  Grenzen  — co  < cp  < -|-  oo,  oder 

71  71 

cyklometrisch  gesprochen,  — | + Was  heisst 

das?  — Die  Gleichungen  (1)  bis  (8)  gelten  offenbar  für  beliebig 
reelle  und  imaginäre  <jp,  in  Gl.  (9)  (10)  hat  überdies  cp  complexen 
Wert,  in  Gl.  (12)  dagegen  ausschliesslich  reellen;  aber  nirgends  ist 
dies  ausgesprochen.  — Auf  Seite  4 fängt  ein  Satz  an : Abgesehen  von 
Jc2n  zeigt  der  Winkel  icp  ein  ganz  befremdendes  Verhalten,  ..  .“ 
— Wie  kann  man  von  dem  absehen,  was  wesentlich  dazu  gehört? 
Bald  nachher  folgt:  „Daher  (d.  h.  wegen  jenes  befremdenden  Ver- 
haltens) muss  dem  Winkel  i<pu  (nämlich  in  sini’gp,  cos  üp,  etc.)  ein 
anderes  Mass  zu  Grunde  liegen“.  Von  da  an  misst  der  Verfasser 
den  Winkel  i<p,  statt  nach  Kreisbogen,  nach  einem  gleichseitig  hyper- 
bolischen Sector  als  Einheit  und  sucht  (leider  in  unverständlicher 
Sprache)  zu  zeigen,  dass  dann  die  Resultate  besser  stimmten.  Hätte 
er  wirklich  ein  abweichendes  Resultat  aus  verschiedener  Betrach- 
tungsweise nachgewiesen,  so  würde  damit  nicht  irgend  eine  solche 
gerechtfertigt,  sondern  die  Uutauglichkeit  complexer  Argumente 
goniometrischer  Functionen  überhaupt  gezeigt  sein.  In  der  Tat  sind 
es  aber  nur  unerwartete,  bedenkliche  Folgerungen,  auf  die  er  sich 
beruft,  und  die  er  gar  nicht  zu  erklären  versucht  hat.  Hoppe. 


Die  quadratische  Zerfällung  der  Primzahlen.  Von  Dr.  Her- 
mann Scheffle r.  Leipzig  1892.  Friedrich  Foerster.  169  S. 

Die  vorliegende  Schrift  entwickelt  das  directe  Verfahren  der 
allgemeinen  Zerfällung  der  einer  gegebenen  linearen  Form  ent- 
sprechenden Primzahlen  q = pn-\-m  oder  einer  bestimmten  Potenz 
davon  oder  eines  bestimmten  Vielfachen  einer  solchen  Potenz  in  die 
quadratische  Form  A2  + pB2  unter  der  Voraussetzung,  dass  p eine 
Primzahl  sei.  Dem  allgemeinen  Verfahren  voraus  geht  die  Behand- 
lung besonderer  Fälle.  Das  allgemeine  Problem  der  Zerfällung  kann 
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nach  Aussage  des  Verfassers  für  gelöst  gelten.  Wenn,  in  p^2r- $-1, 
r unpar  ist,  so  kann  die  (r  — 2)te  Potenz  der  Primzahl 
in  die  Form  A*~\-pB*  zerfällt  werden.  Ist  r par,  so  ist  eino  niedere 
Potenz  oder  deren  Vielfaches  in  A* — pB 2,  unter  Umständeu  auch  in 
zorfällbar.  Für  pares  r ist  die  Zerfällharkeit  in  A 2 — pB 2 
allgemein.  Ferner  werden  Sätze  über  quadratische  Congruenzen 
gegeben,  schliesslich  das  praktisch  beste  Kriterium  der  Primzahlen- 
eigenschaft  nebst  Auffindung  der  Primfactoren  einer  gegebenen  Zahl 
gesucht.  Ein  von  Eisenstein  vorbehaltener  Specialfall  ist  ergänzt 

HL 

Studien  über  die  Reduction  der  Potentialgleichung  auf  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen.  Ein  Anhang  zu  Heiners  Handbuch 
der  Kugolfunctiouen.  Vou  Dr.  Emil  Haentzschel,  Oberlehrer  an 
der  III.  Realschule  zu  Berlin.  Berlin  1893.  Georg  Reimer.  180  S. 

Der  erste  der  6 Aufsätze  schliesst  sich  au  die  Dissertation  des 
Verfassers:  „Ueber  die  Reduction  der  Gleichung 

3a:2  ' dy*  ' de* 

auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Ein  Beitrag  zur  Theorie 
der  hämischen  Functionen  zweiter  Ordnung.  Berlin;  Mayer  u. 
Müller  1893“  (s.  Ohrtmann,  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Math.  XV. 
311.)  — an  und  behandelt  die  nämliche  Reduction  und  Lösung  auf 
Grundlage  der  Theorie  der  elliptischen  Fuuctionen  von  Weierstrass. 
Der  zweite  hat  zum  Gegenstände  die  Gleichungen  für  die  Meridian- 
curven  der  Rotationskörper;  der  dritte  die  Lame’schen  Functionen 
2.  Ordnung  und  ihre  functionen-theoretischen  Grcnzfälle;  der  vierte 
die  Lam6’schen  Functionen  höherer  Ordnung;  der  fünfte  die  Func- 
tionen des  elliptischen  und  des  Kreiscylindcrs;  der  sechste  die  Heine- 
sche Function  und  die  aus  ihr  abgeleitete  hyper- Bes  sei’ sehe  Trans- 
cendeute.  H. 


Elements  de  la  thßorie  des  fonctions  elliptiques.  Par  Jules 
Tannery,  Sous-Directeur  des  6tudes  scientifiques  ä l’Ecole  Nor- 
male superieurc,  et  Jules  Molk,  Professeur  ä la  Faculte  des  Sci- 
ences de  Nancy.  Tome  I.  Introduction.  Calcul  different iel  (I« 
partie).  Paris  1893.  Gauthicr-Villars  et  fils.  246  S. 

Die  Schrift  ist  eine  Einführung  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  von  Weierstrass.  Dor  allein  vorliegende  1.  Band  davon 
hat  folgenden  Inhalt:  Einleitung,  Cap.  I.  Unendliche  Reihensummeu 
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und  Producte  bei  constanten  Termeu.  Solche  bei  einfachem  Entree. 
Reihen  mit  doppeltem  Entree.  Producte  mit  doppeltem  Entree. 
Cap.  II.  Unendliche  Reihensummen  und  Producte,  deren  Termo 
von  einer  Variabein  abhangen.  Definitionen  und  erste  Lehrsätze. 
Reihen  von  ganzen  Functionen  (ganze  Reihen).  Reihen  von  ganzen 
Reihen.  Functionen  (Fortsetzung).  Auwendung  auf  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen. Cap.  III.  Ganze  transcendente  Functionen. 
Exponentiale  und  circulare  Functionen.  Sätze  von  Weierstrass  und 
Mittag-Leffler.  — Differentialrechnung  (1.  Teil).  Cap.  I.  Allgemeine 
Betrachtungen  über  die  periodischen  Functionen.  Cap.  II.  Die 
Function  <j(u)  und  die  davon  abgeleiteten  Fuuctionon  £(u),  p(w). 
Das  Argument  wachsend  um  2o Erste  Relationen  zwischen  den 
Functionen  ö(t*),  £(«),  p(u),  p'(u).  Darstellung  von  <s(u)  durch  ein 
unendliches  Product  mit  einfachem  Entree.  Die  Cofunctionen  <J|(u), 
ö8(m),  ffs(w)*  Lineare  Transformation  des  a.  Substitution  äquiva- 
lenter Perioden  für  die  primitiven.  Transformation  beliebiger  Ord- 
nung der  Functionen  a.  Substitution  neuer,  mit  den  alten  linear 
verbundener  Perioden  für  die  primitiven.  — Der  2.  Band  (unter 
der  Presse)  ist  die  Fortsetzung  des  ersten.  Der  3te  wird  die  Inte- 
gralrechnung, der  4te  Anwendungen  enthalten.  II. 


Traitd  d’anaJyse.  Par  ßmile  Picard,  Membro  de  l’Institut, 
Professeur  k la  Facult6  des  Sciences.  Tomo  II.  Fonctions  harmo- 
niques  et  fonctions  analytiques.  Introduction  k la  theorie  des  6qua- 
tions  difförentielles  et  fonctions  algebriques.  Paris  1893.  Gauthicr- 
Villars  et  fils.  512  S. 

Der  1.  Band  ist  besprochen  im  43.  litt.  Bericht  S.  31.  Der 
2.  Band  enthält  zunächst  die  Lehre  von  den  Functionen  einer  com- 
plexen  Variabein,  und  zwar  nach  Erklärung  und  Grundlegung  die 
Reihenentwickelung,  die  alteruirte  Methode,  die  Lösung  des  Pro- 
blems von  Dirichlet,  directe  Untersuchung  der  Functionen  einer 
complexen  Variabein,  Anwendungen  der  Sätze  vou  Cauchy,  gemein- 
same Wurzeln  zweier  simultanen  Gleichungen,  Integrale  von  nicht- 
einförmigen Functionen,  Functionen  mehrerer  unabhängigen  Variabein, 
die  conformo  Abbildung,  Sätze  über  die  Differentialgleichungon,  An- 
wendungen derselben,  etc.  Abel’scho  Integrale,  einförmige  Fnuc- 
tionen  auf  einer  Riemann'schen  Fläche,  allgemeine  Sätze  über  dio 
Existenz  solcher  Functionen,  Curveu  vom  Geschlecht  null  und  eins. 

H. 
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Geometrie. 

Die  einfachste  Lösung  des  Apollonischen  Problems.  Eine  An- 
wendung der  neuen  Theorie  des  Imaginären.  Von  Adalbert 
Breuer,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsrealschule  im  III.  Bezirk 
Wiens.  (Mit  zwei  Figurentafeln.)  Erfurt  1892.  Bodo  Bacmeister. 
16  S. 

Das  Problem  einen  Kreis  zu  construiren,  der  3 gegebene  Kreise 
berührt,  wird  auf  folgendem  Wege  gelöst.  Die  6 Aehnlichkeitscentra 
der  gegebenen  Kreise  liegen  zu  3 in  gerader  Linie.  Durch  sic  be- 
stimmen sich  4 Aehnlichkeitsaxen.  Die  äussere  Achnlichkcitsaxe 
ist  Chordale  der  2 gesuchten  Kreise;  die  3 übrigen  Chordalen  treffen 
sich  im  Potenzcentrum  der  gegebenen  Kreise,  welches  zugleich 
Aebnlichkeitscentrum  der  gesuchten  Kreise  ist.  Die  Mittelpunkte 
derselben  liegen  dann  auf  der  Normale  vom  Aehnlichkeitscentrnzn 
auf  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe.  Der  Verfasser  verbindet  diese 
Lösuug  mit  seiner  „Theorie  des  Imaginären“,  welche  er  in  der  fol- 
genden Schrift  entwickelt.  H. 


Imaginäre  Kegelschnitte.  Eine  geometrische  Studie  über  das 
Wesen  und  die  katoptrischc  Deutung  des  Imaginären.  Von  Adal- 
bert Breuer dito  (Mit  einer  Figurentafel.) 

Ausgohend  von  einer  reellen  Ellipse  und  2 conjugirten  Durch- 
messern führt  eine  Construction  zu  einem  imaginären  Punkte,  dessen 
Ort  eine  Ellipse  ist.  Hierauf  gründet  der  Verfasser  seine  neue  Dar- 
stellung des  Imaginären.  Ueber  alles  Nähere  verweisen  wir  auf  die 
Schrift  selbst  H. 


Ueber  Conographie.  Ein  Beitrag  zur  constructiven  Geometrie 

der  Kegelschnitte.  Von  Adalbert  Breuer dito  (Mit  zwei 

Figurentafeln)  10  S. 

Es  handelt  sich  um  Erfindung  von  Instrumenten  zur  Beschrei- 
bung von  Kegelschnitten.  Zunächst  werden  alle  diejenigen  verworfen, 
welche  den  Schreibstift  längs  eines  Fadens  führen.  Unter  denjeni- 
gen, welche  bereits  eine  sicherere  Führung  bewirkt  haben,  werden 
die  von  Arb t er,  Rebicek  und  Drzewiecki  genannt,  an  den  2 letzten 
geschränkte  Einstellungsfähigkeit,  Complicirtheit  des  Apparates  and 
Kostspieligkeit  ausgesetzt.  Dann  werden  die,  unter  vielseitiger  Be- 
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rticksichtigung  der  Erfordernisse  vom  Verfasser  erfundenen  Instru- 
mente beschrieben,  zuerst  ein  Instrument  zur  Zeichnung  aller  Arten 
von  Kegelschnitten,  das  er  jedoch  nicht  als  praktisch  zur  technischen 
Anwendung  empfiehlt,  dann  9 einfachere  für  gewisse  Gruppen  von 
Kegelschnitten.  Die  Instrumente  bestehen  aus  Linealen,  längs  deren 
Mittellinie  der  in  eine  Hülse  gefasste  Schreibstift  im  Kreuzungspunkt 
zwischen  zwei  Schienen  gleitet.  H. 


Sur  la  dötermination  g6om6trique  du  point  le  plus  probable 
donnö  par  un  systfcmo  de  droites  non  convergentes.  Par  M.  Mau- 
rice d’Ocjagne,  Ing^uieur  des  ponts  et  chauss6es.  £xtr.  du  J.  de 
Pßcole  Polytechn.  LXIH,  cah.  1893.  4°.  25  S. 

Es  wird  folgende  Aufgabe  gelöst.  Ein  Punkt  ist  als  Durch- 
schnitt von  n Geraden  ideell  bestimmt.  Die  Geraden  sind  aber 
wegen  Beobachtnngs-  und  Zeichnungsfehler  ungenau  gegeben.  Einer 
jeden  wird  ein  gewisses  Gewicht  als  Grad  der  Sicherheit  beigelcgt. 
Es  soll  die  wahrscheinlichste  Lage  des  ideellen  Punkts  gefunden 
werden.  Von  einem  beliebigen  Punkte  O werden  Lote  auf  alle  Ge- 
raden gcfUllt  und  um  ihre  Länge  verlängert;  der  Schwerpunkt  der 
mit  den  Gewichten  der  Geraden  belasteten  Endpunkte  (symmetri- 
scher Schwerpunkt  von  O)  sei  0\  der  symmetrische  Schwerpunkt 
von  O'  sei  0".  Dann  ist  der  Schnittpunkt  von  00"  und  der  Tan- 
gente an  den  durch  00‘0"  beschriebenen  Kreis  in  O'  in  erster 
Näherung  das  Centrum  der  kleinsten  Quadrate  der  Abstände  jenes 
Punktes  O von  allen  Geraden.  H. 


Die  Grundformeln  der  allgemeinen  Flächentbeorio.  Von  Dr. 
Hermann  Stahl,  ord.  Prof,  der  Mathematik  in  Tübingen  und  Dr 
V.  Kommereil,  Repetent  am  Seminar  in  Urach.  Mit  einer  litho- 
graphirten  Tafel.  Leipzig  1893.  B.  G.  Teubner.  114  S. 

Durch  die  Bearbeitung  und  Herausgabe  der  allgemeinen  Flächen- 
theorie haben  sich  die  Verfasser  ein  grosses  Verdienst  erworben. 
Da  dieser  Wissenschaftszweig  in  der  mathematischen  Litteratur 
(ganz  besonders  der  deutschen),  namentlich  gegenüber  der,  ins  un- 
begrenzte Neues  schaffenden  mathematischen  Tätigkeit  in  viel  ge- 
ringerem Masse  vertreten  ist,  als  es  seiner  Bedeutung  entspricht,  in 
so  geringem  Masse,  dass  er  von  Studirenden  leicht  ganz  übersehen 
wird,  so  ist  Grund  es  hervorzuheben,  dass  das  vorliegende  Werk  die 
Existenz  einer  Doctrin  ans  Licht  zieht,  welche  auf  Lösung  von  Natur 
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gegebener,  nicht  erst  durch  Einführung  geschaffener,  also  unum- 
gänglicher Probleme  gerichtet  ist  und  bereits  Errungenschaften  in 
grösserem  Umfange  aufweist.  Die  Bearbeitung  ist  für  Studirende 
bestimmt.  Die  Anforderungen  an  Vorkenutnisse  sind  etwas  höher 
als  es  vielleicht  nötig  war;  doch  hat  dadurch  die  Kürze  der  Her- 
leitung und  die  Uebersichtlichkcit  sehr  gewonnen.  Das  Zuwerke- 
gehen charakterisirt  sich  durch  folgendes.  Die  Auffassung  und 
Bezeichnung  ist  durchgängig  die  nämliche.  Die  cartesischen  Coor- 
dinaten  sind  stets  Functionen  zweier  Parameter  w,  v\  nie  wird  zur 
inversen  Darstellung  übergegangen.  Dieselben  6 Fundamentalgrössen 
«,  /,  g (nach  Gauss  E,  F,  Cr),  d,  d',  (durch  einen  Factor  von 
den  Gauss'scheu  abweichend),  welche  zur  Bestimmung  der  Fläche 
unabhängig  von  der  Lage  hinreichen,  werden  auch  hier  als  Elemente 
der  Ausdrücke,  deren  eine  grössere  Anzahl  gleich  von  Anfang  ein- 
geführt sind , angewandt.  Die  für  die  Theorie  bedeutungsvollen 
Linien  auf  der  Fläche,  die  isometrischen  (conformen  Abbildungs- 
linien), die  geodätischen,  conjugirten,  Krümmungs-  und  asymtotischen 
Linien,  für  sich  und  als  Parameterlinien,  schliesslich  die  Mittel- 
punktsflächen werden  nach  den  Fundamentalforraeln  im  1.  Abschnitt 
behandelt.  Eigentümlich  ist,  dass  die  Theorie  der  isometrischen 
Linien  hier  von  den  sogen.  Minimallinien,  d.  h.  den  imaginären 
Linien  ds  — 0 ausgeht.  Ucberhaupt  ist  es  willkommen,  dass  man 
für  die  in  der  Theorie  bedeutungsvollen  Begriffe  hier  kurze  Namen 
findet.  Möchto  doch  auch  für  die  Function,  deren  Doppelintegral 
nach  dudü  die  Fläche  gibt,  ein  kurzor  Name  in  Gebrauch  kommen! 
Der  2.  Abschnitt  hat  zum  Gegenstände  die  Herleitung  einer  Fläche 
ans  gegebenen  Eigenschaften.  Als  eigentliches  Endziel  der  Unter- 
suchung wird  die  Darstellung  der  Fuudnmcutalgrössen  betrachtet, 
der  primitive  Ausdruck  der  Flächo  in  Coordinaten,  wo  er  erreichbar 
ist,  als  beiläufiges  Resultat  behandelt.  Meistens  sind  es  nur  die 
Differentialgleichungen,  mit  denen  die  allgemeine  Untersuchung  ab- 
schlicssen  muss.  Von  besoudern  Flächen,  welche  deren  Integration 
gestatten,  sind  es  die  Minimalflächen,  die  ausführlich  behandelt  wer- 
den. Dieser  Abschnitt  enthält  die  grösste  Anzahl  von  Theoremen, 
die  der  Mitteilung  vorzüglich  für  wert  befunden  worden  sind.  Dazu 
gehören  nicht  gerade  die  bekanntesten.  Der  3.  Abschnitt  untersucht 
die  allgemeine  Flächencurve.  Als  Vorbereitung  sind  einige  Teile 
der  allgemeinen  Curventheorie  entwickelt.  Das  Gauze  ist  aus  sach- 
lich gegebenen  scientiveu  Stoffe  selbständig  nach  einheitlicher  Me- 
thode gestaltet.  Die  Originalarbeiten  sind,  soweit  es  möglich  war. 
angegeben.  H. 

Ueber  imaginäre  Punkte  ebener  Curven.  Von  Prof.  Dr.  h. 
Suhle,  Director  des  Herzoglichen  Friedrichs-Realgymnasiums  und 
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der  Vorschule  des  Fridericianum.  Dessau  1893.  (Programmarbeit). 
4°.  28  S 

Die  Abschnitte  der  Schrift  sind  überschrieben:  Von  den  imagi- 
nären Durchschnittspunkten  der  Cnrven  2.  — dann:  3.  Grades. 
Ueber  imaginäre  Maxima  und  Minima  der  Curven  3.  Grades.  All- 
gemeine Eigenschaften  der  ganzen  rationaleu  Functionen  complexer 
Variabein.  Von  den  singulären  Punkten  der  durch  die  Fuuctionen 
U(xy  y)  uud  F(s,  y)  dargestellten  Flächen.  Von  den  reellen  — 
dann:  imaginären  Punkten  der  Flächen  U(x,  y)  und  F(»,  y)  Von 
den  imaginären  Durchschnittspunkten  der,  ganzen  rationalen  Func- 
tionen nten  Grades  entsprechenden  Curven.  — Die  Abfassung  ist 
von  Anfang  an  dunkel  ausgedrückt.  Von  gegebenen  Curven  ist  über- 
haupt nirgends  die  Rede,  auch  nicht  von  den  gegenseitigen  Durch- 
schnitten solcher.  Es  wird  vielmehr  der  Gleichung  u = f{z)  in  un- 
ausgesprochenem Gedanken  die  Beziehung  untergelegt,  dass  u und  z 
Coordinaten  seien.  Hier  ist  u reell,  f eine  reelle  ganze  Function, 
und  es  handelt  sich  um  geometrische  Darstellung  der  Schnittpunkte 
einer  einzigen  so  bestimmten  Corve  mit  der  Geraden  u = const, 
d.  h.,  wenn  man  die  müssigo  und  durch  Coucurrenz  den  Leser  vexi- 
rendo  Einkleidung  der  Frage  weglässt,  um  Darstellung  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung.  Hierzu  wird  die  Complexe  z—x-\-iy 
als  Punkt  auf  einer  Grundebone  und  die  reellen  Elemente  von  /(z) 
als  entsprechende  Ordinaten  zweier  Punkte  in  dritter  Dimension, 
deren  Orte  zwei  Flächen  sind,  dargestellt.  Ueber  Ziel  und  Erfolg 
muss  Ref.  auf  die  Schrift  selbst  verweisen,  da  er  schon  im  Vor- 
stehenden Misverstäudnisse  als  möglich  gern  einräumen  wird. 

Hoppe. 


Abriss  des  geometrischen  Calcüls,  Nach  den  Werken  des  Pro- 
fessors Dr.  Hermann  Günther  Grassmaun  bearbeitet  von 
Ferdinand  Kraft,  Privatdocent  an  der  Universität  Zürich.  Mit 
in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1893.  B.  G.  Teubner. 
255  S. 

Das  Vorwort  macht  8 deutsche  Mathematiker  namhaft,  welche 
bestrebt  gewesen  sind  Grassmann’s  Ausdehnungslehro  verständlich 
und  nutzbar  zu  machen.  Von  sich  selbst  sagt  der  Verfasser  aus, 
dass  sich  ihm  durch  mehrjährige  Studien  herausgestellt  hat,  dass 
dieselbe  von  theoretischem  und  grossem  praktischem  Nutzen  ist. 
Daraus  schliesst  er  sofort,  es  handle  sich  nun  darum  die  erzielten 
Resultate  weitern  Kreisen  bekannt  zu  geben.  Da  nun  aber  gerade 
jener  Nutzen  es  ist,  den  Andro  bestreiten  oder  bezweifeln,  so  war 
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cs  doch  zum  Zwecke  der  Verbreitung  der  Lehre  in  weitere  Kreise 
vor  allem  geboten,  von  dem  theoretischen  und  praktischen  Nutzen, 
den  der  Verfasser  daraus  gezogen  hat,  einmal  Rechenschaft  zu  geben. 
Neue  theoretische  Resultate  findet  man  im  Buche  nicht,  der  prak- 
tische (doch  jedenfalls  intellectuelle,  nicht  materielle)  Gewinn  könnte 
nur  im  leichtern  Erlernen  und  Untersuchen  bestehen  — leichter  im 
Vergleich  mit  andern  Methoden,  durch  die  man  dasselbe  erreicht; 
diesen  lässt  der  grosse  Umfang  der  gegenwärtigen,  zwar  in  deut- 
scher, doch  sehr  fremder  Sprache  geschriebenen  Einführung  schwer- 
lich erhoffen.  Worin  dann  trotzdem,  dass  aller  Anschein  entgegen 
ist,  ein  Preis  für  die  Mühe  des  schwierigen  Studiums  noch  liegen 
kann,  darüber  hätte  der  Verfasser  nicht  schweigen  sollen.  Qui  tacit 
consentit.  Hoppe. 


Dio  Geometrie  der  Lago.  Vorträge  von  Dr.  Theodor  Reye, 
o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Strassburg  i.  E. 
Zweite  Abteilung.  Mit  36  Textfiguren.  Dritte,  vermehrte  Auflage. 
— Dritte  Abteilung  der  dritten,  vermehrten  Auflage.  Leipzig  1892. 
Baumgärtner.  330  -{-  224  S. 


Die  1.  Abteilung  ist  im  30.  litt.  Bericht  S.  17  besprochen.  Die 
2.  Abteilung  handelt  hauptsächlich  von  der  Collineation  und  der 
Correlation  der  Grundgebildo  2.  und  3.  Stufe,  von  den  Flächen 
2.  Ordnung,  welche  durch  reciproke,  und  von  den  Strahlencongru- 
cnzen  und  kubischen  Raumcurven,  welche  durch  collineare  Bändel 
oder  Felder  erzeugt  werden-,  sie  umfasst  ausserdem  die  Polar-  und 
die  Nullsysteme  wegen  ihrer  innigen  Verbindung  mit  den  Flächen 
2.  und  den  Raumcurven  3.  Ordnung.  Die  3.  Abteilung  enthält 
namentlich  die  Theorie  der  tetraedralen  Strahlencomplexe , welche 
durch  je  2 collineare  Räume,  und  die  der  kubischen  Flächen,  welche 
durch  je  3 collineare  Bündel  erzeugt  werden,  und  im  Anschlüsse 
hieran  die  Theorie  der  Büschel,  Bündel  und  Gebüsche  von  Flächen 
2.  Ordnung.  Die  Anhänge  zur  2.  und  3.  Abteilung  enthalten  bzhw. 
10  und  8 Aufgaben.  H. 
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Over  het  ontstaan  van  oppervlakken  van  den  vierden  graad 
mod  dubbelrechte  door  middel  van  projectieve  bundeis  aan  kwadra- 
tische  oppervlakken.  Door  J.  Car  diu  aal,  Leeraar  aan  de  H.  B. 
S.  te  Tilburg.  Amsterdam  1892.  Johannes  Müller.  63  S. 

In  Verslagen  en  Mededeelingcn  VIII.  88  hat  der  Verfasser  eine 
Construction  der  Flächen  4 Grades  mit  Doppelkegelschnitt  mitge- 
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teilt  Als  Grundlage  diente  die  Construction  der  Fläche  als  Durch- 
schnitt der  homologen  Elemente  zweier  Bündel  quadratischer  Flächen. 
Jede  der  Basiscurven  der  beiden  Bündel  bestand  aus  2 Kegelschnit- 
ten, während  ein  Kegelschnitt  der  einen  Basiscurve  mit  einem  Kegel- 
schnitt der  andern  zusamraenfiel.  Auf  derselben  Grundlage  werden 
gegenwärtig  die  Flächen  4.  Grades  mit  Doppelgeraden  construirt 
und  in  Gruppen  geteilt.  In  Salmon  Fiedler’s  Geometrie  des  Raumes 
II  § 335  u.  f.  findet  man  einige  Eigenschaften  dieser  Flächen  an- 
gegeben. Am  Schlosse  der  gegenwärtigen  Abhandlung  wird  gezeigt, 
welche  Verbindung  zwischen  den  hier  erhaltenen  Resultaten  und  den 
Salmon'schen  Formen  besteht  H. 


Mathematische 

und  physikalische  Bibliographie. 

XL. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  Jahre  1887.  Dargestellt  v.  der 
physikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  43.  Jahrg.  1.  Abtb.  Berlin, 
Georg  Reimer.  13  Mk. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik , begründet  v. 
C.  Ohrtmann.  Im  Verein  m.  anderen  Mathematikern  u.  unter  besond. 
Mitwirkg.  v.  F.  Müller  u.  C.  Wangerin  hrsg.  v.  E.  Lampe.  22.  Bd. 
Jahrg.  1890.  1.  Hft.  Ebd.  13  Mk. 

Mjach,  E.,  zur  Geschichte  u.  Kritik  d.  Carnot’schen  Wärme- 
gesetzes. Leipzig,  Freytag.  50  Pf. 

Mahler,  E.,  der  Kalender  der  Babylonier.  (II.  MittheiloDg.) 
Ebd.  30  Pf. 

Müller,  Carl  Heinrich  Schellbach.  Gedächtnissrede.  Berlin, 
Georg  Reimer.  50  Pf. 

Neteier,  B.,  Stellung  der  alttestamentlichen  Zeitrechnung  in 
der  altorientalischen  Geschichte.  2.  Untersuchung  der  Zeiträume 
von  Salomo  bis  Noe.  Münster,  Theissing’sche  Buchh.  50  Pf. 


Methode  und  Prlnclpien. 

Illigeus,  E.,  die  unendliche  Anzahl  u.  die  Mathematik.  Mün- 
ster, Theissing’sche  Buchh.  1 Mk. 

Kirchhof f,  E.,  Anleitung  zur  Erteilung  d.  Unterrichts  in  der 
Raumlehre.  Nebst  e.  Anh.,  enth.  die  Resultate  zu  den  Schüler* 
heften.  2.  Aufi.  Leipzig,  Hirt  & S.  60  Pf. 
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Lehrbücher 


Mo^nik,  F.  Ritter  v.,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  f.  Unter-Gym- 
nasien. 1.  u.  2.  Abth.  32.  resp.  24.  Aufl.  Wien,  C.  Gerold’s  S., 
Verl.  Geb.  in  Leinw.  3 Mk.  90  Pf. 


Sammlungen. 

Braune,  A.,  Rechenbuch  als  Grundlago  f.  das  Kopfrechnen  in 
Seminarieu.  3 Tie.  in  1 Bdo.  2.  Aufl.  Halle,  Herrn.  Schrödel. 
2 Mk. ; geb.  2 Mk.  25  Pf. 

Frank,  F.,  u.  H.  Martens,  Rechenbuch  f.  Gewerbe-  u.  Bau- 
schulen, sowie  f.  gewerbliche  Fortbildungsschulen.  Dresden,  Küht- 
mann.  2 Mk. ; kart  2 Mk.  20  Pf. 

Kley  er,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.  1078. — 1197.  Hft  Stuttgart,  Jul.  Maier,  ä 25  Pf. 

Knie  ss,  K.,  u.  0.  Bach  manu,  Aufgabensammlung  f.  das 
Rechnen  m.  bestimmten  Zahlen,  bearb.  unter  besond.  Berücksicht 
d.  f.  Lateinschulen  vorgeschriebenen  Lehrpensums.  2.  Aufl.  Mün- 
chen, Kellercr’s  Hofbuchh.  1 Mk.  60  Pf.;  Einbd.  25  Pf. 

Martus,  II.  C.  E.,  50  Aufgaben  aus  der  Körperlehre  zur 
Einübg.  u.  zum  Gebrauche  bei  der  Abschlussprüfung  in  Unter- 
secunda.  Ergänzung  d.  2.  Thls.  der  Raumlehre  f.  höhere  Schulen. 
Bielefeld,  Velhagen  & Kl.  20  Pf. 

Neumann,  C.  E.  0.,  Formelbuch,  enth.  die  hauptsächlichsten 
Formeln,  Sätzo  u.  Regeln  der  Elementar-Mathematik,  zum  Gebrauche 
an  Gymnasien  u.  Realschulen  übersichtlich  zusammengestellt.  5.  Aufl. 
Dresden,  Axt.  Kart.  1 Mk.  50  Pf. 

Petzold,  W.,  Fragen  u.  Aufgaben  (m.  Lösungen)  aus  dem  Ge- 
biete der  astronomischen  Geographie.  (Zu : P.,  Leitfaden  der  astronora. 
Geographie.)  Bielefeld,  Velhagen  & Kl.  50  Pf. 

Schellen,  H.,  methodisch  geordnete  Materialien  f.  den  Unter- 
richt ira  theoretischen  u.  praktischen  Rechnen,  nebst  e.  Anh.  üb. 
die  Flächen-  u.  Körper-Berechngu.  1.  TI.  Ein  Handbuch  nach 
geistbild.  Grundsätzen  u.  m.  besond.  Berücksicht,  d.  Kopfrechnens 
f.  Lehrer,  zum  Gebrauche  beim  Rechnenunterrichte  an  Gymnasien, 
Realgymnasien,  Oberrealschulen,  Realschulen,  Seminarien  u.  anderen 
höheren  Lehranstalten  ähnl.  Richtg.  12.  Aufl.,  bearb.  v.  H.  Lemkes. 
Münster,  Coppenrath’sche  Buchh.,  Verl.  4 Mk.;  Einbd.  30  Pf. 

Wall  ent  in,  F.,  Auflösungen  zu  den  Maturitätsfragen  aus  der 
Mathematik.  Zum  Gebrauche  f.  die  obersten  Classen  der  Gymnasien 
und  Realschulen  zusammengestellt.  2.  Aufl.  Wien,  C.  Gerold’s  S., 
Verl.  Geb.  in  Leinw.  4 Mk. 
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Tabellen. 


August,  E.  F.,  vollständige  logarithmische  n.  trigonometrische 
Tafeln.  18.  Aufl.,  besorgt  v.  F.  August.  Leipzig,  Veit  & Co.  Geb. 
1 Mk.  60  Pf. 

Gau ss,  F.  G.,  fünfstellige  vollständige  logarithmische  und  tri- 
gonometrische Tafeln.  38.  Aufl.  Halle,  Strien,  Verl.  Geb.  2 Mk. 
50  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Belikow,  A.,  u.  A.  Nathing,  Lehrbuch  der  Algebra,  nebst 
e.  Sammlung  v.  Uebungsaufgaben.  Für  Gymnasien  u.  Realschulen 
bearb.  St.  Petersburg,  Eggers  & Co.  6 Mk. 

Bohl,  P.,  üb.  die  Darstellung v.  Functionen  e.  Variabein  durch 
trigonometrische  Reihen  m.  mehreren  e.  Variabein  proportionalen 
Argumenten.  Diss.  Dorpat,  Karow.  1 Mk. 

Brenner,  A.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik.  Metbo- 
disches  Handbuch  zum  Gebrauche  in  den  unteren  Klassen  der  Mit- 
telschulen u.  beim  Privatstudium.  II.  Thl.  In  2.  Aufl.  neu  bearb. 
Freising,  Dr.  Datterer.  1 Mk.  60  Pf. 

Czuber,  E.,  üb.  die  Differentialquotienten  v.  Functionen 
mehrerer  Variablen.  Leipzig,  Freytag.  50  Pf. 

Escherich,  G.  v.,  üb.  die  Multiplicatoren  e.  Systems  linearer, 
homogener  Differentialgleichungen.  (I.  Mittheilg.)  Ebd.  50  Pf. 

Forsyth,  A.  R.,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  1.  Thl.: 
Exacte  Gleichgn.  u.  das  Pfalfsche  Problem.  Autoris.  deutsche  Ansg. 
v.  H.  Maser.  Leipzig,  Teubner.  12  Mk. 

Geigenmüller,  R.,  Elemente  der  höheren  Mathematik,  zu- 
gleich als  Sammlg.  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  d.  analytischen 
Geometrie,  algebraischen  Analysis,  Differential-  u.  Integralrechng. 
Für  techn.  Lehranstalten  u.  zum  Selbstunterricht  II.  Bd.  Die  nie- 
dere u.  die  höhere  Analysis  m.  Rücksicht  auf  Functionen  e.  reellen 
Variablen.  2.  Aufl.  Mittweida,  Polytechn.  Buchh.  7 Mk. 

Haentzschel,  E.,  Studien  üb.  die  Reduction  der  Potential- 
gleichung auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Ein  Anhang  zn 
Heine’s  Handbuch  der  Kugelfunctionen.  Berlin,  Georg  Reimer.  6 Mk. 

Mich  eisen,  P.,  die  bestimmten  algebraischen  Gleichungen  d. 
1.  bis  4.  Grades.  Nebst  e.  Anh.:  Unbestimmte  Gleichgn.  Für  höhere 
Unterrichtsanstalten,  sowie  f.  den  Selbstunterricht  bearb.  Hannorer, 
Meyer.  4 Mk. 

Geometrie. 

Borgmeyer,  J.,  geometrische  Untersuchung  üb.  den  Ort  der 
Fusspunkto  der  Lote , welche  von  e.  Punkte  auf  die  Strahlen  e. 
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linearen  Congruouz  gefällt  werden.  Diss.  Hildosheim,  Borgmeycr’s 
Buchh.  1 Mk.  20  Pf. 

Bouffier,  H.,  Lehre  der  geometrischen  u.  perspektivischen 
Schattenkonstruktion.  Wiesbaden,  Bossong.  1 Mk.  50  Pf. 

Bücking,  F.,  dio  Winkelgegenpunkte  d.  Dreiecks.  Ein  Spo- 
cialfall  der  involutor.  Verwandtschaft.  Diss.  Leipzig,  Fock.  1 Mk. 

Fialkowski,  N.,  die  vollständige  Trisection  d.  Winkels  Dio 
Lösg.  d.  2000  jährigen  Problems  auf  elementar-geometr.  Wege  im 
Sinne  der  Alten,  d.  h.  blos  m.  Lineal  u.  Zirkel.  Wien,  Halm  & G. 
3 Mk. 

Handel,  elementar-synthetische  Kegelschnittslehre.  Zum  Ge- 
brauch an  höheren  Lehranstalten  bearb.  Berlin,  Weidmännische 
Buchh.  1 Mk.  40  Pf. 

Kraft,  F.,  Abriss  d.  geometrischen  Kalküls.  Nach  den  Werken 
H.  G.  Grassmann’s  bearb.  Leipzig,  Teubner.  6 Mk. 

Küpper,  C.,  Bestimmung  der  Minimalgruppen  f.  <7m,  das  heisst 
der  Gruppen  v.  kleinster  Punctzahl,  welche  in  Beziehg.  zu  Curven 
mu,r  Ordng.  normale  Lagen  haben.  Prag,  Rivn&r,  Verl.  90  Pf. 

Lange,  J.,  synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nebst 
Uebungsaufgaben,  f.  die  Prima  höherer  Lehranstalten.  Berlin,  H. 
W.  Müller.  1 Mk.  20  Pf. 

Leonhardt,  G.,  Grandzüge  der  Trigonometrie  u.  Stereometrie 
f.  den  16.  Jahreskursus  höherer  Lehranstalten.  Halle,  Strien,  Verl., 

1 Mk.  20  Pf. 

Mocnik,  F.,  Ritter  v.,  die  geometrische  Formenlehre  in  der 
Volksschule.  Eine  Anleitg.  f.  Lehrer  zur  Ertheilg.  d.  geometr. 
Unterrichtes.  4.  Aufl.  Leipzig,  Freytag.  Geb.  1 Mk.  10  Pf. 

Rüefli,  J.,  Lehrbuch  der  Stereometrie,  nebst  e.  Sammlg.  v. 
Uebungsaufgaben.  Zum  Gebrauche  an  Sekundaschulen,  Realschulen 
u.  Gymnasial-Anstalten  bearb.  2.  Aufl.  Bern,  Schmid,  Frauoke  & Co., 
Verl.  Kart  1 Mk.  60  Pf. 

Stahl,  H.,  u.  V.  Kommerell,  die  Grundformen  der  allgemei- 
nen Flächentheorie.  Leipzig,  Teubner.  4 Mk. 

Sturm,  R.,  die  Gebilde  1.  u.  2.  Grades  der  Liuieugeometrie 
in  synthetischer  Behandlung.  II.  Thl.  Die  Strahlencongruenzen. 
Ebd.  12  Mk. 

Wagner,  H,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  u.  Aufgaben- 
sammlung f.  Realschulen.  2.  Aufl.  Hamburg,  Gräfe  & S.  Kart. 

2 Mk.  20  Pf. 

Weyr,E.,  üb.  abgeleitete  */" — lauf  Trägern  vom  Geschlechto 
Eins.  Leipzig,  Freytag.  40  Pf. 

— über  Vervollständigung  v.  Involutionen  auf  Trägern  vom 
Geschlechte  Eins  u.  üb.  Steiuer’sche  Integrale.  Ebd.  50  Pf. 

— üb.  Vervollständigung  v.  Involutionen  auf  Trägern  vom  Ge- 
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schlechte  Eins  u.  tib.  Steincr’sche  Polygone.  (II.  Mittheilg.)  Ebd. 
90  Pf. 

Zetzsche,  K.  E.,  Katechismus  der  ebenen  u.  räumlichen 
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Lehrbücher. 

Die  bestimmten  algebraischen  Gleichungen  des  ersten  bis  vierten 
Grades  nebst  einem  Anhang:  Unbestimmte  Gleichungen.  Für  höhere 
Unterrichtsanstalten  sowie  für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
P.  Michelsen.  Hannover  1893.  Carl  Meyer.  306  S. 

Als  Zweck  des  Vorliegenden  wird  angegeben,  dem  Lernenden 
Schwierigkeiten  überwinden  zu  helfen  und  ihn  in  der  sichern  Hand- 
habung der  Auflösungsmethoden  zu  üben.  Da  durchweg  die  Lehre 
von  den  algebraischen  Operationen  und  Transformationen,  soweit  sie 
bei  der  Lösung  von  Gleichungen  in  Anwendung  kommen,  als  be- 
kannt vorausgesetzt  wird,  so  würden  beim  Uebergange  zur  Lehre 
von  den  Gleichungen  wol  Schwierigkeiten  vor  allem  in  der  Verschie- 
denheit beider  Disciplinen  zu  suchen  sein.  In  jener  vollzieht  der 
Schüler  nur  eine  Forderung  der  Schule  ohne  Anlass  sich  um  Zweck 
und  Bedeutung  zu  kümmern,  deren  Bewusstsein  um  so  leichter 
schwinden  kann,  weil  die  unbenannte  und  allgemeine  Zahl,  mit  der 
er  operirt,  den  Gedanken  von  der  Wirklichkeit  abzieht  In  der  letz- 
tem soll  er  lernen  die  Antwort  auf  eigene  quantitative  Fragen 
selbst  zu  suchen ; hier  muss  er  Zweck  und  Bedeutung  stets  im  Auge 
haben.  Diese  neue  Forderung  mag  Mauchen  gering  erscheinen. 
Welche  Verirrungen  und  Unklarheiten  aber  gerade  in  diesem  Punkte 
noch  möglich  sind,  verraten  diejenigen  Pädagogen,  welche  die  so- 
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genannte  heuristische  Methode  der  Lösung  von  Aufgaben  empfehlen 
mit  der  Behauptung,  dass  durch  sie  der  Grund  des  Verfahrens  deut- 
lich werde,  dahingegen  die  algebraische  Methode  zum  Resultate  führe, 
man  wisso  nicht  warum,  während  doch  umgekehrt  bei  ersterer  die 
Kunst  so  zu  fragen , dass  sich  das  Gesuchte  ergibt,  Geheimniss  des 
Lehrers  bleibt,  bei  letzterer  hingegen  der  ganz  einfache  Grund  nicht 
nur  gelehrt  wird,  sondern  ohne  seine  Kenntniss  gar  nicht  gerechnet 
werden  kann.  Die  genannte  fundamentale  Schwierigkeit  ist  es  indes 
weniger,  die  der  Verfasser  betont;  es  soll  vielmehr,  weil  die  Glei- 
chungen sehr  mannigfaltig  complicirt  gegeben  sein  können,  auch 
der  kürzeste  Weg  der  Lösung  und  mancher  Rechuungsvorteil  gezeigt 
werden.  Hiergegen  ist  zu  erinnern,  dass  man  Schwierigkeiten,  welche 
die  Ausführung  von  Operationen  bietet,  nicht  als  solche  der  Glei- 
chungslehre zu  betrachten  hat.  Sind  die  Aufgaben  complicirter  als 
in  den  vorausgehenden  Uebungen  der  Operationen  vorgesehen  ist,  so 
wird  nur  aus  diesem  Grunde  die  Arbeit  grösser.  Rechnungsvorteile 
kann  man  eher  zu  viele  als  zu  wenige  mitteilen:  die  selbst  gefunde- 
nen sind  jedem  Rechner  nützlicher  als  die  mitgeteilten;  jedenfalls 
sollte  mau  den  Schülern  einen  Rechnungsvorteil  erst  daun  angeben, 
wenn  die  Erfahrung  vorliegt,  dass  sie  einen  zu  langen  Weg  gewählt 
haben.  Zu  diesen  Rechnungsvorteilen  ist  aber  die  wolgeordnete 
Reihenfolge  der  Reductionen  der  Gleichungen,  die  der  Verfasser  be- 
sonders damit  gemeint  zu  haben  scheint,  nicht  zu  zählen,  denn  diese 
ist  zum  Beweise  der  Erreichbarkeit  bestimmter  Grundformen  not- 
wendig. In  beiden  Beziehungen  findet  man  in  der  Ausführung  keinen 
Grund  Erhebliches  auszusotzen:  die  für  den  Anfänger  wichtige  Be- 
merkung, dass  eine  Gleichung  (resp.  Ungleichung)  der  natürliche, 
nicht  erst  doctrinür  umgestaltete,  Ausdruck  jedes  quantitativen  Ur- 
teils ist,  findet  sich  gleich  im  Anfang  ausgesprochen,  und  an  Rech- 
nuugsvorteilen  zeigt  sich  kein  Ucbermass;  auch  die  hervortretende 
Ausführlichkeit  ist  als  nützlich  anzuerkennon.  Allein  jene  natür- 
lichen Schwierigkeiten  können  noch  sehr  vermehrt  werden  durch  die- 
jenigen, welche  der  Lehrer  durch  unzweckmässigen  Lehrgang,  man- 
gelhaften Ausdruck,  Ausserachtlassen  des  zum  Verständuiss  Notwen- 
digen u.  s.  w.  selbst  schafft,  und  dies  ist  nach  gegenwärtiger  Ab- 
fassung der  Fall.  Es  ist  eine  bekannte  Regel,  dass  man  die  Schwie- 
rigkeiten einer  Aufgabe,  wo  möglich,  isoliren  muss.  Dies  geschieht 
bei  Gleichungen  für  1 Unbekannte,  indem  mau  sie  zuerst  auf  eine 
Grundform  bringt.  Von  Grundform  ist  hier  gar  nicht  die  Rede, 
sondern  nur  vom  Ordnen  der  Gleichung,  bei  dem  indes  noch  beliebig 
viele  Terme  gleichen  Grades  stehen  bleiben,  und  nicht  danach  ge- 
fragt wird,  ob  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  null  ist.  In  der 
Tat  entspricht  also  die  so  geordnete  Gleichung  der  Grundform  nicht 
und  entscheidet  nicht  über  ihren  Grad.  Ohne  Rücksicht  darauf  wird 
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dennoch  der  Gleichung  ein  Grad  zugeschriebeu,  nämlich  gleich  dem 
„inhaltlich“  höchsten  Exponenten  der  Unbekannten;  statt  aber  das 
dunkle  Wort,  welches  aushelfen  muss,  zu  erklären,  wird  nur  gesagt, 
um  den  wirklichen  Grad  zu  finden,  müsse  man  die  Gleichung  erst 
ordnen.  Dass  man  ihn  dann  findet,  wird  nicht  behauptet.  Mit  der 
bald  folgenden  Aeusserung,  der  Grad  der  Gleichung  scheine  bis- 
weilen höher  oder  niedriger  zu  sein,  als  er  wirklich  wäre,  bekennt 
der  Verfasser  im  Grunde  selbst,  dass  er  den  Leser  in  der  Irre  her- 
nmführt.  Im  übrigen  scheint  der  Verfasser  sehr  auf  das  gefällige 
Entgegenkommen  der  Schüler  zu  rechnen,  dass  sie  stets  das  denken, 
was  der  Lehrer  gemeint,  aber  nicht  gesagt  hat:  das  einemal  meint 
er  mit  einem  Buchstaben  a eine  exclusiv  positive  Zahl  ohne  es  zu 
sagen,  eine  Bedeutung  die  doch  jedenfalls  bei  der  Unbekannten  nicht 
festgehalten  wird,  ein  audresmal  meint  er  mit  dem  Zeichen  ya  die 
Wurzel  mit  Doppelvorzeichen,  sogar  wenn  in  demselben  Ausdruck 
dasselbe  Zeichen  im  Sinne  des  absoluten  Wertes  gebraucht  ist,  beides 
ohne  Erklärung.  Von  Unachtsamkeiten  dieser  und  mancher  Art  ist 
das  Buch  voll.  Das  Ganze  macht  den  Eindruck  von  ungenügender 
Beherrschung  des  Lehrstoffs:  wäre  der  Verfasser  besser  damit  ver- 
traut, so  würde  er  z.  B.  zur  Discussion  der  quadratischen  Gleichung 
gewiss  einen  kürzeren  Weg  gewählt  haben;  er  lässt  aber  sogar  ganz 
unerwähnt,  dass  Summe  und  Product  der  Wurzeln  von  Anfang  be- 
kannt, und  aus  ihnen  deren  Vorzeichen  unmittelbar  ersichtlich  sind. 
Neben  allerhand  logisch  pädagogischen  Mängeln  zeichnet  sich  das 
Buch  durch  Reichhaltigkeit  an  Lehren  und  Uebungcn  aus. 

II  o p p e. 


Die  wichtigsten  Rechenregeln  nebst  Musterbeispielen  insbesondere 
Lösung  aller  Aufgaben  der  Regeldetri  und  der  darauf  beruhenden 
Rechnungsarten  vermittelst  einheitlicher  Behandlung  des  Ansatzes. 
Zur  Wiederholung  für  die  Schüler  aller  Anstalten  bearbeitet  von 
Dr.  phil.  R.  Olb rieht,  Oberlehrer  am  Königlichen  Realgymnasium 
zu  Döbeln.  Loisnig  1893.  Herrn.  Ulrich.  48  S. 

Der  erste  Teil  des  Buches  ist  eine  kurzgefasste  Zusammenstellung 
des  Inhalts  der  numerischen  Recheulehre  mit  unbenanuten  und  be- 
nannten Zahlen.  Der  zweite  Teil  ist  darauf  gerichtet,  die  Regeldetri 
zu  einem  gleichmässig  geordneten  Algorithmus  zu  gestalten.  Er 
setzt  voraus,  dass  der  Schüler  nur  Aufgaben  bekommt,  bei  denen 
die  4 Glieder  wirklich  in  geometrischer  Proportion  stehen,  und  sagt 
nichts  davon,  woran  er  dies  erkennen  soll.  Es  handelt  sich  also 
hier  nur  um  Ausführung  von  Vorschriften  ohne  Urteil.  H. 
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Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  für  höhere 
Schulen.  Von  Dr.  Bernhard  Iiercher,  ordentlichem  Lehrer  am 
Grossh.  Gymnasium  zu  Jena.  Erweiterter  Sonder-Abdruck  aus  dem 
Lehrbuch  der  Geometrie  vou  demselben  Verfasser.  Leipzig  1893. 
Carl  Jacobsen.  37  S. 

Das  Buch  hat  nicht  im  entferntesten  etwas  mit  analytischer 
Geometrie  zu  tun:  es  gibt  weder  eine  Grundlage  geometrischer 
Untersuchung,  noch  eine  Deduction  auf  allgemeiner  Grundlage,  son- 
dern teilt  nur  einige  Eigenschaften  gewisser  Kaumgebilde  mehr  re- 
sultatweise als  begründet  mit,  denen  dann  und  wann  das  Allgemei- 
nere gleichsam  als  nebensächlich  beigefügt  wird.  Der  Hauptgegenstand 
sind  die  Kegelschnitte.  Voraus  geht  einiges  über  ebene  Coordinaten 
in  Aufgaben  und  deren  Resultaten  mit  bloss  nominellen  Erklärun- 
gen, zumtoil  so  ausgesprochen,  dass  man  nicht  erkennen  kann,  was 
der  Verfasser  mit  den  Namen  bezeichnen  will,  z.  B.:  „Die  Axen 
bilden  das  Coordinatensystem“.  — „Die  Function  . . . heisst  die 
Gleichung  der  Linie“.  — Die  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  mit  den- 
jenigen Focaleigenschaften,  welche  hernach  zugrunde  gelegt  werden, 
werden  einzeln  aus  Schnitten  des  geraden  Kegels  mit  der  Ebene 
stereometrisch  hergeleitet,  die  Construction , Tangente,  Polarglei- 
chung, Quadratur,  Kubatur  der  Rotationsfigur  und  die  Trisection 
des  Winkels  mit  Coordinaten  behandelt.  Bei  der  Winkel  trisection 
hat  der  Verfasser  nicht  beachtet,  dass  man  mit  einem  einzigen 
Kegelschnitt  alle  Winkel  dreiteilen  kann;  er  verlangt  vielmehr  für 
jeden  gegebenen  Winkel  eine  besondere  Curvenconstruction. 

Hoppe. 

Grundzüge  der  Trigonometrie  und  Stereometrie  für  den  sechsten 
Jahrescursus  höherer  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Georg 
Leonhardt,  Oberlehrer  am  Herzogi.  Friedrichs-Realgymnasium  in 
Dessau.  Halle  a.  S.  1893.  Eugen  Strien.  71  S. 

Das  erstere  der  zwei  gesonderten  Lehrbücher  behandelt  die 
Theorie  und  Praxis  der  Dreiecksaufgaben  vollständig  und  fügt  noch 
eiuigo  Vermessungsaufgaben  hiuzu,  gibt  dagegen  von  der  Goniometrie 
nur  soviel,  als  für  Begriffserklärung  und  Gebrauch  der  Tafeln  not- 
wendig ist,  übergeht  also  alle  algebraischen  Relationen  der  Func- 
tionen sowio  die  Formeln  für  die  Functionen  der  Summe  zweier 
Winkel.  Die  Deductionsmethode  ist  für  jedes  Einzelne  selbständig 
gewählt,  einfach  und  vernünftig  und  recht  ausführlich  entwickelt, 
leider  auch,  wozu  die  Ausführlichkeit  leicht  verleitet,  mit  der  logisch 
fehlerhaften  Wiederholung  schon  gelieferter  Beweise.  War  z.  B. 
die  Siuusproportion  an  einem  beliebigen  Seitenpare  bereits  be- 
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wiesen,  so  durfte  sie  nicht  an  einem  andern  Pare  besonders  be- 
wiesen werden.  Man  kann  schwer  begreifenden  Schülern  zu  Hülfe 
kommen,  darf  aber  nicht  die  Unachtsamkeit  noch  begünstigen.  In 
der  Stereometrie  hat  der  Verfasser  einer  „Vorschrift“  gemäss  die 
Körperberechnung  zum  Anfang  gemacht  und  die  Lehre  von  der  re- 
lativen Lage  der  Geraden  und  Ebenen  nachfolgen  lassen.  Er  hat 
damit  handgreiflich  ans  Licht  gestellt,  dass  die  „Vorschrift“  ganz 
unerfüllbar  ist.  Sätze  vorläufig  anwenden  und  nachträglich  beweisen 
kann  man  doch  nur,  wenn  die  darin  vorkommenden  Worte  einen 
verständlichen  Sinn  haben.  Wie  kann  man  aber  einen  mathemati- 
schen Körper  bestimmen  ohne  von  gegenseitiger  Lago  von  Gebilden 
im  Raume  zu  reden?  Die  Beschreibung  des  Prismas  fängt  im  Buche 
mit  den  Worten  au:  „Errichtet  man  in  den  Endpunkten  eines  Recht- 
ecks ABCD  Lote  in  den  Raum  hinein  — Worauf  die  Lote 
senkrecht  stehen  sollen,  konnte  der  Verfasser  nicht  sagen;  denn  von 
Loten  auf  eine  Ebene  durfte  nicht  die  Rede  sein.  Er  war  also,  um 
die  Vorschrift  zu  befolgen,  gezwungen  sinnlos  zu  schreiben.  Das 
Buch  schliesst  mit  einem  Abschnitt  über  Eigenschaften  der  Geraden 
und  Ebenen,  worin  alle  principiellcn  Lehren  kurz  und  gut  geordnet 
zusammengestellt  sind,  zuerst  betreffend  die  relative  Lage,  dann  don 
Ausdruck  der  Neiguugen  durch  Winkel,  dann  die  Abhängigkeit  und 
Bedingungen  der  Lage.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebrauch  an  Gymnasien.  Nach 
den  neuen  preussischen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Dr.  Bernhard 
Horcher,  ordentlichem  Lehrer  am  Grossh.  Gymnasium  zu  Jena 
Erstes  Heft.  Enthaltend  Planimetrie  erster  Teil  einschliesslich  der 
trigonometrischen  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Anhang: 
Anfaugsgründe  der  Körperlehre.  (Lehraufgabe  von  Quarta  bis  Unter- 
secunda).  — Zweites  Heft.  Enthaltend  Planimetrie  und  Ebene  Tri- 
gonometrie. (Lehraufgabo  der  Obersecunda  und  Unterprima.)  — 
Drittes  Heft.  Enthaltend  Stereometrie  und  Grundlehren  von  den 
Kegelschnitten.  (Lehraufgabe  der  Prima.)  Leipzig  1893.  Carl  Ja- 
cobson. 78  -f-  40  -f-  64  S. 

Das  1.  Heft  beginnt  in  Erklärungen  und  Grundsätzen  mit  der 
cxactcn  Gestaltung  der  gemeinen  Raumauschauung , woran  sich  nur 
2 Winkelsätze  mit  leichtem  Beweise  anschliessen.  Die  Ab- 
fassung zeichnet  sich  durch  Einfachheit  und  correcten  Ausdruck 
aus;  2 Aussagen  sind  unzutreffend:  die  Geometrie  beschäftigt 
sich  nicht  bloss  mit  Raumgrössen , sondern  mit  Raumgebildcn 
in  quantitativer  und  qualitativer  Hinsicht.  Auch  in  letzterer  Be- 
ziehung gehört  sic  der  Mathematik,  d.  h.  Grössenlehro  an,  weil  es 
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ihr  und  keiner  andern  Wissenschaft  obliegt  die  räumlichen  Quali- 
täten (Gestalt  und  Lage)  durch  Grössen  exact  zu  bestimmen.  — Die 
Behauptung,  für  Kreislinie  und  Kreisfläche  würde  auch  Kreis  gesagt, 
ist  irrig.  Kreislinie  sagt  man  in  der  Doctrin  im  Gegensatz  zur  Fläche 
oder  aus  Rücksicht  gegen  Unkundige,  sonst  heisst  sie  gewöhnlich 
und  mit  gutem  Grunde  Kreis.  Im  Sinne  von  Kreisfläche  ist  das 
Wort  Kreis  weder  in  vulgärer  noch  in  doctrinärer  Sprache  in  Ge- 
brauch , nicht  einmal  in  denjenigen  Lehrbüchern , welche  den  Kreis 
als  Fläche  definiren.  Euklid’s  Definition  kann  für  uns  nicht  mass- 
gebend sein.  — Nach  dieser  grundlegenden  Einführung  beginnt  die 
in  Lehrsätzen  und  Beweisen  fortschreitende  Entwickelung  mit  der 
Paralleleutkeorie  gestützt  auf  den  Grundsatz:  Durch  einen  Paukt 
ausserhalb  einer  Geraden  lässt  sich  zu  ihr  nur  eine  Parallele  ziehen. 
Dann  folgen  nach  Einschaltung  der  Lehr«  von  der  Symmetrie,  die 
Lehren  vom  Dreieck,  von  der  Congruenz,  vom  Viereck,  vom  Kreise, 
vom  Flächeninhalte,  von  Proportionalität  und  Aehnlichkeit.  Der  Fall 
der  Irrationalität  wird  erwähnt,  aber  die  Ergänzung  der  Lehre  für 
Prima  Vorbehalten.  So  lange  sollen  die  Schüler  das  Unbewiesene 
für  bewiesen  hinnehmen? ! Nun  wird  durch  Berechnung  des  recht- 
winkligen Dreiecks  (einschl.  d.  pythagoräischcn  Lehrsatz)  auf  die 
Elemente  der  Trigonometrie  und  auf  die  Kreisberechnung  hinge- 
leitet. Die  Körperberechnuug  ist  in  den  Anhang  des  1.  Hefts  ge- 
bracht worden;  es  wrar  dies  eine  leidliche  Auskunft,  um  zugleich 
der  Schul  Vorschrift  und  auch  Platon’s  Vorschrift  „Mrjöelg  «yeofit- 
TeyTog  dg  lx(ou  naebzukommeu,  indem  der  unmathematischen  Behand- 
lung ein  Platz  ausserhalb  der  eigentlichen  Doctrin  angewiesen  ward. 
Im  2.  Hefte  werden  einige  Lehren  der  neuern  synthetischen  Geome- 
trie für  den  Gymnasialunterricht  nutzbar  gemacht;  daun  folgt  die 
ebene  Trigonometrie  in  vollem  Umfange.  Im  3.  Hefte  beginnt  die 
Stereometrie  correcterweise  mit  der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen. 
Dann  folgt  die  Lehre  von  den  Körpern  und  ihrer  Inhal tsberechnnog 
im  elementaren  Umfange,  daun  die  Coordinatenlehre  nebst  Anwen- 
dung auf  die  Kegelschnitte  und  im  Anhang  Quadratur  der  Parabel 
und  Ellipse,  Kubatur  des  Rotationsellipsoids.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Stereometrie.  Auf  Gruud  vou  Dr.  Ford.  Kom- 
me re  11*  s Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido 
Hauck,  Geh.  Regierungsrat  und  Professor  an  der  Köuigl.  Techni- 
schen Hochschule  zu  Berlin.  Siebente  Auflage.  (Sechste  der  Neu- 
bearbeitung.) Mit  67  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Tübingen  1893.  H.  Laupp.  225  S. 

Dies  Buch  ist  in  4.  Auflage  im  251.  litterarischeu  Bericht 
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Seite  22  besprochen  In  den  folgenden  Auflagen  haben  mancherlei, 
jedoch  nur  unerhebliche  Aenderungen  stattgefundon.  11. 


Grundriss  der  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten  mit  zahl- 
reichen Uebungsaufgaben  und  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Von 
Dr.  Richard  Sellentin,  Professor  an  der  Oberrealschulo  zu 
Elberfeld  Erster  Teil.  Planimetrie.  Köln  1893.  M.  Du  Mont« 
Schauberg.  163  S. 

Das  Lehrbuch  ist  sehr  reichhaltig;  es  beschränkt  sich  nicht  auf 
das  Notwendige  zur  Vollständigkeit  der  Principien,  doch  ist  jede 
Zugabe,  sei  es  dass  der  Schule  die  erforderliche  Zeit  zu  Gebote 
steht  oder  dass  der  Privattieiss  sich  ihr  widmet,  ganz  geeignet  eine 
rechte  Vertrautheit  mit  der  geometrischen  Praxis  zu  erzeugen.  Die 
Themata,  sowie  ihre  Reihenfolge,  sind  bis  auf  zwei,  aus  der  neuern 
synthetischen  Geometrie  aufgenommene,  die  gewöhnlichen,  jedes  für 
sich  recht  weit  ausgefülirt  und  fortgefübrt.  Exacte  Logik  mag  in 
den  meisten  Deductionen  vorhanden  sein;  in  der  Entwickelung  der 
Paralleltheorie  jedenfalls  herrscht  die  grösste  Confusion.  An  der 
Grundlage  einer  correcteu  Behandlung  der  Winkelsätze  lässt  es  der 
Verfasser  in  keinem  Stücke  fehlen:  der  notwendige  Grundsatz  ist 
ausgesprochen , die  Grössenvergleichung  der  Winkel  ausdrücklich 
gezeigt,  der  Begriff  der  gleichen  und  ungleichen  Richtung  definirt; 
es  war  daher  leicht  die  Winkclsätze  an  Parallelen  zugleich  exact 
und  anschaulich  zu  beweisen.  Aber  dies  geschieht  nicht;  als  ob  der 
Verfasser  nicht  verstanden  hätte,  wozu  die  selbst  gegebene  Be- 
lehrung dienen  soll , lässt  er  auf  die  Lehrsätze  einen  angeblichen 
Beweis  folgen , * in  welchem  der  Grundsatz  gar  nicht  in  Anwendung 
kommt,  und  der  in  versteckter  Form  das  Zubeweisende  zur  Voraus- 
setzung macht.  Mangel  an  Orientirung  zeigt  sich  schon  dadurch, 
dass  er  dem  Leser  überlässt,  die  Definition  der  Richtung  aus  zwei 
weit  getrennten  Stellen  des  Buches  zusammenzusetzeu.  Die  erste 
lautet:  „Parallele  Linien  sind  Linien,  welche  dieselbe  Richtung  haben 
d.  h.  Linien,  welche  beliebig  verlängert  sich  nicht  schneiden“.  Das 
sind  offenbar  2 Definitionen,  die  der  gleichen  Richtung  und  der 
Parallelität,  zwei  Wörter  für  denselben  Begriff,  beide  bedeuten, 
dass  die  Linien  sich  nicht  schneiden.  Die  Definition  der  gleichen 
Richtung  wird  nun  später  ergänzt  zur  vollen  Bestimmung  des  rela- 
tiven Begriffs  der  Richtung  überhaupt  durch  die  Angabe:  „Der  Rich- 
tuugsuuterschied  zweier  geraden  Linien  wird  durch  den  Winkel  der- 
selben gemessen“.  Beide  Angaben  erschöpfen  die  möglichen  Fälle. 
Zwei  ungleich  gerichtete  Gerade  schneiden  sich,  und  der  Winkel, 
den  sie  dann  stets  bilden,  ist  zu  verstehen  unter  dem  Richtungsuuter- 
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schiede.  Au  diese  Erklärung  haben  wir  uns  zu  halten  , um  den  an- 
geblichen Beweis  für  die  Gleichheit  der  Gegenwinkel  an  Parallelen 
zu  verstehen.  Er  beginnt:  „Da  jene  Linien  parallel  sind,  so  haben 
sie  auch  gleiche  Richtung  (d.  h.  sie  schneiden  sich  nicht),  also 
haben  sie  auch  gegen  die  schneidende  Gerade  dieselbe  Neigung  oder 
denselben  Richtungsunterschied“  ,(d.  h.  sie  bilden  mit  ihr  gleiche 
Winkel).  Als  selbstverständlich’vorausgesetzt  ist  demnach,  dass  aas 
dem  Sich-nicht-schnoiden  zweier  Geraden;  die  Gleichheit  der  Gegen- 
winkel folgt,  und  das  eben  sollte  bewiesen  werden. 

Hoppe. 

Anfangsgründe  der  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  Lehr- 
anstalten. 

Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten. 

Nach  den  neuen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Karl  Schwering, 
Director  des  stiftischen  Gymnasiums  in  Düren.  (Letzteres:)  Mit  16 
Figuren.  Freiburg  im  Breisgau  1893.  Herder.  79  -f-  52  S. 

Der  Vortrag  besteht  in  einer  ganz  ungebundenen  Besprechuog, 
welche  nach  freiem  Ermessen  in  jedem  einzelnen  Falle  mit  der  all- 
gemein gefassten  Lehre  oder  mit  Vorführung  von  Beispielen  beginnt. 
Den  verbindenden  Faden  in  theoretischer  wie  in  pädagogischer  Hin- 
sicht kann  nur  der  Kundige  durchschauen,  der  Lernende  wird  nicht 
zum  Mitwisser  gemacht  und  kann  daher  nicht  das  Bewusstsein  haben 
eine  höhere  Stufe  des  Wissens  erreicht,  sondern  nur  mehr  Lehren 
hinzuerhalten  zu  haben.  Die  Reihenfolge  der  Themata  erscheint 
ziemlich  unmotivirt.  Die  Teile  der  Gleichungslehre  sind  zwischen 
Abschnitte  von  Operationen  eingeschobeu,  mit  denen  sie  in  keiner 
nahen  Beziehung  stehen.  Das  Ganze  ist  in  3 Lehrgänge  geteilt, 
deren  zweiter  mit  der  Einführung  der  Negativen  beginnt,  nachdem 
bereits  im  ersten  die  Reduction  der  algebraischen  Gleichungen  anf 
die  Normalform,  nach  Graden  geordnet,  resultatweise  aufgestellt 
war.  Diese  würde,  um  exact  zu  verfahren,  offenbar  dahin  zu  berich- 
tigen sein,  dass  statt  aller  -J-  Zeichen  ± gesetzt  würde.  Es  ist 
nämlich  wiederholt  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  dass  anf 
dem  Standpunkte  des  1.  Lehrgangs , wo  alle  Zahlen  absolute  sind, 
gewisse  Aufgaben  in  gewissen  Fällen  als  unlösbar  auftreten.  Hier 
bei  den  Normalformen  hingegen  geschieht  dies  nicht:  obgleich  keine 
Unmöglichkeit  der  verlangten  Ausrechnungen  vorliegt,  und  doch  ein 
anderes  Resultat  gefunden  wird  als  das  angegebene,  ist  kein  Wort 
davon  gesagt,  dass  die  aufgestellten  Formen  auf  dem  Standpunkte 
des  1.  Lehrgangs  nicht  immer  erreichbar  sind.  Dem  Vorstehenden 
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liegt  es  fern,  Nachlässigkeiten  der  Bearbeitung  zu  rügen;  aber  auch 
der  folgende  Gesichtspunkt,  welcher  dem  Vorgehen  eine  gewisse  Recht- 
fertigung zu  verleihen  scheinen  könnte,  soll  dem  Verfasser  nicht 
zudictirt  werden;  vielmehr  handelt  es  sich  nur  darum  einen  Punkt 
der  Didaktik,  dem  trotz  aller  Wirkung  im  grossen  die  Beachtung 
gefehlt  hat,  hier  ohne  Abschweif  von  der  Sache  zu  besprechen.  Es 
kann  nämlich  in  Frage  kommen,  ob  es  zu  empfehlen  sei,  dass  der 
Schüler,  der  nach  gewöhnlicher  Unterrichtsweise  im  Genüsse  der 
Vorteile  der  heutigen  Arithmetik  nie  Anlass  bekommt  den  Wert  der 
Fortschritte,  die  der  historische  Entwickoluugsgang  erst  in  mehr  als 
1000  Jahren  gemacht  hat,  durch  eigene  Erfahrung  kennen  und 
empfinden  lerne,  indem  er  zuerst  beim  Rechnen  mit  allgemeinen 
Zahlen  sich  in  Gefahr  befindet  unberechtigte  Schlüsse  zu  machen, 
dann  auf  Grenzen  der  Gültigkeit  aufmerksam  werden  muss , endlich 
von  dieser  mühevollen  Arbeit  erlöst  wird  durch  den  Begriff  der  alge- 
braischen Zahl.  Einer  solchen  Führung  entspricht  in  der  Tat  das 
Verfahren  im  vorliegende  Buche.  Es  soll  nicht  bestritten  werden, 
dass  eine  derartige  Beteiligung  am  Entdeckungsprocess  manchem 
Schüler  nützlich  sein  kann,  dass  er  vielleicht  sogar  aus  anfänglichem 
Irren  und  Fehlen  Gewinn  ziehen  mag.  Aber  eine  viel  wichtigere 
Erwägung  von  andrer  Seite  steht  doch  einer  wissentlichen  pädago- 
gischen Verwendung  des  fraglichen  Förderuugsmittels  warnond  ent- 
gegen. In  der  Wissenschaft  wie  im  praktischen  Leben  herrscht  be- 
kanntlich bei  der  Menge  die  Neigung  am  Unbewiesenen  solange 
festzuhalten  bis  das  Gegenteil  bewiesen  ist.  Im  praktischen  Leben 
ist  die  Verderblichkeit  dieser  Regel  besonders  häufig  durch  erfolg- 
reiche Speculationen,  denen  die  Menge  zuströmte,  bis  der  Krach  ein 
Ende  machte,  ans  Licht  gestellt.  In  Betreff  der  Wissenschaft  ist 
wol  ein  recht  nahe  liegender  Beleg  dafür,  wie  stark  jene  Neigung 
waltet,  folgender.  Kant  hatte  die  Existenz  der  Mathematik  als  hin- 
reichenden Beweis  der  Möglichkeit  synthetischer  Erkenntnis  apriori 
aufgestellt.  Gauss  und  Riemann  bewiesen  dagegen,  dass  die  Geo- 
metrie auf  Erfahrungen  beruht  Weil  nun  in  Betreff  der  Arithmetik 
Kaut’s  unbegründete  Meinung  noch  nicht  widerlegt  ist,  so  wird  noch 
heute  von  Vielen  die  Arithmetik  als  reine  Wissenschaft  apriori  der 
Geometrie  entgegengesetzt.  Es  würde  von  der  Sache  abführen, 
wollten  wir  hier  darauf  eingehen,  wie  jene  Verkehrtheit  der  einzige 
Grund  ist,  warum  manche  priucipielle  Fragen  jahrhundertelang  nicht 
gelöst  werden  konnten.  Die  Mathematik  ist  in  der  glücklichen  Lage, 
jener  verderblichen  Neigung  mit  strenger  Controle  entgegentreten 
zu  können,  indem  sio  stets  vom  Evidenten  zum  Evidenten  fort- 
schreitet. Daher  ist  es  auch  Pflicht  des  mathematischen  Unterrichts 
diese  Errungenscheft  Euklid’s  aufrecht  zu  halten,  und  das  ist  nur 
möglich,  wenn  jeder  Satz  auf  derselben  Stufe,  wo  er  gelehrt  wird, 
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auch  in  vollem  Umfang  apodiktisch  eingcscheu  werden  kann.  Es 
heisst  die  falsche  Neigung  begünstigen,  wenn  man  Beweise  oder  Er- 
gänzung von  Erklärungen  einer  höhern  Stufo  vorbehält.  In  Anwen- 
dung auf  das  vorliegende  Buch  folgt  daraus,  dass  es  unbedingt  not- 
wendig gewesen  wäre,  nach  der  Subtraction  auch  die  Erweiterung 
des  Zahlbegriffs  zu  lehren,  ehe  von  algebraischen  Transformationen 
die  Rede  war,  welche  auf  den  neuen  Begriff  fussen. 

Das  Vorwort  des  Verfassers  zur  „Trigonometrie“  macht  sich 
auffällig  durch  Schmähungen,  die  er  ohne  deutliche  Angabe,  wem 
und  welcher  Sache  sie  gelten  sollen,  in  allgemeinen  Phrasen  in  die 
Welt  hinein  schleudert,  mit  denen  er  aber  nach  allem  weder  jeman- 
dem hat  kränken  noch  irgend  eine  Leistung  hat  herabsetzen,  son- 
dern nur  sein  eigenes  Werk  als  etwas  ganz  neues  hat  anpreisen 
wollen.  Er  sagt,  es  unterschiede  sich  in  nicht  wenigen  Punkten  von 
bisherigen  Bearbeitungen  des  gleichen  Gegenstandes,  nennt  aber  keinen 
einzigen,  sondern  deutet  zur  Charakterisirung  der  bisherigen  Me- 
thode nur  auf  einen  „hoffentlich  für  immer  beseitigten  Gedanken“ 
hin,  ein  wissenschaftliches  Lehrgebäude  dem  Anfänger  von  vorn- 
herein, und  zwar  in  fertigem  Aufbau,  zu  überliefern.“  Und  was  ver- 
keisst  nun  der  Verfasser  au  die  Stelle  des  Beseitigten  zu  setzen? 
Soll  das  gedruckte,  den  Schülern  (oder  Lehrern)  gegebene  Lehrbuch 
kein  Lehrgebäude  enthalten?  soll  das  Lehrgebäude  unwissenschaft- 
lich oder  unfertig  sein  oder  nach  jedem  Semester  abgeändert  wer- 
deu?  Das  läuft  doch  auf  den  reinen  Nihilismus  hinaus?  nur  Besei- 
tigung ist’s,  was  er  verlangt;  an  ein  Besseres  das  folgen  soll,  scheint 
noch  jeder  Gedanke  zu  fehlen.  Nach  fernerer  Aeusseruug  des  Ver- 
fassers schriebe  sich  die  alte  Methode  von  „blinder  Nachahmung“ 
des  Werkes  von  Eukleides  her.  Bekanntlich  hat  Eukleides  gar  kein 
Werk  über  Trigonometrie  geschrieben;  das  Wort  „blinde  Nach- 
ahmung“ erweist  sich  als  sinnlose  Phrase.  Weiterhin  behauptet  er, 
die  Lehrbücher  hätten  „mit  dem  Herkommen  nicht  zu  brechen  ge- 
wagt“. Jeder,  der  einige  der  nach  einander  erschienenen  Lehrbücher 
näher  angesehen  hat,  wird  gefunden  haben,  dass  sie  ohne  sich  an 
ein  Herkommen  zu  binden  mit  mehr  oder  minder  Geschick  und 
Befähigung  nur  dahin  arbeiten  das  Erlernen  leichter  und  das  Be- 
herrschen vollkommener  zu  machen  als  ihre  Vorgänger;  sie  mussten 
also,  damit  ihre  Herausgabe  nicht  überflüssig  schiene,  vom  Herkom- 
men abweichen  um  eine  Besserung  aufzu weisen.  Weiterhin  spricht 
der  Verfasser  von  „systematischen  Klügeleien“,  als  ob  solche  zur 
Charakterisirung  der  alten  Methode  gehörten.  Die  systematische 
Gestalt  ist  der  Trigonometrie,  gemäss  der  Einheitlichkeit  ihrer  Auf- 
gabe, offenbar  von  Natur  eigen,  wird  also  nicht  von  den  Bearbeitern 
künstlich  hineingetragen.  Der  lästernde,  aller  Wahrheit  entbehrende 
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Ausdruck  „Klügeleien“  scheint  nur  gewählt  zu  sein,  um  dem  zuvor- 
zukommen, dass  man  ihn  gegeu  deu  gebraucht,  dem  diese  natürliche 
Gestalt  nicht  gefällt. 

Von  allem  dem  Abschreckenden  des  Vorworts  findet  man  indes 
im  Buche  keine  Spur.  Es  ist  nicht  weniger  wissenschaftlich,  nicht 
weniger  fertig  bearbeitet  als  irgend  ein  andres  Lehrbuch.  Eher 
könnte  darin  die  Eleganz  des  Abhandlungsstyls  vor  pädagogischen 
Gesichtspunkten  bevorzugt  erscheinen.  Vielleicht  war  das  Vorwort 
für  audere  Leser  als  diejenigen,  die  das  Buch  gebrauchen  wollen, 
und  zwar  in  diesem  Falle  für  unkundige  und  urteilsunfähige  be- 
stimmt. Unterscheidend  für  die  gewählte  Methode  ist,  dass  die 
Horleitung  der  Formeln  mit  der  Berechnung  des  Dreiccksiuhalts 
aus  den  Seiten  begiuut.  Weun  Manche  behaupten,  die  Trigonometrie 
böte  den  Anfängern  Schwierigkeiten  — es  ist  freilich  kaum  zu  be- 
greifen, worin  diese  liegen  sollen,  da  die  Schüler  schon  vorher  mit 
Linienverhältnissen  und  etwas  rechnender  Geometrie  bekannt  wer- 
den — so  könnten  dieselben  an  der  Methode  tadeln,  dass  sie  gerade 
mit  einer  vergleichsweise  schwierigeren  Aufgabe  deu  Anfang  macht, 
und  erst  nachher  zur  einfachen  Betrachtung  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks übergeht.  Die  Methode  hat  offenbar  erstens  den  Vorzug  der 
Eleganz,  sofern  aus  der  Lösung  eine  Reihe  notwendiger  Formeln 
sofort ? hervorgehen ; sie  wird  daher  dem  Analytiker  wol  mehr  be- 
hagen; einen  Schritt  zur  angeküudigten  Reform  des  Unterrichts 
vermag  man  darin  nicht  zu  erkennen.  Zweitens  dient  sie  dazu,  die 
Einführung  der  formell  neuen  Elemente  etwas  weiter  hinaus  zu- 
schieben. In  der  Tat  werden  hernach  die  Winkelfuuctionen  jede 
für  sich  gesondert  behandelt,  als  wäre  es  Absicht  dem  Schüler  so 
wenig  als  möglich  vom  specifischen  Charakter  der  Trigonometrie 
merken  zu  lassen,  das  hiesse  dann,  der  Verfasser  wollte  verhüten, 
dass  der  Schüler  mit  dem,  was  er  lernen  soll,  bekannt  würde! 

Im  ganzen  zeigt  das  Lehrbuch  kein  wesentliches  Abgeheu  von 
der  bisherigen  Lehrweise,  das  Wenige,  was  ihm  eigentümlich  ist, 
streitet  sicher  gegen  kein  Herkommen;  ob  es  förderlich  ist,  muss 
die  Erfahrung  an  den  Tag  bringen;  darauf  passt  das  Wort  Uhlaud’s : 
„Vom  Guten  hab’  ich  sichre  Spur,  vom  Bessern  leider  nicht“. 

Hoppe. 
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Bürgerschulen,  Gewerbeschulen,  Progymnasien  u.  Realschulen  II 
Ordng.  bearb.  3.  Aufl.  Köln,  Du  Mont-Schauberg’sche  Buchh.  2Mk. 

Ri  bi,  D.,  Aufgaben  üb.  die  Elemente  der  Algebra,  methodisch 
geordnet  u.  in  engem  Anschluss  an  den  „Leitfaden“  von  M.  Zwickv. 
III.  Hft.  6.  Aufl.  Hrsg.  v.  M.  Zwicky.  Bern,  Schmid,  Francke  <t 
Co.,  Verl.  50  Pf. 

Roesler,  J.  K.,  u.  F.  Wilde,  Beispiele  u.  Aufgaben  zum 
kaufmännischen  Rochnen.  Für  den  Unterricht  in  hohem  Scholen. 
1.  TI.  5.  Aufl.  Halle,  Gesenius.  2 Mk. 

Schmid , K.,  100  arithmetische  Aufgaben  v.  bayerischen  Lehrer- 
Anstellungsprüfungen.  Ausführlich  gelöst.  München,  Kellerer.  1 Mk. 

Schürmann,  F.,  u.  F.  Windmöller,  Rechenbuch  f.  gewerb- 
liche u.  kaufmännische  Fortbildungsschulen.  2.  TI.  Essen,  Bädeker. 
Verl.  1 Mk. 

Stockmayer,  H.,  u.  M.  Tescher,  Aufgaben  f.  den  Rechen- 
unterricht in  den  mittleren  Klassen  der  Gelehrtenschulen,  der  Real- 
schulen u.  verwandter  Lehranstalten.  2 Bdchn.  f.  11 — 12  jähr.  Schüler 
6.  Aufl.  Stuttgart,  Bouz  & Co.  Kart.  60  Pf. 
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Adam,  V.,  Taschenbuch  der  Logarithmen  f.  Mittelschulen  u. 
höhere  Lehranstalten.  13.  Aufl.  Ster.-Ausg.  Wien,  Bermann  & 
Altmann,  Verl.  Geb.  1 Mk.  20  Pf. 

Gaus s,  F.  G.,  fünfstellige  vollständige  logarithmische  u.  trigo- 
nometrische Tafeln.  Zum  Gebrauche  f.  Schule  u.  Praxis  bearb. 
Ster.-Dr.  39.  Aufl.  Halle,  Strien,  Verl.  Geb.  in  Leinw.  2 Mk.  50  Pf. 

— dasselbe.  Kleine  Ausg.  Ster.-Dr.  4.  Aufl.  Ebd.  Geb.  in 
Leinw.  1 Mk.  60  Pf. 

— polygonometrische  Tafeln.  Zum  Gebrauche  in  der  Land- 
messg.  f.  die  Teilg.  des  Quadranten  in  90  Grade  zu  60  Minuten. 
Ebd.  Geb.  in  Leinw.  12  Mk. 

Hertzer,  H.,  fünfstellige  Logarithmentafeln.  3.  Aufl.  Berlin, 
Gaertner's  Verl.  Kart.  1 Mk.  20  Pf. 

Kaselitz,  Wandtafeln  f.  den  ersten  Rechenunterricht  in  Zah- 
lenbildern. 13  Blatt  ä 51  X 83,  5 cm.  Berlin,  Nicolai’sche  Verl.- 
Buchh.  (Stricker).  5 Mk. 

Ligowski,  W.,  Taschenbuch  der  Mathematik,  Tafeln  u.  For- 
meln zum  Gebrauche  f.  den  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten 
u.  z.  Anwendg.  bei  Berechngn.  3.  Aufl.  Berlin,  Emst  & Sohn. 
Kart.  2 Mk.  80  Pf. 

Rohrbach,  C.,  vierstellig  logarithmisch-trigonometrische  Ta- 
feln, nebst  einigen  physikal.  u.  astrouom.  Tafeln  f.  den  Gebrauch 
an  höheren  Schulen  zusammengestellt.  Gotha,  Thinemann,  Verl. 
60  Pf. 

Scherer,  logarithmisch-technische  Rechentafel  auf  Stahlblech 
od.  Aluminium  (33  X 21)  cm.  Schieber  aus  Glimmer  (18  X 12  cm). 
Nebst  Hülfstafel.  Kassel,  Klaunig.  In  Mappe  12  Mk. 

Schülke,  A.,  trigonometrische  Tafel.  (1  Blatt.)  Leipzig, 
Teubner.  10  Pf. 

Tafeln,  zwölf,  m.  14000  Divisionsaufgaben  ohne  Rest,  e.  unent- 
behrl.  Hülfsmittel  zum  Rechnen  m.  ganzen  Zahlen  u.  Dezimalbrüchen. 
Essen,  Langgutes  Verl.  20  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Bode,  A.,  Leitfaden  f.  den  arithmetischen  Unterricht  in  Lehrer- 
Seminaren,  bearb.  f.  die  Hand  der  Seminaristen.  Halle,  Herrn. 
Schroedel,  Verl.  1 Mk.  75  Pf. 

Braesicke,  E.  D.,  der  deutsche  Rechenmeister.  17.  Aufl. 


(In  16  Lfgn.)  1.  n.  2.  Lfg.  Strassburg,  Strassb.  Druckerei  u.  Ver- 
lagsanstalt. ä 25  Pf. 

Gegenba  uer,  L., arithmetische  Untersuchungen.  [Aus:  „Denk- 
ßchr.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.u]  Leipzig,  Freytag.  2 Mk  40  Pf. 

Güntscho,  R,  Beitrag  zur  Integration  d.  Differentialgleichung 

dy 

“ Po+Pi  Progr.  Berlin,  Gärtner’s  Verl.  1 Mk. 

Gutli,  F.,  das  verbundene  Kopf-  u.  Zifferrechnen,  f.  mebrklass. 
Volks-,  Mittel-,  Töchter-  u.  Fortbildungsschulen  bearb.  Ausg.  f.  die 
Lehrer.  I.  TI.  Die  4 Grundrechnungsarten  in  ganzen,  vorzugsweise 
einfach  benannten  Zahlen.  30.  Aufl.  Stuttgart,  Bonz  & Co.  Kart. 

1 Mk.  65  Pf. 

Hellwig,  C.,  Berechnung  der  Wurzeln  kubischer  u.  biquadra- 
tischer  Gleichungen,  besonders  auch  der  irrationalen  Wurzeln  der 
ersteren  im  irraduciblen  Falle.  Leipzig,  Fock,  Verl.  1 Mk. 

Kaselitz,  Wegweiser  f.  den  Rechenunterricht  in  deutschen 
Schulen.  Methodisches  Handbuch  f.  Lehrer  u.  Seminaristen.  3 Tie. 

2.  Aufl.  Berlin’,  Nicolai’scho  Verl.-Buchh.  (Stricker),  5,  3 Mk. 

Kohn,  G.,  üb.  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  e.  alge- 
braischen Gleichung.  [Aus:  „Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.“] 
Leipzig,  Freytag.  30  Pf. 

Legendre,  A.  M.,  Zahlentheorie.  Nach  der  3.  Aufl.  ins  Deut- 
sche übertr.  v.  H.  Maser.  2 Bde.  2.  (Titel-) Ausg.  Leipzig,  Teub- 
ncr.  ä 6 Mk. 

Mayen berg,  J.,  die  wichtigsten  Begriffe  u.  Regeln  aus  der 
Arithmetik.  4 Aufl.  Hof,  Lion.  20  Pf. 

Meyer,  M.,  Untersuchung  der  algebraischen  Integrirbarkeit  d. 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  4.  Ordnung  m.  Hülfe  v. 
Differentialinvarianten.  Diss.  Berlin,  Mayer  & Müller.  1 Mk.  20  Pf. 

Olbricht,  R.,  die  wichtigsten  Rechenregeln,  nebst  Musterbei- 
spielen, insbesonde  Lösg.  aller  Aufgaben  der  Regeldetri  u.  der  dar- 
auf beruh.  Rechnungsarten  vermittelst  einheitl.  Behandlg.  d.  An- 
satzes zur  Wiederholg.  f.  die  Schüler  aller  Anstalten  bearb.  Leisuig. 

H.  Ulrich.  1 Mk. 

R o g el , F.,  trigonometrische  Entwicklungen.  [Aus : „Sitzungsber. 
d.  k.  Akad.  d.  Wiss.“]  Prag,  Rivnaf-,  Verl.  8J  Pf. 

Schrentzel,  W.,  üb.  die  Integration  der  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  der  Fuchs’schen  Klasse  m.  3,  im  Endlichen  gelegenen, 
singulären  Punkten.  Berlin,  Mayer  & Müller.  2 Mk. 

Schweriug,  K.,  Aufaugsgründe  der  Arithmetik  u.  Algebra  f. 
höhere  Lehranstalten.  Freiburg,  Herder.  1 Mk.;  Einbd.  30  Pf. 

Stolz,  0.,  die  Maxima  u.  Minima  der  Functionen  v.  mehreren 
Veränderlichen.  (II.  Nachtrag.)  [Aus:  „Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d. 
Wiss.“]  Leipzig,  Freytag.  30  Pf. 
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Geometrie. 


Arndt,  E.,  Hauptsätze  der  ebenen  Geometrie  nebst  Uebungs- 
aufgaben  zum  Gebrauche  an  Volks-  und  Mittelschulen.  3.  Aufl. 
Berlin,  Wiegandt  & Schotte.  Kart.  50  Pf. 

Braune,  A.,  Raumlehre  f.  Volks-,  Bürger-  u.  Fortbildungs- 
schulen, sowie  f.  Prüparanden-Anstalten.  Nach  method.  Grundsätzen 
bearb.  3.  Aufl.  Halle,  Herrn.  Schroedel,  Verl.  65  Pf. 

Emmerich,  A.,  der  Koordinatenbegriff  u.  einige  Grundlehren 
v.  den  Kegelschnitten.  Für  den  Schulunterricht  bearb.  Essen,  Bae- 
deker. Geb.  80  Pf. 

Fialkowski,  N.,  die  zeichnende  Geometrie  od.  Anlei tg.  zum 
Zirkelzeichnen  f.  Ackerbauschulen.  2.  Aufl.  Wien,  Pichler's  Wwe. 
& Sohn.  1 Mk.  20  Pf. 

Iiauck,  G.,  Lehrbuch  der  Stereometrie.  Auf  Grund  v.  F.  Koin- 
merell’s  Lehrbuch  neu  bearb.  u.  erweitert.  7.  Aufl.  (6.  der  Neu- 
bearbeitg.)  Tübingen,  Laupp’sche  Buchh.  2 Mk.  40  Pf. 

Hercher.  B.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
f.  höhere  Schulen.  [Erweit.  Sonderabdr.  aus:  „Lehrbuch  der  Geo- 
metrie.“] Leipzig,  Jacobsen,  Verl.  75  Pf. 

Lacke  mann,  C.,  die  Elemente  der  Geometrie.  Ein  Lehr-  u. 
Uebungsbuch  f.  den  geometr.  Unterricht  an  Gklass.  höheren  Lehr- 
anstalten. 1.  TI.  Planimetrie.  3.  Aufl.  Breslau,  Ferd.  Hirt,  Verl. 
Kart.  1 Mk.  25  Pf. 

Lübsen,  II.  B.,  ausführliches  Lehrbuch  der  analytischen  od. 
höhern  Geometrie  zum  Selbstunterricht.  13.  Aufl.  Leipzig,  Fr. 
Brandstetter.  4 Mk. 

Mink,  W.,  Lehrbuch  der  Geometrie  als  Leitfaden  beim  Unter- 
richte an  höhern  Lehranstalten.  0.  Aufl.,  bearb.  v.  E.  1.  TI.  Pla- 
nimetrie. Berlin,  Wiegandt  & Schotte.  1 Mk.  50  Pf. 

Roeder,  H.,  Lehrsätze  u.  Aufgaben  aus  der  Planimetrie.  2.  Aufl. 
Breslau,  Ferd.  Hirt,  Verl.  Geb.  1 Mk. 

Sattler,  A.,  Leitfaden  der  Geometrie.  Für  Volks-,  Bürger- 
u.  Fortbildungsschulen,  höhere  Mädchenschulen  u.  die  unteren 
Klassen  anderer  höherer  Lehranstalten  in  3 Stufen  bearb.  3.  Aufl. 
Braunschweig,  Appelhans  & Pfenningstorff.  1 Mk. 

Sobotka,  J.,  Beitrag  zur  Construction  v.  umgeschriebenen 
Developpablen : I.  an  Flächen  2.  Grades,  II.  an  Rotationsflächen. 
[Aus:  Sitzungsber.  d.  k.  böhm.  Gesellsch.  d.  Wiss.“]  Prag,  Rivnä«', 
Verl.  40  Pf. 

Streissler,  J.,  die  geomotrische  Formenlehre  (1.  Ahtb.)  in 
Verbindung  m.  der  Anschauungslehre.  Für  die  I.  Realclasse.  8.  Aufl. 
Triest,  Schimpff.  1 Mk  20  Pf. 
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Töpfer,  II.,  Lehrbuch  der  Planimetrie.  Sondershausen,  Eupcl. 
2 Mk.  20  Pf. ; geh.  2 Mk.  50  Pf. 

Vetters,  K.,  Abriss  der  darstellenden  Geometrie.  1.  TI.  Ortho- 
goualprojektivische  Darstellg.  v.  Punkten,  Geraden,  Ebenen  n.  neben- 
Häch.  Körpern.  Chemnitz,  Focko’sehe  Buchh.  3 Mk. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Fialkowski,  N.,  Elemente  d.  Situations-Zeichnens  nebst  An- 
leitung zum  Coloriren.  2.  Auf!.  Wien,  Pichler’s  Wwe.  & Sohn, 
Verl.  1 Mk.  20  Pf. 

Jordan,  W.,  Handbuch  der  Vermessungskunde.  2.  Bd.  Feld- 
u.  Land-Messg.  4.  Anfl.  (In  2 Lfgn.)  1.  Lfg.  Stuttgart,  Metzler- 
scho  Buchh.,  Verl.  11  Mk. 


Mechanik. 

Margulcs,  M.,  Luftbowegungen  in  e.  rotirenden  Sphüroid- 
schale.  (II.  Thl.)  [Aus:  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.“]  Leip- 
zig, Freytag.  1 Mk.  80  Pf. 

Staude,  0.,  üb.  das  Foueault’sche  Pendel.  [Aus:  ,. Archiv  der 
Freunde  der  Naturgeschichte  in  Meekl.“]  Güstrow,  Opitz  & Co. 
25  Pf. 


Technik. 

Bericht,  offizieller,  üb.  die  internationale  elektro-technische  Aus- 
st.ellflUg  in  Frankfurt  am  Main  1891.  Ilrsg.  vom  Vorstand  der  Aus- 
stejJjjng.  I.  Bd.  Allgemeiner  Bericht.  Frankfurt,  Sauerliiuder's 
Verl.  Geb.  in  Leinwd.  20  Mk. 

Bibliographie,  elektrotechnische.  Monatliche  Kundschau  üb.  die 
literar.  Erscheinung!»,  d.  In-  u.  Auslandes  einschliesslich  der  Zeit- 
schriftenliteratur auf  dem  Gebiete  der  Elektrotechnik.  Uuter  stand. 
Mitwirkg.  der  Elektrotcchn.  Gesellschaft  zu  Leipzig  zusammengestellt 
v.  G.  Maas.  1.  Jahrg.  1893.  9 Hfte.  Leipzig,  Barth.  4 Mk. 

Bibliothek,  elektro-technische.  1.  Bd.  6.  AuH.  Wien,  Uart- 
lebcn.  3 Mk  ; geh.  4 Mk. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Ilrsg.  v.  Iv.  Strecker,  f». 
Jahrg.  Das  Jahr  1881.  3.  Hft.  Berlin,  Springer.  G Mk. 

Geist,  IC.  II.,  Berechnung  elektrischer  Maschinen.  Ein  Hand- 
buch f.  Fachleute.  2.  AuH.  München,  Oldenbourg.  2 Mk.  4<»  Pf. 

Grawinkel,  0.,  u.  K.  Strecker,  die  Telegraphentechnik. 
Ein  Leitfaden  f.  Post-  u.  Telographeubeaiute.  3.  AuH.  Berlin, 
Springer.  4 Mk.;  geh  5 Mk. 
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Krämer,  J,  wie  wird  mau  Elektrotechniker?  Magdeburg, 
Exped.  d.  „Prakt.  Physik“,  Franz  Müller.  1 Mk. 

Steig  1,  J.,  u.  K.  Büch ler,  der  Elektriker  iu  Schule  u.  Haus, 
e.  Auleitung  zur  prakt.  Handhabg.  der  Apparate  aus  dem  Gebiete 
der  Reibuugs-  u.  Vertheilungs-Klektricitftt.  Wieu,  Pichler’s  Wwe.  & 
Sohu,  Verl.  50  Pf. 

Tkompsou,  S.  P.,  die  dyuamoelektrischou  Maschineu.  Ein 
Haudbuch  f.  Studirende  d.  Elektrotechuik.  4.  Autl.  Deutsche 
Uebersetzg.  v.  C.  Grawinkel.  1.  Thl.  Halle,  Kuapp.  12  Mk. 

— dasselbe.  7.  u.  8.  Hft.  Ebd.  ä 2 Mk. 

Wilke,  A.,  der  elektrotechuische  Beruf.  Eiue  kurzgefasste 
Darstellg.  d.  Bilduugsgauges  u.  der  Aussichten  d.  Elektrotechnikers 
u.  der  clektrotcchu.  Gewerbtreibendeu.  Leipzig,  Leiner.  1 Mk.  50  Pf. 


Optik,  Akustik  und  Elastlcität« 

Czapski,  S.,  Theorie  der  optischen  Instrumente  nach  Abbe. 
Breslau,  Ed.  Treweudt,  Verl.  Geb.  0 Mk.  60  Pf. 

Hahn,  II.,  die  Berechnung  d.  Lichtes  iu  e.  Ebene.  — Von 
Iloraz  — Verdeutschungen.  Von  K.  Staedler.  Progr.  Berlin,  Gärt- 
uer’s  Verl.  1 Mk. 

Jaerisch,  P.,  zur  Theorie  der  elastischen  Kugclwellen  m.  An- 
weudg.  auf  die  Rctiexion  u.  Brechg.  d.  Lichtes.  Hamburg,  Heruhl- 
sche  Buchh.,  Verl.  2 Mk.  50  Pf. 


Erd-  und  Hiuimelskunde. 

Arbeiten,  astrouomischo,  d.  k.  k.  Gradmcssuugs-Bureau,  ausge- 
führt unter  der  Lcitg.  von  Th.  v.  Oppolzer.  Nach  dessen  Tode 
hrsg.  v.  V.  Wciss  u.  R.  Schram.  4.  Bd.  Läugcubestimmungen. 
Leipzig,  Freytag.  16  Mk. 

Bebber,  W.  J.  van,  Katechismus  der  Meteorologie.  3.  Aufl. 
Leipzig,  J.  J.  Weber.  Geb.  in  Leinw.  3 Mk. 

D ie s tcrweg’s  populäre  Himmelskunde  u.  mathematische  Geo- 
graphie. Neu  bearb.  v.  M.  W.  Meyer  unter  Mitwirkg.  v.  B.  Schwalbe. 
16.,  17.  u.  18.  Aufl.  Berlin,  E.  Goldschmidt.  7 Mk.  50  Pf.;  geb. 
in  Schul-Bd.  8 Mk.  50  Pf.;  in  Orig.-Bd.  9 Mk. 

Gravelius,  H.,  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  bei 
Berechnung  absoluter  Störungen.  Berlin,  Staukiewicz.  2 Mk. 


Hann,  J.,  einige  Resultate  der  ancmometriseheu  Aufzeich- 
nungen in  Wien  1873 — 1882.  [Aus:  „Sitzuugsber.  d.  k.  Akad.  d. 
Wiss.“]  Leipzig,  Frey  tag.  1 Mk.  40  Pf. 

Hepperger,  J.  v.,  zur  Theorie  der  astronomischen  Refraktiou. 
[Aus:  „Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.“]  Ebd.  70  Pf. 

Himmel  u.  Erde.  Illustr.  naturwissenschaftliche  Monatsschrift. 
Hrsg.  v.  der  Gesellschaft  Urania.  Red.:  M.  W.  Meyer.  V.  Jahrg. 
Octbr.  1892  bis  Septbr.  1893.  7.  Hft.  Berlin,  Herrn.  Paetel.  Vier- 
tcljährl.  3 Mk.  60  Pf. 

Jahrbuch  der  Astronomie  u.  Geophysik.  Enth.  die  wichtigsten 
Fortschritte  auf  den  Gebieten  der  Astrophysik,  Meteorologie  u.  phy- 
sikal.  Erdkunde.  Unter  Mitwirkg.  v.  Fachmännern  hrsg.  v.  H.  J. 
Klein.  3.  Jahrg.  1892.  Mit  5 Lichtdruck-  u.  Chromotaf.  Leipzig, 
E.  H.  Mayer.  7 Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f 1891.  Meteorologische 
Motive  1.  Ordng.  in  Bremen.  Ergebnisse  der  metcorolog.  Beobachtgu. 
Stündliche  Aufzeichngn.  der  Registrirapparate.  Dreimal  tägliche 
Beobachtgu.  an  4 Regenstationeu.  Hrsg.  v.  P.  Bergholz.  II.  Jahrg. 
Mit  8 Taf.  Bremen,  Nössler.  3 Mk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1892.  Beobachtungs- 
system d.  Köuigr.  Preussen  u.  benachbarter  Staateu.  Ergebnisse 
der  meteorolog.  Beobachtgu.  im  J.  1892.  2.  Hft.  Hrsg.  v.  dem 

königl.  preuss.  meteorolog.  Institut  durch  W.  v.  Bezold.  Berlin, 
Asher  & Co.,  Verl.  3 Mk. 

Jelinek’ s Anleitung  zur  Ausführung  meteorologischer  Beobach- 
tungen, nebst  e.  Samrnlg.  v.  Hilfstafelu.  (In  2 Thln.)  4.  Auti.  Ilrsg. 
v.  der  Direction  der  k.  k.  Ceutral-Anstalt  f.  Meteorologie  u.  Erd- 
magnetismus. 1.  Thl.  Anleitung  zur  Ausführg.  meteorolog.  Bc- 
obachtgn.  au  Stationen  II.  u.  III.  Ordnung.  Leipzig  Engclmann. 
1 Mk.  20  Pf. 

Kirchner,  M.,  Duisburger  Souueutafel  f.  d.  J.  1894J  Auf- 
u.  Untergangszcit  der  Sonne,  sowie  die  Sonne  des  wahren  Mittags 
zu  Duisburg  f.  alle  Tage  des  Jahres  1894.  Duisburg,  Ewich.  50  Pf. 

Klein,  II.  J.,  Katechismus  der  Astronomie.  Belehrungen  tib. 
den  gestirnten  Himmel;  die  Erde  u.  den  Kalender.  8.  Aud.  Leip- 
zig, J.  J.  Weber.  Geb.  in  Leinw.  3 Mk. 

Kloock,  II.,  die  Unhaltbarkeit  der  sogenannten  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  u.  die  Neugestaltung  der  endgültigen  Bahube- 
stimmungeu  der  Sterne.  Bonn,  Röhrscheid  & Ebbecke.  1 Mk. 
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Vor  Kurzem  erschien  uml  ist  durch  jede  Buchhandlung  zu  beziehen: 

Die  Geometrie  der  Lage. 

Vorträge 

von 

Professor  Dr.  Th.  Rejc, 

ord.  Professor  an  der  Universität  Strassburg. 

Abth.  II  (3.  Auf!.).  Mit  26  Textfiguren.  Brosch.  9 M.,  in  Halbfranz 
gebunden  11  M. 

Abth.  III  (neu).  Brosch.  6 M.,  in  Halbfranz  gebunden  8 M. 

Bereits  früher  erschien: 

Abth.  I (3.  Aufl.).  Mit  92  Textfiguren.  Brosch.  7 M.,  in  Halbfranz 
gebuuden  9 M. 

Aus  einer  Besprechung  von  Guido  Hauck: 

Unserem  Verfasser  gebührt  das  Verdienst,  das  System  jenes  grossen 
Geometers  (Staudt)  von  seinen  Einseitigkeiten  befreit  und  dadurch  nicht  nur 
schmackhaft,  sondern  vor  Allem  für  die  Weiterförderung  der  Wissenschaft 
nutzbar  gemacht  zu  haben.  Diese  hat  denn  auch  in  den  letzten  Decennien  eine  über- 
aus fruchtharc  Weiterentwickclung  erfahren,  an  welcher  der  Verfasser  durch  seine 
bahnbrechenden  Arbeiten  in  hervorragender  Weise  betheiligt  war.  Es  sei  dabei 
namentlich  auf  den  Ausbau  der  Linicngcomctric  hingewiesen  ....  Das  auch 
bereits  ins  Französische  und  Italienische  übersetzte  Werk  stellt  in  dieser 
seiner  neuen  Auflage  das  vollständigste  Lehrbuch  der  neueren  Geo- 
metrie dar. 
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Im  Verlage  von  ({uandt  & Händel  in  Leipzig  ist  in  neuer 
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Lehrbuch  der  Physik. 

nschlicsslich  der  Physik  des  Himmels,  der  Luft  und  der  Erde, 
jmäss  der  neueren  Anschauung  und  mit  den  neuesten  Fortschritten . 
ir  Gymnasien,  Realschulen  und  ähnliche  Lehranstalten.  Von  Prof. 
*.  Paul  Reis.  8.  verbess.  und  vermehrte  Auflage.  Mit  442  Text- 
uren u.  850  Aufgaben  nebst  Lösungen,  gr.  8°.,  VIII,  912  S. 

Preis  9 M. 


Bereits  eingeführt 

i der  Thoniasseliule  in  Leipzig,  an  den  Gymnasien  zu  Bautzen, 
ivickau,  Chemnitz,  Eisenberg,  Gotha,  Rostock,  an  den  Real- 
miuasicn  zu  Zittau,  Gotha,  Rostock,  Augsburg,  Bützow,  am 
nniuar  zu  Lübau,  an  der  Oberrealschule  iu  Oldenburg,  an  der  höh. 
andclsschule  in  Gotha,  an  der  Vorbereitungsschule  zu  Neu  fechün- 
e,  an  den  Landwirtschaftsschulen  zu  Dahme  (Mark)  u.  Marlen- 
irg,  in  Gebrauch  in  Ratibor,  Troppau,  Wohlau,  Leobschütz, 
denburg  etc.  zur  Einführung  beantragt  an  15  preussischeu 

Schulen  ist  das 

Ibungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra, 

enthaltend  dio  Formeln,  Lehrsätze  und  Auflösungsmothoden  in 
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ufgabcu.  Für  höhere  Lehranstalten  bearbeitet  von 

Dr.  E.  Wrobel, 

I.  Lehrer  d.  Math,  am  Gyrnn.  zu  Rostock. 

Den  neuen  Lehrplänen  angepasst! 

I.  Teil:  Pensum  der  Tertia  und  Unter  - II.  2.  Aufl.  1893. 

2,60  M.  (enthält  auch  Quadrat.  Gleichungen  mit  1 Ueb.) 

I.  Teil:  Pensum  d.  Ober  - II.  u.  Prima  d.  Gymnasii.  1891. 
1,40  M. 

I.  Teil  mit  Anhang:  Pensum  d.  Ober  - II  u.  Prima  höherer  re- 
alistischer Lehranstalten.  1892.  2,20  M.  Anhang  apart 
für  Oberprima  0,80  M. 

Die  Rcsuitathefte  (zu  I.  1 M.,  II.  1,25  M.,  zum  Anhang  0,60  M.) 
erden  nur  an  Lehrer  direkt  abgegeben.  Prospekt  gratis. 

MT  „Ich  habe  Wrobels  Übungsbuch  sowohl  in  Privat-  als  auch 
im  öffentlichen  Unterricht  erprobt  und  in  jeder  Hinsicht 
als  vorzüglich  geeignet  befunden.  Schwachbegabten 
Schülern  ist  diese  Aufgabensammlung  geradezu 
unentbehrlich“.  Prof.  Dr.  Sch.  in  Tr. 

Rostock.  Willi.  Werther’s  Verlag. 


Soeben  erschien: 

Einführung 

in  die 

Grundlagen  der  Geometrie. 

Von  Dr.  Wilhelm  Killiug, 

Prof,  der  Mathematik  an  der  Aeademie  Münster. 

Erster  Baud. 

Mit  40  Figuren  im  Text.  X u.  357  S.  gr.  8°.  7 M. 
Verlag  von  Ferdinand  Schtfningh  in  Paderborn. 
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